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Postawienie problemu

Postawienie problemu

L([0, 1]) � pewna przestrze« funkcyjna, f ∈ L

Szukamy takiego odwzorowania F : L([0, 1])→ Rn, które lokalnie

wyci¡gnie pewnie wªasno±ci funkcji f , a ponadto bedzie istaniaªo

odwzorowanie odwrotne F−1 : Rn → L([0, 1]), które b¦dzie potra�ªo

skonstruowa¢ funkcj¦ podobn¡ do wyj±ciowej funkcji w sensie owej

ustalonej wªsno±ci.

W naszym przypadku: F − transformata zakoduje funkcj¦ w postaci

wektora liczb rzeczywistych a transformata odwrotna F−1 skonstruuje z

tego wektora funkcj¦, która bedzie dobrym przybli»eniem funkcji wyj±ciowej.
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Znane rozwi¡zania problemu

Znane rozwi¡zania problemu

Twierdzenie

Je±li (fn) jest przeliczalnym ukªadem ortogonalnym w przestrzeni unitarnej

X oraz f =
∑∞

n=1
cnfn, to cn = <f |fn>

||fn||2 .

Przykªad

Ukªad ortogonalny: (fn) = (1, sin t, cos t, sin 2t, cos 2t, . . . )

Przestrze«: X = L2([−π, π]) < f , g >=
∫
[−π,π] f (x)g(x)dx

f := x → (2,−1, 2
3
,−1

2
, ...)

(2,−1, 2
3
,−1

2
, ...)→ ˆf (x) := 2− sin x +

2

3
cos x − 1

2
sin 2x + . . .
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Znane rozwi¡zania problemu

Znane rozwi¡zania problemu

Twierdzenie

Niech f pewna funkcja ci¡gªa na [a, b]. Niech (fn) jest przeliczalnym

ukªadem ortogonalnym w przestrzeni L2 ([a, b]). Dla ka»dego ε > 0 istnieje

takie nε, »e

∀n>nε∀x∈[a,b]|f (x)− f̂ (x)| < ε,

gdzie f̂ (x) =
∑n

n=1
cnfn oraz cn = <f |fn>

||fn||2 .
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Rozmyty podziaª przestrzeni

Rozmyty podziaª przestrzeni

De�nicja

Niech x1 < x2 < · · · < xn b¦d¡ ustalonymi punktami wewn¡trz odcinka

[a, b], takimi »e x1 = a, xn = b. Mówimy, »e zbiory rozmyte A1, . . . ,An

zde�niowane na [a, b] tworz¡ rozmyty podziaª odcinka [a, b] je»eli dla
k = 1, . . . , n speªniaj¡ warunki:

1 Ak : [a, b]→ [0, 1],Ak(xk) = 1,

2 Ak(x) = 0 dla x /∈ (xk−1, xk+1); przyjmujemy dodatkowo, »e

x0 = a, xn+1 = b,

3 Ak(x) jest ci¡gªa,

4 Ak(x), k = 2, . . . , n jest ±ci±le rosn¡ca na [xk−1, xk ] oraz
Ak(x), k = 1, . . . , n − 1 jest ±ci±le malej¡ca na [xk , xk+1],

5 dla x ∈ [a, b] speªnione jest
∑n

k=1
Ak(x) = 1.
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Rozmyty podziaª przestrzeni

Jednostajny rozmyty podziaª przestrzeni

De�nicja

Je»eli w¦zªy x1, . . . , xn s¡ równomiernie rozªo»one na odcinku [a, b] tzn.
xk = a + h(k − 1), k = 1, . . . , n, h = b−a

n−1 oraz funkcje przynale»no±ci

zbiorów rozmytych A1, . . . ,An s¡ symetryczne i przystaj¡ce do siebie (w

sensie geometrii wykresu), to rozmyty podziaª nazywamy jednostajnym.
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Rozmyty podziaª przestrzeni

Jednostajny rozmyty podziaª przestrzeni

Przykªad

A1(x) =

{
0.5
(
cos π

h
(x − x1) + 1

)
, x ∈ [x1, x2]

0 w p. p.

Ak(x) =

{
0.5
(
cos π

h
(x − xk) + 1

)
, x ∈ [xk−1, xk+1]

0 w p. p.

gdzie k = 2, . . . , n − 1 oraz

An(x) =

{
0.5
(
cos π

h
(x − xn) + 1

)
, x ∈ [xn−1, xn]

0 w p. p.
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Rozmyty podziaª przestrzeni

Jednostajny rozmyty podziaª przestrzeni

Rysunek: Przykªad jednostajnego podziaªu odcinka [1, 4].
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F-transformata

F-transformata

De�nicja

Niech zbiory rozmyte A1, . . . ,An b¦d¡ podziaªem rozmytym odcinaka [a, b].
Niech f ∈ C ([a, b]). Wektor liczb rzeczywistych [F1,F2, . . . ,Fn]
zde�niowany przez

Fk =

∫ b
a
f (x)Ak(x)dx∫ b
a
Ak(x)dx

, k = 1, . . . , n,

nazywamy F-transformat¡ funkcji f wzgl¦dem A1, . . . ,An.

Wprowad¹my oznaczenie: Fn[f ] = [F1,F2, . . . ,Fn].
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F-transformata

F-transformata

Je±li podziaª [a, b] jest jednostajny to wzór na skªadniki F-transformaty

przyjmuje posta¢:

F1 =
2

h

∫ x2

x1

f (x)A1(x)dx ,

Fn =
2

h

∫ xn

xn−1

f (x)An(x)dx ,

Fk =
1

h

∫ xk+1

xk−1

f (x)Ak(x)dx ,
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F-transformata odwrotna

F-transformata odwrotna

De�nicja

Niech zbiory rozmyte A1, . . . ,An b¦d¡ podziaªem rozmytym odcinaka [a, b].
Niech f ∈ C ([a, b]). Niech Fn[f ] = [F1,F2, . . . ,Fn] bedzie F-transformat¡

funkcji f . Wtedy funkcj¦

fF ,n(x) =
n∑

k=1

FkAk(x),

nazywamy odwrotn¡ F-transformat¡.
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F-transformata odwrotna

F-transformata odwrotna

Twierdzenie

Niech f b¦dzie funkcja ci¡gªa na [a, b]. Wtedy dla ka»dego ε > 0 istnieje nε
i podziaª rozmyty A1, . . . ,Anε odcinka [a, b] taki, »e dla ka»dego x ∈ [a, b]

|f (x)− fF ,nε(x)| ≤ ε,

gdzie fF ,nε(x) jest F-transformat¡ odwrotn¡ funkcji f .

Dowód:
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F-transformata odwrotna

F-transformata odwrotna

Rysunek: Funkcja f (x) = (x − 1)(x − 2)(2x − 3) + 6 i jej F-transformata

odwrotna oparta na ukªadzie n zbiorów rozmytych trójk¡tnych.
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F-transformata odwrotna

F-transformata funkcji wielu zmiennych

De�nicja

Niech zbiory rozmyte A1, . . . ,An b¦d¡ podziaªem rozmytym odcinaka [a, b],
a zbiory rozmyte B1, . . . ,Bm podziaªem rozmytym odcinaka [c , d ]. Niech
f (x , y) b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ z C ([a, b]× [c , d ]). Mówimy, »e n ×m -

macierz liczb rzeczywistych Fnm[f ] = (Fkl ) jest F-transformat¡ funkcji f

je±li dla k = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,m zachodzi

Fkl =

∫ d
c

∫ b
a
f (x , y)Ak(x)Bl (y)dxdy∫ d

c

∫ b
a
Ak(x)Bl (y)dxdy

.
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F-transformata odwrotna

F-transformata dyskretna

Je±li pewien ukªad punktów (pi , qj) ∈ [a, b]× [c, d ] jest wystarczaj¡co
g¦sty, to F-transformat¦ funkcji f mo»emy zde�niowa¢ poni»szym wzorem

zachowuj¡c wªasno±¢ jednostajnej zbie»no±ci do funkcji f :

Fkl =

∑M
j=1

∑N
i=1

f (pi , qj)Ak(pi )Bl (qj)∑M
j=1

∑N
i=1

Ak(pi )Bl (qj)
.
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F-transformata odwrotna

F-transformata odwrotna funkcji wielu zmiennych

De�nicja

Niech zbiory rozmyte A1, . . . ,An b¦d¡ podziaªem rozmytym odcinaka [a, b],
a zbiory rozmyte B1, . . . ,Bm podziaªem rozmytym odcinaka [c , d ]. Niech
f (x , y) b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ z C ([a, b]× [c , d ]). Niech Fnm[f ] = (Fkl )
b¦dzie F-transformat¡ funkcji f . Wtedy funkcj¦

f Fnm(x , y) =
n∑

k=1

m∑
l=1

FklAk(x)Bl (y),

nazywamy F-transformat¡ odwrotn¡ funkcji f .
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Zastosowania F-transformat

Zastosowanie F-transformaty do kompresji obrazów
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Wnioski i pytania

Wnioski i pytania

1 Czy F-transformaty stanowi¡ nowatorskie narz¦dzie z punktu widzenia

aproksymacji funkcji, kompresji obrazów, prognozowania szeregów

czasowych?
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Wnioski i pytania

Wnioski i pytania

1 Czy F-transformaty stanowi¡ nowatorskie narz¦dzie z punktu widzenia

aproksymacji funkcj, kompresji obrazów, prognozowania szeregów

czasowych? Moim zdaniem nie:( S¡ równowa»ne rozkªadom funkcji

wzgl¦dem znanych i dobrze zbadanych baz funkcyjnych przestrzeni

Hilberta.
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Wnioski i pytania

Wnioski i pytania

1 Czy F-transformaty stanowi¡ nowatorskie narz¦dzie z punktu widzenia

aproksymacji funkcji, kompresji obrazów, prognozowania szeregów

czasowych? Moim zdaniem nie:( S¡ równowa»ne rozkªadom funkcji

wzgl¦dem znanych i dobrze zbadanych baz funkcyjnych przestrzeni

Hilberta.

2 Po co nam F-transformaty?
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Wnioski i pytania

Wnioski i pytania

1 Czy F-transformaty stanowi¡ nowatorskie narz¦dzie z punktu widzenia

aproksymacji funkcji, kompresji obrazów, prognozowania szeregów

czasowych? Moim zdaniem nie:( S¡ równowa»ne rozkªadom funkcji

wzgl¦dem znanych i dobrze zbadanych baz funkcyjnych przestrzeni

Hilberta.

2 Po co nam F-transformaty?

Za pomoc¡ F-transformat i metod algebry abstrakcyjnej mo»na

formalnie udowodni¢, »e rozmyte systemy wnioskuj¡ce skªadaj¡ce si¦ z

reguª typu:

IF x1 jest A1 AND . . . AND xn jest An THEN y jest B ,

s¡ niczym innym jak aproksymacj¡ funkcji n-wymiarowych

zde�niowanych za pomoc¡ w¦zªów: (x1, . . . , xn; y).
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