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Streszczenie

W niniejsze] pracy rozwazane sa operatory o wymiarze masowym o 1 6
tzn. ~ (GeV)® i ~ (GeV)5 mogace pojawié¢ sie w teoriach efektywnych
oddzialtywan pomiedzy polami Modelu Standardowego. Przy wykorzystaniu
rownan Fulera-Lagrange’a wynikajacych z klasycznego lagranzjanu Modelu
Standardowego znajdowana jest baza 59 liniowo niezaleznych operatoréow
zachowujacych jego symetrie (cechowania i lorentzowska) oraz globalna liczbe
barionowsa i leptonows.

Klasyfikacja ta prowadzi do korekty wynikow pracy [1], istotnie redukujac
podana w niej baze niezaleznych operatoréow, ktora niepotrzebnie zawie-
ra m.in. wyrazenia zawierajace pochodna kowariantng dzialajaca na pole
fermionowe.

Stowa kluczowe

operatory wyzszych wymiaréw, Model Standardowy, teorie efektywne

Dziedzina pracy
13.2 fizyka

Tytul pracy w jezyku angielskim
Classification of higher-dimensional operators in the
Standard Model



Serdeczne podziekowania kieruje do

dr hab. Janusza Roska za opieke naukowq, cenne uwagi, otwarto$é i zyczliwosé.

dr hab. Mikotaja Misiaka v prof. Bohdana Grzqdkowskiego za zaproponowanie
tematu pracy, kluczowe wskazowki 1 komentarze merytoryczne.

dr hab. Pawta Nurowskiego za zasugerowanie strategii dowodzenia podsta-
wowego narzedzia przedstawionej analizy oraz wszelkie inne wyjasnienia.

prof. Jacka Tafla i dr Andrzeja Okotowa za pomoc w zrozumieniu struktur
matematycznych wykorzystywanych w niniejszej pracy.

doktorantow IFT, w szczegolnosci Wojciecha Kamanskiego, za pomocne
dyskusje 1+ wskazowks.



Spis tresci

1

2

Wstep 7
Struktura Modelu Standardowego 9
2.1 Pola Modelu Standardowego . . . . . . .. ... ... .... 9
2.2 Gestosé funkeji Lagrange’a i réwnania ruchu. . . . . . . . .. 13
2.3 Fundamentalne obiekty uzywane do konstrukcji operatoréw
wyzszych rzedow . . . . . ..o 14
Schemat wnioskowania 15
3.1 Rozktad iloczynow tensorowych reprezentacji grup Liego . . . 16

Niezmiennicze operatory zawierajace wylacznie pola bozo-

nowe 19
4.1 Operatory nie zawierajace pochodnych kowariantnych. . . . . 19
4.2 Operatory zawierajace wytacznie tensory poél cechowania i ich
pochodne kowariantne . . . . . . . . . . .. ... L. 24
4.3 Pozostale operatory bozonowe. . . . . . . .. ... L. 26
4.4 Podsumowanie klasyfikacji operatoréw bozonowych . . . . . . 29

Niezmiennicze operatory zawierajace pola bozonowe i fermio-

nowe 30
5.1 Operatory zawierajace wytacznie pola fermionowe i pochodne
kowariantne . . . . . . . . ... 30
5.2 Pogostale operatory . . . . .. ..o 31
5.3 Podsumowanie klasyfikacji operatorow zawierajacych pola
fermionowe 1 bozonowe . . . . . .. ... ... 42
Operatory zlozone z pdl fermionowych 43
6.1 Caztery pola kwarkow ([QQQQ| . . . . . . . . . .. ... ... 43
6.2 Trzy pola kwarkéw 1 jedno pole leptonowe |QQQL| . . . . . . 46
6.3 Dwa pola kwarkow i dwa pola leptonowe |QQLL| . . . . . . . 47
6.4 Jedno pole kwarkow i trzy pola leptonowe |QLLL| . . . . . . 48
6.0 Tylko pola leptonowe |[LLLL|. . . . . .. .. ... ... ... 48
6.6 Struktura lorentzowska . . . . . ... ... 49
6.7 Podsumowanie klasyfikacji operatoréw czterofermionowych . . 51



7 Pordéwnanie z praca [1] 53

8 Podsumowanie 55

A Zapis lagranzjanu teorii pola z cechowaniem wylacznie za

pomoca po6l materii, tensoré6w po6l cechowania i pochodnych

kowariantnych 56

A.1 Okreslenie zagadnienia . . . . . . . .. .. ... ... 56

A.2 Konstrukcja . . . . . ... 57

A.3 Znikanie zsymetryzowanych pochodnych . . . . . .. .. . .. 57
A.4 Zastapienie pochodnych czastkowych dzialajacych na pola cecho-

wania przez tensory pola cechowania i ich pochodne . . . . . 58

A.5 Zamiana pochodnych czastkowych na kowariantne . . . . .. 59

B Konwencje i podstawowe tozsamos$ci 61

C Niezmienniki transformacji cechowania 63



1 Wstep

Model Standardowy (oznaczany dalej skrotem SM) jest teoria dobrze opisujaca oddziaty-
wania miedzy znanymi czgstkami elementarnymi w calej przebadanej dotad doswiadczalnie
skali energii, czego dowodza wyniki wielkiej liczby doswiadczen, zebrane w zestawieniu [2].
Model ten nie proponuje jednak satysfakcjonujacyh rozwiazan dla istotnych problemow
fizycznych, takich jak problem hierarchii czy mechanizm tamania symetrii CP, ktéry w SM
nie wystarcza do wyjasnienia asymetrii miedzy materia a antymateria w obserwowanym
Wszechéwiecie!. Zagadnienia te, wraz z dazeniem do pelniejszej unifikacji oddziatywar,
daja podstawy przekonaniom o istnieniu szerszej teorii, ktérej grupa cechowania zawiera-
taby jako podgrupe grupe cechowania SM.

Poniewaz w przebadanym jak dotad zakresie energii przewidywania SM sa doskonale
zgodne z wynikami do$wiadczalnymi, poprawki zwiazane z efektami "nowej fizyki”, obecnej
w rozszerzeniach SM, muszg zatem by¢ odpowiednio male. Teorie takie muszg rowniez
zawiera¢ wszystkie pola Modelu Standardowego oraz zachowywaé jego symetrie. Bozon
Higgsa, nie znaleziony dotad w eksperymentach, a priori moégtby by¢ w nich nieobecny, tu
jednak ograniczymy sie do teorii go zawierajacych. Zachowanie symetrii cechowania SM
jest tu bezdyskusyjnym warunkiem, za$§ zachowanie liczby barionowej i liczb leptono-
wych (tych ostatnich dla kazdego zapachu z osobna) zostalo potwierdzone jest przez
doswiadczenie na stosunkowo wysokim poziomie precyzjiZ.

Implikacje modeli uogélniajacych SM bylyby w pelni widoczne w procesach osiaga-
jacych wystarczajaco wysokie energie oddzialywan. Przy nizszych energiach manifestuja
sie one w ramach teorii efektywnych, w ktorych zjawiska zwigzane z szerszymi teoriami
przejawiaja sie w postaci poprawek do lagranzjanu Modelu Standardowego. Mozna je
sformutowaé poprzez wycaltkowanie (w formalizmie kwantyzacji za pomoca catek funkcjo-
nalnych po konfiguracjach pol) pol odpowiadajacych czastkom o duzych masach. W ten
spos6b w funkeji Lagrange’a SM pojawiaja sie nowe operatory?, ktore w przypadku teorii,
do ktorych stosuje sie postulat odprzegania Appelquista-Carazzone [5], zapisa¢ mozna
jako szereg potegowy o parametrze rownym odwrotnosci typowej skali mas usunietych z
teorii pol. Znane sg przy tym modele, np. opisany w pracy [6], w ktorych tego rodzaju
odprzeganie nie zachodzi. W bardziej typowych przypadkach otrzymujemy jednak nastepu-
jaca postaé lagranzjanu:

L=L5+ 130 + L3 P09 + o) (1.0.1)

Wspoélezynniki wystepujace w takim rozwinieciu sa wyrazeniami zbudowanymi z p6l SM
i ich pochodnych. Przy obecnej doktadnosci pomiaréw i dla odpowiednio duzej skali mas

1To stwierdzenie zwykle opierane jest na pracach [3], jednak ostatnio ukazala sie takze publikacja [4],
proponujaca zgodne z wnioskami kosmologicznymi mechanizmy bariogenezy, oparte wylacznie o tamanie
symetrii CP w ramach SM.

21Jedli jedynym Zréodtem tamania zapachowych liczb leptonowych bytyby oscylacje lekkich neutrin,
to procesy takie jak g — ey miatyby nieobserwowalne prawdopodobienstwa." cytujac publikacje Particle
Data Group [2].

3Nieco niedciéle, ale standardowo, stosowa¢ bedziemy tu pojecie "operatora" w stosunku do
wielomianéw po6l modelu, po kwantyzacji stanowiacych kombinacje operatoréw dziatajacych na pewnej
przestrzeni Hilberta.



usunietych czastek (malego parametru szeregu potegowego), wyrazy O (%) sa na ogol
zaniedbywalne.

Lagranzjan Lg% zawiera wszystkie dozwolone przez symetrie cechowania i Lorentza
kombinacje pol wchodzacych w jego sktad o wymiarze masowym 4 (~ (GeV)?), ktore nie
sa pelng dywergencja, jak 0, (@7“@/}). Chcac sklasyfikowa¢ mozliwe operatory efektywne
pojawiajace si¢ w rownaniu (1.0.1), przeanalizowa¢ musimy wyrazenia o wymiarze masowym
b, jak i 6, gdyz dla wiekszosci pdl niezmiennicze operatory pojawia sie dopiero w drugim
czlonie rozwiniecia. Interesujaca jest lista operatoréow, ktore nie sg rownowazne ze wzgledu
na klasyczne réwnania ruchu, wynikajace z lagranzjanu Modelu Standardowego, w prze-
ciwnym wypadku prowadzityby bowiem do tych samych amplitud rozpraszania (odpo-
wiednia argumentacje znalez¢ mozna w pracach [7] —[9]).

Taka klasyfikacje zawiera praca W. Buchmiillera i D. Wylera "Effective lagrangian
analysis of new interactions and flavour conservation" [1], jednak okazuje sie, ze podana
tam lista operatorow jest zbyt obszerna - zawiera wyrazenia liniowo zalezne (miedzy
innymi w §wietle rownan ruchu) od pozostatych. Co wiecej, zalezne operatory sa wyko-
rzystywane w wielu pracach zajmujacych sie efektywnymi teoriami pola, ostatnio np. w
artykutach [10], [11], [12]. Uzyskanie minimalnej listy niezaleznych operatorow jest wiec
bardzo wazne.

W niniejszej pracy wykazemy, ze z listy niezaleznych operatoréw niezmienniczych
usuna¢ mozna, miedzy innymi, wszystkie wyrazenia zawierajace pochodna kowariantna
dziatajaca na pole fermionowe. Dla kompletnosci klasyfikujemy wszystkie mozliwe opera-
tory, rowniez te lamigce globalng liczbe barionowa i/lub leptonows. Ostatecznie, jak
wykazemy, po petnej redukcji uzyskuje si¢ 1 operator wymiaru 5, niezachowujacy globalnej
liczby leptonowej oraz 64 niezmiennicze wyrazenia wymiaru 6. Sktada sie na nie 15
niezaleznych operatoréw nie zawierajacych pol fermionowych, 19 niezaleznych operato-
row zawierajacych nie tylko pola fermionowe oraz 30 wyrazen zbudowanych z czterech
p6l fermionowych, w tym 5 operatoréw tamigcych zasade zachowania zapachowej liczby
kwantowej barionow i/lub leptonéw. Razem stanowi to baze 59 operatorow zachowujacych
globalne liczby barionowa i leptonowa oraz 6 wyrazen je zmieniajacych.

Praca ma nastepujaca strukture: w pierwszych rozdziatach opisane sa podstawy analizy,
czyli struktura Modelu Standardowego - obecne w nim pola i definiujaca go gestos¢ funkeji
Lagrange’a. W calej analizie korzystamy z udowonionego w Dodatku A faktu, iz dowolny
niezmienniczy lagranzjan teorii pol z cechowaniem zapisany moze by¢ przy uzyciu pol
materii i tensor6w poél cechowania oraz ich pochodnych kowariantnych - w kolejnym
podrozdziale klasyfikujemy te obiekty ze wzgledu na wymiar masowy. W nastepnym
rozdziale przedstawiamy schemat wnioskowania, wedle ktorego postepujemy przy klasyfi-
kacji wszystkich operatorow, ktadac nacisk na wykorzystanie ich algebraicznej klasyfi-
kacji z punktu widzenia reprezentacji grup cechowania - tu podstawowym narzedziem jest
rozktad iloczynéw tensorowych tych reprezentacji na sumy proste reprezentacji nieprzy-
wiedlnych.

Nastepnie przystapimy do wlasciwej analizy, klasyfikujac operatory niezmiennicze o
wymiarach masowych 5 i 6, najpierw te ztozone wylacznie z p6l bozonowych i ich pochod-
nych kowariantnych, dopelniajac klasyfikacje poprzez dodanie do rozwazanych obiektow
pol fermionowych i na zakonczenie zajmujac sie operatorami zbudowanymi z czterech
p6l fermionowych. Kolejnosé analizy poszczegolnych klas operatoréow podyktowana jest



przedstawionymi na Rys. 1 na s. 17 zalezno$ciami pomiedzy operatorami, wynikajacymi z
rownan ruchu SM. W ostatniej czesci pracy por6wnamy otrzymane wyniki z praca [1] oraz
podsumujemy przeprowadzone rozumowanie. W calodci stosujemy konwencje, opisane w
Dodatku B, wykorzystujac tez zebrane tam fakty. W Dodatku C zebrane zostaty rachunki
dowodzace niezmienniczos$ci typowych wyrazen wykorzystywanych w pracy ze wzgledu na
transformacje cechowania .

2 Struktura Modelu Standardowego

2.1 Pola Modelu Standardowego

W niniejszej pracy rozpatrujemy pola w sensie klasycznym, jako funkcje o wartosciach
zespolonych (pola spinorowe i skalarne pole Higgsa) i rzeczywistych (wektorowe pola
cechowania), okreslone na czasoprzestrzeni Minkowskiego z metryka 7,, o sygnaturze
(+ — ——). Pola grupowane sa w zestawy, w obrebie ktorych mieszaja je transformacje
cechowania, za$ kazde z osobna transformuje sie wedle odpowiedniej reprezentacji grupy
Poincaré. W niniejszej klasyfikacji oznaczenia oraz ogoélny kierunek wnioskowania przejmu-
jemy z pracy [1].

Model Standardowy zawiera nastepujace pola (indeksy ¢ oraz a - staby izospin i kolor
- odpowiadaja odpowiednio reprezentacjom fundamentalnym grup SU(2) i SU(3), I oraz
A - reprezentacjom dolgczonym tych grup, a p numeruje generacje fermionéw nazywane
zapachami):

Pola materii:

e lewoskretne leptony: [, ¢ = 1,2 (odpowiednio neutrino, natladowany lepton) p =
1,2,3

e prawoskretne natadowane leptony: e?, p =1,2,3

e lewoskretne kwarki: ¢“? i = 1,2 (odpowiednio "gorny","dolny"), a = 1,2,3 p =
1,2,3

e prawoskretne kwarki: u®, d" (odpowiednio "gorny","dolny"), a = 1,2,3 p =
1,2,3

e pola Higgsa: ¢',i = 1,2 , ozn. ¢ = ep*, skad: pf = —p’e

= (4)

gdzie

Pola cechowania:
e gluony: Gﬁ A=1.8
e bozony W: W! I=1.3
e bozon B: B,



2.1.1 Transformacje cechowania

Na zdefiniowane powyzej pola dzialaja transformacje cechowania, zdefiniowane jako repre-
zentacje grupy generowanej przez {1} w nastepujacy sposob:

d— @ =P (2.1.1)

gdzie g to odpowiednia stala sprzezenia, za§ w* to parametry transformacji.

Grupa cechowania Modelu Standardowego jest iloczynem prostym grup Liego SU(3) x
SU(2) xU(1), za$ jej reprezentacje sa zewnetrznymi iloczynami tensorowymi reprezentacji
tych grup. Dziataja one oddzielnie w odpowiadajacych im przestrzeniach multipletéw pol,
zatem w niniejszej analizie niezmienniczo$¢ ze wzgledu na dziatanie poszczegolnych grup
rozwazaé bedziemy jako zestaw niezaleznych warunkow.

Tabela 1 przedstawia strukture cechowania pol Modelu Standardowego. Dla grup
nieabelowych zaznaczono w niej wymiary reprezentacji wedle ktorych transformujg sie
pola, bedace réwniez ich konwencjonalnym oznaczeniem, zas dla grupy U(1) - hipertadunki
(dalej oznaczac bedziemy ja jako U(1)y ). Pola zespolenie sprzezone do danych transformuja
sie wedlug reprezentacji sprzezonych. Pola q,u,d,[,e wystepuja w trzech generacjach
(odpowiadajacy im indeks nie jest tu jawnie podany):

Pole wymiar reprezentacji | hipertadunek
SU(3) SU(2) Uy
G, 8 1 0
W, 1 3 0
B, 1 1 0
q 3 2 %
U 3 1 %
i | 3 1 1
l 1 2 -1
e 1 1 -1
@ 1 2 :

Tabela 1: Struktura reprezentacji grup cechowania Modelu Standardowego.

Niezmienniczy wzgledem cechowania lagranzjan ,cf;% w rownaniu (1.0.1) jest automa-
tycznie niezmienniczy wzgledem globalnych transformacji U(1)p i U(1)y, ktorych tadunki
nazywamy odpowiednio liczba barionowa i leptonowa. Liczby te przyporzadkowane sa
nastepujaco (pola zespolenie sprzezone maja przeciwne liczby kwantowe):

Liczba barionowas
¢, u,d:+g
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* 0k Tk, 1
q,u',d" s —3

pozostale : 0

Liczba leptonowa:
l,e:+1

e —1
pozostate : 0

W niniejszej pracy klasyfikujemy osobno operatory zachowujace badz tamiace te liczby.
Wyrazeniami zachowujacymi tylko liczbe barionowa i leptonowa lecz tamigcymi zapach
moga by¢ w ogolnosci wszystkie operatory zawierajace pola fermionowe - na ich niezmien-
niczo$¢ wzgledem transformacji cechowania i Lorentza nie ma wptywu wybor zapachu
poszczegblnych pol. Obiekty te sa tatwe do zidentyfikowania bez dodatkowych oznaczen.
Niektore z nich sa jednak rézne od zera lub niezalezne od innych tylko, gdy sktadajace
sie na nie pola naleza do roznych generacji, jak np. (g, up,)e” (@, dp, ). W takim wypadku
jawnie wypiszemy indeksy generacji wszystkich fermionéw w danym wyrazeniu, ktore
moga przyja¢ w ogolnosci dowolne wartosci, cho¢ do nieznikania wyrazenia potrzeba
zwykle, by odpowiednie dwa pola nalezatly co najmniej do dwoch réznych generacji. Ope-
ratory tamiace globalne liczby barionowa i/lub leptonowa opiszemy wyraznie zaznaczajac
to w tekscie.

Pochodna kowariantna w dzialaniu na pole materii ma ogo6lna postaé
D, =0, +ig, TG} +igS"W! +igY (2.1.2)
gdzie T4 = % to generator reprezentacji grupy SU(3), ST = % to generator reprezentacji

grupy SU(2), a Y oznacza hipertadunek pola, na ktore dziala pochodna.

Tensory pol cechowania Modelu Standardowego w stosowanej przez nas konwencji
(por. Dodatek B) dane sg przez komutator pochodnych kowariantnych i przyjmujg nas-

tepujaca postac:

o dla SU(3)
G4, = 0,G) — 0,G) — g, f*PCGHGT (2.1.3)

o dla SU(2)
Wi, =0.W, —o,W] — g EWIWr (2.1.4)

o dlaU(1)y
By, = 0,B, — 0,B, (2.1.5)

11



2.1.2 Transformacje Lorentza

Lagranzjan Modelu Standardowego jest niezmienniczy wzgledem transformacji grupy
SL(2,C) bedacej podwojnym nakryciem grupy wlasciwych i ortochronicznych transformacji
Lorentza L?. Odpowiednie transformacje p6l maja schematycznie postaé

() — O(9)® (Alg)"'x),

gdzie g € SL(2,C), A(g) € L, aO(g) dane jest przez pewna nieprzywiedlng reprezentacje
SL(2,C). Mozna zatem sklasyfikowaé¢ pola i inne tensory lorentzowskie ze wzgledu na
przynalezno$¢ do odpowiedniej reprezentacji tej ostatniej grupy, generowanej przez re-
prezentacje algebry Liego sl(2,C). Kazda z tych reprezentacji moze zosta¢ jednoznacznie

zidentyfikowana przez podanie dwoch liczb (P, ), bedacych wielokrotnosciami %

Ponizsza tabela klasyfikuje pola, pochodne kowariantne i tensory pél cechowania w
Modelu Standardowym ze wzgledu na przynaleznosé¢ do odpowiednich reprezentacji si(2, C).

Tabela 2: Struktura lorentzowska Modelu Standardowego

Wyrazenie wektor tensor spinor Weyla

v, X lewoskretny W)V | prawoskretny Wl
Reprezentacja (3:3) (1,0) ® (0,1) (5,0) (0,3)
Obiekt Gﬁ‘, VVlf, B, D, | Wy,Gu, B,y q,l u,d,e

Pola sprzezone do pél o danej skretnosci transformuja sie rownowaznie wzgledem pol
o przeciwnej skretnosci, co wykorzystamy w analizie operatoréw z uwagi na reprezentacje
grupy Lorentza, zakladajac, ze ¢}, transformuje sie wedle (3,0), za$ ¢} wedlug (0, 1)

O ile wnioskowanie przy klasyfikacji niezmiennikoéw grupowych przeprowadzimy dla
spinorow Weyla ¢V to (z racji zwykle przyjmowanych konwencji) do samego ich zapisu
stosowaé bedziemy czterowymiarowe bispinory Diraca 1). W reprezentacji chiralnej wza-
jemnie ttumaczy sie je w tych jezykach nastepujaco:

VLa 1= < @%V” ) (2.1.1)

YRa = ( 61/())2/ ) = ( ,%d ) (2.1.2)

. 0 1
gdzie €= < 10 ) (2.1.3)

za$ macierze Diraca v* wyrazaja sie poprzez macierze Pauliego o, k = 1..3, uzupeltnione
macierza jednostkowa o® = I, :

0 I 0 O'k
0 2 k

12



W tej reprezentacji macierz 5 ma nastepujaca postac:

Vs = ( _0]2 ]02 ) (2.1.5)

By nie wypisywa¢ jawnie indeksoéw spinorowych, przyjrzyjmy sie doktadniej niezmiennikom
dziatania grupy SL(2,C) (wyprowadzonym np. w ksigzce [14], do ktérej dopasowujemy
rowniez notacje, w ktorej €,5 = €2 = ¥ = edﬁ-). Ponizsze oznaczenia niezmiennikow i
wektorow zaczerpniete zostaly z ksiazki [15] 1 sg zgodne z tymi wykorzystanymi w pracy [1]
(stosuje sie¢ w niej co prawda inne definicje wspomnianych macierzy € dla spinorow lewo- i
prawoskretnych, ale ostateczna symbolike mozna uzgodnié, jak ponizej). Zwroémy uwage,
ze oznaczenia te sa nietrywialne, to znaczy nie sa konsystentne z zapisem macierzowym,
co widoczne jest w poréwnaniu zapisu singletow i wektorow lorentzowskich. Powinny by¢
raczej interpretowane jako zapis takiego zwezenia indekséw wystepujacych obiektow, ze
caly iloczyn transformuje sie wedle odpowiedniej reprezentacji grupy Lorentza. Pierwsze
wyrazenia w wierszach ponizej zapisane sa w intuicyjnej konwencji macierzowej u? Mv =

Uo Mopvs.
Singlety:
(@DE//R)TEwLW//R = (@/JE//R)a(@/JLV/VR)a = 77/}%/R¢;:/R (2.1.6)
w%ew% = Y/ RVR/L (2.1.7)
Wektory: _
(wg//L)TGTUMGwLV}/R = (wlvzv/ﬁ (wL/R) =: wﬁ/m“wL/R (2.1.8)
¢L/R€ U“ﬂbg}/}z (wL/R) UZB(@DLV}/RW = &L/R'Y“@M;/R (2.1.9)
Tensory 2-go rzedu:
(@Z’L/R)T TUWG@/’,LV}/R = (%V/R)“ W(Q/’L/R) = @UE/RT/)IL/R (2.1.10)
1/}2//TLETUW€¢L/R (@/)R/L)a WW}L/R) = IZR/L@ZJ;;/R (2.1.11)

2.2 Gestosé funkcji Lagrange’a i ro6wnania ruchu

Gestosé lagranzjanu Modelu Standardowego w funkcji uprzednio zdefiniowanych pol ma
posta¢ (przed spontanicznym ztamaniem symetrii elektrostabej):

Ly = —5Gh,GM —SWi W — 1B, B"
+(Dup)' (D) +mPpl — %A(so p)?
+ il Pl +ie Pe + iq Pq + iu Pu + id Pd+
— [(ITee)¢ + (1)@ + (qTad)p + h.c]

(2.2.1)

gdzie T' to macierze statych Yukawy w przestrzeni zapachu. Wyrazenia i1y P sa w
niej proporcjonalne do macierzy jednostkowej, co osiggamy poprzez redefinicje pol rzad
po rzedzie w rachunku zaburzen. W réwnaniu (2.2.1) pominelismy wyraz QQCDG’;‘VGA“”
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bedacy petna dywergencja obiektu zaleznego od cechowania. Wyraz ten moze mieé¢ znaczenie
fizyczne w zaleznosci od topologii czasoprzestrzeni.

Klasyczne rownania Eulera - Lagrange’a maja postac:

li: i Pl —Teep; =0 (2.2.2)
e: iPe—Tipll=0 (2.2.3)
@ i Pg —Tau*(@) — Tad®e; =0 (2.2.4)
a*: i pu® —Tig"¢ =0 (2.2.5)
d*: i pd* —Thple® =0 (2.2.6)
oi: —(D,D"0); +mPo; — Api(ple) — Tilie — Tugyue;; — Thgd = 0 (2.2.7)

Bu: 0,B" +g (3"l + ex'e — iqy'q — duyru+ ddy'd — 30" D @) =0 (2.2.8)
W (DW= Lg(ipt Dl + Iy r!l + gy'rlq) = 0 (2.2.9)
G’f (DG = g,y Mg + uy* Nu + dy* M) = 0 (2.2.10)

2.3 Fundamentalne obiekty uzywane do konstrukcji operatoréw
wyzszych rzedéw

W niniejszej pracy rozwazane sa wyrazenia o wymiarze masowym 5 i 6 tzn. ~ (GeV)?
i ~ (GeV)® mogace pojawi¢ si¢ w teoriach efektywnych oddzialywain pomiedzy polami
Modelu Standardowego. Musza one zachowywadé jego symetrie (cechowania i lorentzowska),
a zatem sa wielomianami jednorodnymi pol materii Modelu Standardowego, tensordéw
p6l cechowania i ich pochodnych kowariantnych. Wybér takiej postaci dopuszczalnych
wyrazen uzasadniony zostal w Dodatku A. Wyrazenia te nazywaé¢ bedziemy operatorami,
gdyz po kwantyzacji teorii sa one kombinacjami liniowymi operatoréw dziatajacych na
przestrzeni Hilberta stanéw kwantowych ukladu. Tabela 1 zawiera liste obiektow z kto-
rych budowa¢ bedziemy niezmiennicze wielomiany jednorodne, zestawiajac ich wymiary.

Rodzaj | wektor V,, | tensor X,, | spinor ¥ | skalar ¢
3

Wymiar | (GeV)? (GeV')? (GeV)2 | (GeV)!

Obiekt D, Fo, G, B | q,l,u,de %

Tabela 3: Wymiary p6l w jednostkach h=c=1.

W zapisie wszystkich rowno$ci staramy sie nie wypisywacé jawnie mozliwie wielu indeksow
po ktéorych ma miejsce sumowanie, w szczegbdlnosci nigdy nie podajemy sumowania po
indeksach spinorowych (s i 8’ w ponizszym przykladzie):

(P (D) = @ 1A T (D)
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Podobnie nie umieszczamy indekséw odpowiadajacych kolorowi i izospinowi w reprezen-
tacji fundamentalnej, gdyz sumowanie jest zwykle naturalne:

— _pv (=t I I — sa_pve T I « 1
uot (G )W, = uSol i (w; €iTjrdson) W,

Tylko tam gdzie nie da sie ujaé¢ wszystkich iloczynéw w postaci iloczynow wektorow i
macierzy, odpowiednie indeksy wypiszemy jawnie.

Wyrazenia zespolenie sprzezone do rozwazanych operatoréw rowniez spetniaja wymagane
symetrie, gdyz reprezentacja jednowymiarowa zawsze jest rzeczywista. Wypisywac bedziemy
tylko jeden sposrod wzajemnie sprzezonej pary dopuszczalnych operatorow.

3 Schemat wnioskowania

Transformacje cechowania i Lorentza nie mieszaja p6l materii z tensorami pol cecho-

wania 1 nie zmieniaja rzedu i potozenia pochodnych kowariantnych, wiec zachowuja rzad

wielomianu jednorodnego w kazdym z wymienionych obiektow. Mozemy zatem rozpatrywac
niezmienniczo$¢ kazdego operatora wzgledem tych przeksztalcen niezaleznie.

Wszystkie klasyfikacje prezentowane w dalszej czesci pracy przebiegaja wedtug schematu:

1. Analiza wymiarowa prowadzaca do okreslenia, jakie obiekty moga sktadaé sie na
operator o danym wymiarze.

2. Narzucenie symetrii ze wzgledu na transformacje cechowania.

Rozklady iloczynéw tensorowych reprezentacji okreslaja, ile niezmienniczych i nie-
rownowaznych kombinacji elementow multipletow pol mozna stworzy¢ (szczegdtowa
analiza zawarta jest w podrozdziale 3.1). Zwroé¢my uwage, iz na tym etapie liczba
singletow w rozktadzie iloczynu tensorowego reprezentacji jest liczba liniowo nieza-
leznych kombinacji sktadowych pol w przypadku, gdy pola wystepujace w iloczynie
(juz albo sprzezone albo nie) sa rozne. W przypadku niektorych operatorow efek-
tywnych moze tak nie by¢ i okaze sie, ze niezaleznych wyrazen jest mniej. Przez
liniowa niezaleznosé rozumiemy przy tym niezaleznosé w sensie funkcji:

operatory A; : M — C,i € I (M-przestrzeri Minkowskiego) sq liniowo niezalezne
& [(Voev Lier GAi(z) = 0,¢ € C) = (VierG = 0)].

3. Podanie bazy kombinacji pol rozpinajacej przestrzen wyrazen niezmienniczych wzgle-
dem transformacji cechowania, odpowiadajaca singletom w rozktadach odpowiednich
iloczynow tensorowych. Zaznaczona w rozktadach liczba singletow okresla wymiar
tej przestrzeni.

4. Narzucenie niezmienniczoSci wzgledem dziatania grupy Lorentza.

Przeprowadzimy je na dwa sposoby. W przypadku konstruowania wyrazen zawiera-
jacych wylacznie skalary i wektory lorentzowskie oprzemy sie na twierdzeniu, iz
jedynymi niezmienniczymi tensorami lorentzowskimi sg tensor metryczny 7, oraz
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catkowicie antysymetryczny symbol Levi-Civity w 4 wymiarach €,,,,. Wszystkie
sktadowe lorentzowskie pol muszg by¢ zatem zwezone poprzez n badz e.

W przypadku operatoréw zawierajacych pola fermionowe, dla ktérych wspomniany
fakt nie ma zastosowania, dokonamy analizy w peini analogicznej do kroku przepro-
wadzonego dla grup cechowania, to znaczy przeanalizujemy iloczyny tensorowe odpo-
wiednich reprezentacji wtasciwej grupy Lorentza.

5. Redukcja zbioru operatoréw w oparciu o ich wlasnosci algebraiczne.

Dokonamy go z uwagi na sama strukture obiektow, taka jak antysymetria tensorow
pol cechowania: X, = —X,, czy inne wlasnosci, jak tozsamos¢ Bianchi.

6. Wyodrebnienie minimalnego zbioru liniowo niezaleznych operatoréw przy pomocy
rownan ruchu Modelu Standardowego.

Klasyfikacje przeprowadzimy po kolei dla kazdej klasy operatoréw zbudowanych z zestawu
obiektoéw okreslonego rodzaju. W tekscie klasy operatoréw oznaczaé bedziemy za pomoca
wzietych w ramki zestawow symboli p, 1, X, D, reprezentujacych fundamentalne obiek-
ty zebrane w Tabeli 3. Wraz z kolejnymi szczeblami analizy do zapisu poszczegdlnych
operatoréw niezmienniczych dodawac¢ bedziemy kolejne elementy ich struktury. I tak np.
na etapie klasyfikacji niezmiennikéw transformacji cechowania czesto nieistotna bedzie
struktura lorentzowska, tzn. taka analize przeprowadzi¢ mozemy dla kazdej sktadowej
lorentzowskiej z osobna. Nieistotnej w danym momencie struktury nie bedziemy odwzo-
rowywac - np. przez (¢'q)e*e oznaczymy niezmienniczy ze wzgledu na transformacje cecho-
wania operator o tym skladzie pol.

W redukcji operatoréw za pomoca réwnan ruchu i pomijania pelnej dywergencji pol
bedziemy starac si¢ usunac¢ operatory zawierajace pochodne, wykazujac zaleznos¢ kolejnych
klas wyrazen od innych wedle schematu na Rys.1. Nie scharakteryzujemy zaleznosci
konkretnych operatorow od pozostalych, pozostajac na poziomie ogélnosci klas.

3.1 Rozklad iloczynéw tensorowych reprezentacji grup Liego

Klasyfikacja wielomian6w jednorodnych niezmienniczych ze wzgledu na transformacje
cechowania oparta zostanie o rozklad iloczynéw tensorowych reprezentacji grup cechowa-
nia na sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych. Odwotywa¢ bedziemy sie do rozktadéw
algebr Liego grup cechowania, generujacych reprezentacje grup. Okreslaja one analogiczny
rozktad indukowanych przez nie reprezentacji grup Liego. Ponizej podane sa wystepujace
w analizie iloczyny tensorowe (w wiekszosci zaczerpniete z pracy [13])- reprezentacje
identyfikujemy wytacznie poprzez ich wymiar D oraz ewentualnie sprzezenie zespolone re-
prezentacji o identycznych wymiarach. Interesowac bedzie nas jedynie czy rozktad zawiera
reprezentacje trywialng (jednowymiarows). Poprzez D oznaczono reprezentacje sprzezong
a zapis n - D oznacza n-krotne wystapienie reprezentacji D w sumie prostej.
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Rysunek 1: Schemat redukcji operatoréw. Szarym tlem wyrdzniono klasy zawierajace
niezalezne operatory. Przerywane linie to $§lady po usunieciu tylko czesci sposrod opera-
torow danej klasy.

e Reprezentacje su(2):

292=13 (3.1.1)
203=2®4 (3.1.2)
204=3®5 (3.1.3)
33=10305 (3.1.4)
202®2=2-204 (3.1.5)
2203=192-3®5 (3.1.6)
2020202=2-1®3-3@5 (3.1.7)
20202®3=3-203-406 (3.1.8)
'203®3=2-1®3-393-5a7 (3.1.9)
IR2020202=5-204-436 (3.1.10)
333=193-302-507 (3.1.11)
20202020202=5-199-3¢05-5¢7 (3.1.12)
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e Reprezentacje su(3):

3R3=306 (3.1.13)
3@3=1®8 (3.1.14)
3@6=8®10 (3.1.15)
36=3a15 (3.1.16)
308=306d15 (3.1.17)
6e6=6®2-15 (3.1.18)
6R6=1o8@27 (3.1.19)
8e8=1®2.-8al0@ 1027 (3.1.20)
808®8=2-108-804-1004-1004-27®27®3-35 @ 64
(3.1.21)
333=192-8¢10 (3.1.22)
3e3®3=2-306a15 (3.1.23)
3R308=2-3®2-602 15024 (3.1.24)
3e38=1®3-8al0@10®27 (3.1.25)
330393=2-302-603-15 (3.1.26)
3030393=3-303 - 6al5a i (3.1.27)
3333=2-194-80100 1027 (3.1.28)
(3.1.29)

e Reprezentacje U(1)

Grupa jest abelowa, wiec wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne sa jednowymiarowe
(lemat Schura). W istocie ich dziatanie polega na mnozeniu przez e 'Y, wiec
niezmiennikami tej transformacji sa jedynie kombinacje pél, ktorych hipertadunki
sumuja sie do 0 (hipertadunki pol sprzezonych wchodza do sumy ze znakiem minus,
gdyz transformacja cechowania przeprowadza ®* na ®* = et%').

Reprezentacje grupy Lorentza

Jak zostalo to streszczone w rozdziale 2.1.2, kazda z tych reprezentacji moze zostac
jednoznacznie zidentyfikowana przez podanie dwoch liczb (P, @), za$ iloczyn tenso-
rowy dwoch reprezentacji rozktada sie wedle wzoru:

(P,Q)® (P,Q) = >,  a) (3.1.30)

| P—P!|<p<P+P'
Q-Q'|<q<Q+Q’

Wyrazenia niezmiennicze transformuja sie wedle reprezentacji (0,0).
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4 Niezmiennicze operatory zawierajace wylacznie pola
bozonowe

W niniejszym rozdziale przeanalizujemy wielomiany jednorodne nie zawierajace pél spi-
norowych, tj. zbudowane z po6l skalarnych, tensoréw po6l cechowania oraz pochodnych
kowariantnych. Wnioskowanie zostanie przeprowadzone po kolei dla kazdego wymiaru
jednomianow.

4.1 Operatory nie zawierajace pochodnych kowariantnych.

Do osiagniecia wymiaru 5 konieczna bytaby nieparzysta liczba skalarow Higgsa ([X ] =
(GeV)?), czego jednak wzbrania symetria U(1)y: Y1 g 41(£2) #0

Z analizy wymiarowej wynika, ze wéréd operatoréw wymiaru 6, nie zawierajacych po-
chodnych kowariantnych ani pél fermionowych, dopuszczalne sa tylko wyrazenia postaci
W0, * X, p?2X? lub X3, gdzie X—G, W, B.

4.1.1 Operatory postaci |°

W tej klasie wystepuje jeden niezalezny niezmienniczy operator.

Z zachowania symetrii U(1)y wynika, iz szukane wyrazenie musi by¢ kombinacja 3 pdl
@ 1trzech pol zespolenie do nich sprzezonych. Warunek zachowania symetrii lorentzowskiej
spelniony jest trywialnie, jako ze wszystkie wystepujace obiekty sg relatywistycznymi
skalarami. Mamy tu do czynienia z iloczynem reprezentacji rownowaznych (skoriczenie
wymiarowe reprezentacje SU(2) sa rzeczywiste) z rownania (3.1.12). W jego rozkladzie na
sume prosta reprezentacji nieprzywiedlnych wystepuje 5 reprezentacji trywialnych, czyli
istnieje 5-cio wymiarowa podprzestrzen niezmiennicza kombinacji skladowych sze$ciu pol
@. Jesli rozwazymy wyrazenia postaci (na razie zaktadajac, ze mamy do dyspozycji szesé
roznych pol )

(211 01) (@l 02) (Pl 03) (4.1.1)
to okaze sie, ze doktadnie 5 powyzszych iloczynow (sposrod 6 rozniacych sie przyporzad-
kowaniem po6l do mnozonych przez siebie par, w ktérych zawsze mnozymy pole sprzezone z
niesprzezonym) jest liniowo niezaleznych.? Poniewaz sa one niezmiennikami transformacji
cechowania (co analizujemy w Dodatku C), musza jednoczesnie stanowi¢ baze wszystkich
wyrazen o tej wtasnosci.

W Modelu Standardowym wystepuje jednak jeden dublet pol Higgsa ¢, wszystkie
operatory postaci (4.1.1) sa zatem rowne

(') (4.1.2)

4Stanowi o tym tozsamosé

0a40bB0cc + 0aBObCOcA + dacObabeB — 0aadvcOcB — 0aBObASC — 0acOpBOca =0

Niezalezno$¢ dowolnych 5 wyrazeri omawianej postaci widaé¢ po zapisaniu wszystkich iloczynéw za pomoca
zwezen niezaleznych skltadowych multipletow.
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4.1.2 Operatory postaci |p?X

Wyrazenia te nie mogg by¢ niezmiennicze ze wzgledu na transformacje Lorentza, gdyz
pola ¢ sa singletami tych transformacji, zas pola X nie.

4.1.3 Operatory postaci |pp XX

Wsrod operatoréow tej klasy wystepowac beda po dwa niezalezne wyrazenia.

Warunek zachowania symetrii Lorentza dopuszcza zwezenie czterech wystepujacych
indeksOw za pomoca dwoch tensoréw metrycznych lub €77, zatem operatory tej klasy
beda miaty postac:

X X (4.1.3)
00X 0 X (4.1.4)

L [0

Analiza symetrii SU(3) (3.1.20) pozostawia 1 liniowo niezalezny singlet. Podobnie, w
iloczynie 2®2 reprezentacji grupy SU(2) wystepuje jedna niezmiennicza kombinacja
sktadowych multipletow pol. Symetria U(1)y wymaga, by pola ¢ byly wzajemnie
sprzezone, zatem szukany operator bedzie mial w tej klasie postaé¢ (p'p)GG.

Znajdzmy niezmiennik zbudowany z dowolnych dwo6ch tensoréw tego samego pola
cechowania - transformujacych sie wedtug reprezentacji dotaczonej odpowiedniej
grupy. Jawna postac transformacji cechowania obiektu X, = X jZ,TA jest nastepujaca

X, "X, U (4.1.5)

czyli
Tr(X.,X,,] — Tr[UXWUflUX,;UUfl} = Tr[X,X,] (4.1.6)

Zatem jedyne singlety musza by¢ postaci (pomijajac indeksy lorentzowskie):
Tr[XATAXATA] = XAX4 (4.1.7)

Niezmienniczos¢ takich wyrazen alternatywnie wykaza¢ mozna tez bezposrednim
rachunkiem, analogicznie jak w przypadku operatoréow sklasyfikowanych w Dodatku

C.

Ostatecznie wystepuja w tej klasie dwa nastepujace singlety:

(wTsO)Gﬁ,,CjA“” (4.1.8)
(of go)G;‘VGAW (4.1.9)
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2. [oBT]

Jak wynika z poprzedzajacej analizy, wystepuja tu dwa niezalezne operatory nie-
zmiennicze:

(¢'p) B, B" (4.1.10)
(p') B, B"™ (4.1.11)

3. [ppWDB

Symetria SU(2) (3.1.6) pozwala na istnienie 1 liniowo niezaleznego singletu, np.
postaci: (¢"Wey)B. Jego niezmienniczoéé sprawdzi¢ mozna wprost w transformacji
cechowania:

OWe — TUTTUWU WU = o'W (4.1.12)

W rozwazanej tu klasie dopuszczone sa zatem nastepujace singlety:

(ngTlcp)Wil,BW (4.1.13)
(goTTlcp)WiVE“” (4.1.14)

4. | ppWW

Zachowanie symetrii SU(2) (3.1.9) pozwala zbudowa¢ 2 liniowo niezalezne singlety:
(oW W Wy

Pierwsze wyrazenie jest iloczynem wcze$niej omoéwionych singletow, drugie réwniez
jest niezmiennikiem:

CWWp — GTUTTUWUTUWU U = o"WWe (4.1.15)

Po uwzglednieniu struktury lorentzowskiej niezmienniki te przyjmuja postac:

(pfoyw L, Wi (4.1.16)
(o)Wl Wi (4.1.17)
W, WH (4.1.18)
OIWL, W (4.1.19)

Oba tensory W, maja identyczne indeksy izospinowe, a zatem operatory (4.1.18) i
(4.1.19) sprowadzaja sie do (4.1.16) i (4.1.17):

W W o = (Pl )W, W
B.2)

1 I _J I TrJuw (B I 7l (4.1.20)
= (N T Y)W LW ST (Gl oy, W
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gdzie skorzystalismy z faktu, ze W/L,WJ“” = WJVW]W. Podsumowujac, niezalezne
singlety w tej klasie sa nastepujace:

I Tuv
(plo) Wi, Wi (4.1.21)
Hrl INVI v

4.1.4 Operatory postaci

Struktura lorentzowska Niezmienniczy tensor lorentzowski 6-go rzedu mozna uzyskac
na dwa sposoby - zwezajac indeksy wektorowe za pomoca 7,,7,07s lub wykorzystujac
Euvpolsy- W plerwszym wypadku, majac do dyspozycji trzy pary zwezanych indeksow
(wiedzac ze kazdy tensor antysymetryczny musi nosi¢ rozne indeksy) wyj$é musimy od
wyrazenia postaci

XY,z (4.1.23)
Kombinacje uzyskana przez permutacje indekséw p, v, p rowne sa podanemu operatorowi
badz wyrazeniu don przeciwnemu dzieki antysymetrii X.

Wazny dla nas okaze sie fakt, ze powyzsza kombinacja jest rézna od zera tylko gdy
wszystkie trzy wystepujace w niej tensory sa rdzne. Wynika on z nastepujacej tozsamosci:

X, X0z =X"X, Z={p—v—p—pt=-X/"X, 12" (4.1.24)

a zatem
X, X,PZ,=0 (4.1.25)
Druga mozliwoscia zwezenia pol jest wykorzystanie #/7n7°. Antysymetria X, Y i Z
wymusza przyporzadkowanie v i d réznym tensorom - pozostalte indeksy musza by¢ zwezone

z €, za$ ich kolejnos¢ nie ma znaczenia, ze wzgledu na catkowita antysymetrie . Zatem
niezmienniki rozréznia tylko wybor tensora, w ktorym oba indeksy zwezane sa z ¢.

P X Y5 20, = XMY,52°, (4.1.26)
XY 70, (4.1.27)
X° Y5 2" (4.1.28)

Dla antysymetrycznego tensora 2-go rzedu X, prawdziwy jest fakt (B.13):
XWX = —15 P X X (4.1.29)

Jego konsekwencja jest zerowanie sie powyzszych niezmiennikéw gdy dwa tensory sposrod
X, Y, Z sa jednakowe, np.:

XMW X,52°, = —16" X X€Z°, =0 (4.1.30)

gdyz antysymetryczny tensor Z zwezany jest z symetrycznym symbolem Kroneckera.
Podsumowujac, zaréwno w przypadkach (4.1.23) jak i (4.1.26) wszystkie trzy tensory
X,Y, Z musza by¢ rdine (zauwazmy, ze wystarczy, by rozroznial je indeks reprezentacji
grupy cechowania).
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Struktura grupowa Tylko B, moze wystapi¢ samotnie jako singlet wszystkich grup,
pozostalte tensory musza wystapi¢ przynajmniej jako para. Operatory ztozone z trzech
tensorow cechowania w Modelu Standardowym moga by¢ nastepujacych rodzajow:

1' XZW; G; B

W tym wypadku nie otrzymamy zadnego liniowo niezaleznego operatora.

Zarowno dla X=G jak i dla X=W: odpowiednio analiza symetrii SU(3) (3.1.20) i
SU(2) (3.1.4) pozostawia 1 liniowo niezalezny singlet. Pozostate symetrie w przypadku
obu operatorow spelnione sg z definicji. W wypadku X=B operator jest niezmienniczy
wprost z definicji tego tensora.

Na mocy ogélnej analizy przeprowadzonej w punkcie pos§wieconym operatorowi
©pGG |, jedyne singlety musza by¢ postaci (pomijajac indeksy lorentzowskie):
TrXATAXAYTYB = XAX4B (4.1.31)

W wyrazeniu (4.1.31) wystepuje para identycznych tensoréw X4, a zatem rozwazane
wyrazenia sa rowne zeru na mocy (4.1.25) i (4.1.30).

2. |\ WWW

Wsrod operatorow tej klasy wystepuja dwa niezalezne operatory.

Poprzez rozktad (3.1.11) symetria SU(2) pozwala zbudowa¢ 1 liniowo niezalezny
operator niezmienniczy, np.

e EWwIwIwE (4.1.32)

Niezmienniczo$¢ powyzszego wyrazenia oparta jest o niezmienniczos¢ sladu — podobnie
jak w przypadku (4.1.6), niezmiennikiem jest T'r (WIWJWK). Z kolei

Tr (TITJTK> =1Tr (TI[TJJ'KD +irr | 7 {7 7R

5 (4.1.33)
Tr()=0 . 1Kp,. (TITI’> pYRELS
a zatem
Tr (WW/WE) ~ K i s (4.1.34)
Niezalezne operatory to:
e TRwlrw ew (4.1.35)
el KWWk (4.1.36)

Pozostale wyrazenia zwezane przez e**” wyrazaja sie przez (4.1.36) dzieki catkowitej
antysymetrii e//K | gdyz rozroznial je wybor tensora w ktérym oba indeksy zwezane
sa z "7 Przypomnijmy tu fakt (4.1.24), z ktorego wynika rowniez znikanie symetrycz-
nych kombinacji sktadowych trzech identycznych multipletéow tensorowych.
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3. |GGG

W tym wypadku otrzymamy dwa liniowo niezalezne operatory.

Symetria SU(3) (3.1.21) ogranicza liczbe kombinacji liniowo niezaleznych z punktu
widzenia struktury grupowej do 2. Mozna zapisa¢ je w postaci: fABCGAGBGY,
dABCGAGBGC.

Jak poprzednio, zauwazmy ze
FABCGAGPGE ~ Tr (G167, G7)) = Tr (67G7G°) — Tr (G*G°G")  (4.1.37)

za$ kazde z tych wyrazen jest niezmiennikiem, jak wykazano w (4.1.6). Podobnie
niezmiennikiem jest rowniez

d*PCGAGPGY ~ Tr (6767, 6°Y) (4.1.38)

jednak ten singlet jest réwny zeru po uwzglednieniu struktury relatywistycznej —
dzieki tozsamosci (4.1.24) oraz zupelnej symetrii d4P¢. Mamy zatem wytacznie:

fABCGAHVGBV pGS u’ fABCéAMVGBV 5GC§ I (4139)

4.2 Operatory zawierajace wylacznie tensory pél cechowania i ich
pochodne kowariantne

Niezmienniczosé¢ ze wzgledu na transformacje cechowania wymaga, by wystapily co naj-
mniej dwa tensory pol cechowania albo jeden B,,, ktory jest niezmiennikiem tych przeksz-
tatcen. Analiza wymiarowa pozostawia w tym wypadku operatory X X D, BDD D wymiaru
boraz XXDD, BDDDD wymiaru 6. W miejscach, w ktérych opisujemy ogblne operato-
ry ztozone z pewnych pol i pochodnych kowariantnych bez precyzowania, na ktoére obiekty
dziataja pochodne, bedziemy umieszczaé je na koncu wyrazenia. Faktyczne dzialanie po-
chodnych kowariantnych przeanalizowane zostanie w kolejnym kroku klasyfikacji.

Wirod nietrywialnych iloczynéw tensorowych reprezentacji wektorowych (%, %) grupy

SL(2,C) singlety wystepuja tylko w iloczynach parzystego rzedu. Argument ten stosuje
sie rowniez do iloczynéw tensoréw antysymetrycznych, transformujacych sie wedle re-
prezentacji (1,0) @ (0,1), gdyz zawiera si¢ ona w (1, 1). Pozostaje zatem rozwazy¢ tylko
wyrazenia, w ktorych wystepuje parzyécie wiele pochodnych kowariantnych: X X DD oraz

BDDDD.

Kazdy operator zawierajacy pochodne kowariantne jest singletem grup cechowania
rowniez gdyby je z niego usunaé, co wynika wprost z definicji pochodnej kowariantne;j.
Stad analize struktury reprezentacji grup cechowania przeprowadzimy dla samych pol.
W wyborze liniowo niezaleznych wyrazen istotne bedzie pomijanie pelnych dywergencji
operatoréw zawierajacych pola materii badz tensory po6l cechowania:

D, H"(®(z)) = 0, H"(®(x)), (4.2.1)

gdzie H* jest wyrazeniem niezmienniczym wzgledem cechowania. Jak wiadomo, wktady
do lagranzjanu postaci 0,H"(®(x)) nie maja wpltywu ani na klasyczne réwnania ruchu,
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ani na amplitudy fizyczne w przypadku kwantowym. Wykorzystanie reguty Leibniza dla
pochodnych kowariantych pozwala wyrazi¢ te operatory sposrod wszystkich mozliwych
jednomianéw zbudowanych z pochodnych kowariantnych D, ...D, 1 pél ¢;...¢, jako
kombinacje liniowe wyrazen nie zawierajacych pochodnych ¢q, o ile rozwazany jednomian
jest liniowy w tym polu.

4.2.1 Operatory postaci | BDDDD

Operatory tej postaci stanowia jedynie petne dywergencje pol, a wiec je pomijamy.

4.2.2 Operatory postaci | XX DD

Wszystkie operatory tej klasy okaza sie liniowo zalezne od operatoréw innych klas.

Z tych samych przyczyn co w przypadku operatoréow postaci X X B singletami grupo-
wymi sg:

w!w!ppD, GAG DD, BBDD

Struktura lorentzowska Indeksy rozwazanego tensor lorentzowskiego 6-go rzedu zwezié¢
mozna za pomoca trzech tensoréw metrycznych, albo tensora metrycznego i e*?7. W

pierwszym wypadku antysymetria X pociaga za soba konieczno$é¢ zwezenia co najmniej

pary indekséw pomiedzy tensorami X, co pozostawia nastepujace niezmienniki:

X)X D,D?
X, X4 D,D"
W drugim przypadku s3 to:
X, X4 D,Dr (4.2.4)
XX D,D" (4.2.5)
e XX ,°D, D, (4.2.6)

Rozwazajac potozenie pochodnej i pomijajac pelne dywergencje pél usuwamy pochodna
dziatajaca na skrajnie lewy tensor, otrzymujac z powyzszych niezmiennikow:

XA D,DPXM XA D,DP XA (4.2.7)
X}, D,D" X4 X2 D,D" XA (4.2.8)
X, D'D, X4 X2 D'D, X4 (4.2.9)

e X/5D, Dy XY (4.2.10)

Operatory (4.2.7) redukuja sie nastepujaco (rozumowanie jest poprawne réwniez, gdy
pierwszy z wystepujacych ponizej tensoréw jest tensorem dualnym):

XAW(DprXW>A (B.:12) — XA [Dp(DMXVP + DVXW)]A
B XD, DPX,, + DD X+ gf (X2, X+ X0 X))

(4.2.11)

25



gdzie podkreslone wyrazenia wyrazi¢ mozemy za pomoca réwnan ruchu.

Analogicznie, rowniez operatory (4.2.8) nie sg niezalezne:
XM D,D, X = X4 (g fAPCXDB XCP + DD, X)) (4.2.12)

Operatory (4.2.9) zawieraja wytacznie czlony redukowalne przy pomocy rownari ruchu.

Operator (4.2.10) nie jest niezalezny, bo w §wietle wzoru na komutator pochodnych
kowariantnych dzialajacych na tensor pola cechowania (B.7) otrzymujemy

e XD, D, X 0 = et XA((D,, Dy X, )"

(4.2.13)
ngBCX XB Xop

Dla konkretnych tensoréw prowadzi to do:

GGDD ~|[GGG|+[4¢GD (4.2.14)

WWDD ~[WWW |+|¢WD|+|peWDD] (4.2.15)
BBDD ~|BBB|+|4¢BD|+|poBDD] (4.2.16)

4.3 Pozostale operatory bozonowe.

W wielomianach jednorodnych, ztozonych z pol ¢, tensoréw poél cechowania i pochod-
nych kowariantnych tych ostatnich musi byé¢ parzyscie wiele ze wzgledu na symetrie
lorentzowska. Dopuszczone sa zatem kombinacje: ¢ DD DD, 3D D wymiaru 5 oraz ¢* DD,
©’DDDD, ¢*X DD wymiaru 6.

Operatory postaci ¢ DD DD oraz ¢* DD nie moga by¢ singletami SU (2) (patrz rownanie
(3.1.5)). Pozostaje zatem rozwazy¢ wyltacznie operatory wymiaru masowego 6.

4.3.1 Operatory postaci | DD

W tym wypadku otrzymamy dwa niezalezne operatory.

Analogicznie do przypadku 6 pol ¢, wystepuje tu jeden liniowo niezalezny singlet
grupowy i lorentzowski postaci
(¢'¢)?D, D"

Redukcja Ze wzgledu na identycznosé pol ¢ i symetrie zamiany pochodnych kowariant-
nych jest 6 mozliwosci ich przyporzadkowania:

(' DD o) (¢T0)  [(DuD"0) ¢l (") (4.3.1)
(D) (D)) (#10) (4.3.2)
(' (DFO)(Dyup) ] (4.3.3)
(D) ell(D )] (4.3.4)
(w*DusO)(go*D“so) (4.3.5)
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Pomijamy dwa niezalezne wyrazenia bedace pelna dywergencja:

Du[(¢7) (" D"¢)]
D, {(¢')[(D*p) o]}

co, przy uzyciu reguly Leibniza, pozwala wyrazi¢ operatory (4.3.4) i (4.3.5)przez pozostale.
Z kolei na mocy réwnan ruchu:

2.2.7
(4.3.1) P20 [t 4[|+ [wp? (4.3.8)

czyli wréd niezmienniczych operatorow tej klasy pozostaja tylko dwa niezalezne wyrazenia:

(D) (DF)](670) [T (D )] [(Dy) ]

4.3.2 Operatory postaci |ppDDDD

Wszystkie operatory tej klasy okaza sie liniowo zalezne od operatoréw innych klas.

Symetria grupowa okregla jeden singlet (3.1.1) : ¢, lorentzowska wymusza zwezenie
pochodnych poprzez dwa tensory metryczne lub e#r?.

Korzystajac z reguty Leibniza dla pochodnych kowariantnych i pomijajac pelne dywer-
gencje zapiszemy wszystkie jednomiany tego rodzaju rézniagce si¢ potozeniem pochodnych
poprzez wyrazenia, w ktorych pochodne nie dziataja na pole ¢*:

©'DDDDy
Mozliwe sa nastepujace kombinacje:
©'D,D"D,D"p (4.3.9)
©'D,D"D, D"y (4.3.10)
e o' D,D,D,Dyp (4.3.11)
©'D,D"D,D"p (4.3.12)

jednak operator (4.3.9) daje sie wyrazi¢ przez (4.3.12) i operator klasy | oW DD |

©'D,D"D,D"p = ¢'D,D"D,D" ¢ + ¢'D,[D", D,]D"¢ (43.19)
= ¢'D,D"D,D"¢ + igp' DWW, DY ¢ o

Wyrazenie (4.3.10) mozna podobnie roztozy¢:
©'D,D"D,D"p = ' D,D"D,D"¢ +ige'W,” D, D"
= ¢'D,D"D,D"p +igp' DV, D" +igp'W," D, D*¢  (4.3.14)
= ¢'D,D"D,D"p +|opW DD
z kolei operator (4.3.11) wprost sprowadza sie do elementu klasy | oW DD |:
5WPU<PTDMDVDPD090 = igwpaSOT[Dm D, [Dpv D]y

o e (4.3.15)
= 18" O WuWoe o = 10 W Wt
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Ostatnie pozostate wyrazenie — (4.3.9) — ma najbogatszy rozkltad:

L (227
¢'D,D*D, D" "E" o1 D, D[]+ | *] + [¢0]
227 3

=707 4ot 4 vy |+ | @' DD |+ | DD

(4.3.16)

4.3.3 Operatory postaci |ppXDD

Wszystkie operatory tej klasy okaza sie liniowo zalezne od operatoréw innych klas.

Z zachowania symetrii SU(3) wynika, iz X nie moze by¢ tensorem pol cechowania tej
grupy.

1. W DD

Rozktad iloczynu reprezentacji grupy SU(2) (3.1.6) pozwala na zbudowanie jednego
liniowo niezaleznego singletu. Zapiszmy go w postaci analogicznej do poprzedniej
(4.1.12): o' We. Pochodne moga zosta¢ zwezone poprzez dwa tensory metryczne lub
ehvP?  co pozwala na utworzenie nastepujacych singletéw po usunieciu wszystkich
pochodnych dzialajacych na ¢

©WH D, D, ¢ (4.3.17)
"W D,D,¢ (4.3.18)
©'(D,D W“”) (4.3.19)
@' (D, WD, (4.3.20)
©'(D,D W“”) (4.3.21)
o (D WD, (4.3.22)

Z antysymetrii tensora W* wynika jednak, ze (4.3.17) i (4.3.18) wyrazaja sie
poprzez operatory postaci @/ WWy :

P W D,Dyp = o'W Dy, D))o = ig5 @ WH W, ~ oW W | (4.3.23)
Operator (4.3.19) dzieki tej samej wtasnosci sprowadza sie do operatora klasy | oW W |

PN (DD ) = 59" ([Dysy DWW )

; ) (4.3.24)
(N)gABC(QOTAAS@WﬁWCp ~ [ oW W
za$ wyrazenie (4.3.20)
Y 2.2.9
o (DLW Dy P2 [ o' DD |+ [ (4.3.25)

Operatory (4.3.21) i (4.3.22) znikaja na mocy tozsamosci Bianchi (B.12).
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2. (250D

W tym wypadku niezmiennicze operatory to:

©'B" D, D,¢
o' B" D,D,¢
o' (DD B“”)so
¢'(D,B")D,
¢"(D,D B“”)so
o (D, B")D,

4.3.26
4.3.27
4.3.28
4.3.29
4.3.30

(
(
(
(
(
(4.3.31

)
)
)
)
)
)

Analogicznie jak dla X=W, zastosowanie tozsamosci dla komutatora pochodnych
kowariantnych w dziatlaniu na tensor pola cechowania, a nastepnie odpowiedniego

réwnania ruchu, sprowadza powyzsze wyrazenia do kombinacji liniowych operatoréw

klas | @*DD |,

i’(p(pXX‘

4.4 Podsumowanie klasyfikacji operatoré6w bozonowych

Po redukeji otrzymalismy 15 nastepujacych niezaleznych operatoréow ztozonych z pdl
bozonowych i pochodnych kowariantnych, ujetych w tabeli 4. W wickszosci wypadkow
ich niezaleznos¢ wynika wprost z r6znego sktadu ponizszych iloczynéw pol, np. wyrazenie
[T (D ) |[(Dup)e]  zawiera iloczyn  @ip1(Dupa)(DF 1), nieobecny w  operatorze
(¢T0)(D,p)T(D*p). Réwnania ruchu, ze wzgledu na rzad w pochodnych kowariantnych,
nie doprowadza do zalezno$ci pomiedzy ponizej sklasyfikowanymi operatorami.

Klasa ©° XXX

(po)? | KWL W) PWE | gl oW, B

glJKWIuVW;](;W}Zd @TTIQOWL,E’“’
fABCGAMVGBV png wo| oot SOWJVWIW
Operatory fABCéAN VG, 0G" Pl Wi
PloGL, G
PG, G

oloB,, B

oo B, B*

Tabela 4: Niezalezne operatory ztozone z po6l bozonowych i pochodnych kowariantnych.
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5 Niezmiennicze operatory zawierajace pola bozonowe
i fermionowe

Jak zapowiedzieliSmy, dla operatoréw zawierajacych pola fermionowe niezmienniczo$c¢
lorentzowska analizowa¢ bedziemy za pomoca rozkladania iloczynoéw tensorowych repre-
zentacji wlasciwych transformacji Lorentza na sumy proste reprezentacji nieprzywiedlnych.

5.1 Operatory zawierajace wylacznie pola fermionowe i pochodne
kowariantne

Ze wzgledu na niezmienniczo$¢ lorentzowska wykluczy¢ musimy operatory zawierajace
nieparzysta liczbe poél fermionowych. Analiza wymiarowa operatoréow ztozonych z pol
fermionowych i pochodnych kowariantnych pozostawia wyrazenia: ¥y DD o wymiarze
masowym 5 i YD DD wymiaru 6.

5.1.1 Operatory postaci |y DD

Wsrod operatorow tej klasy nie wystepuja wyrazenia niezmiennicze ze wzgledu na trans-
formacje cechowania i Lorentza.

7 zachowania hipertadunku wynika, ze pola fermioné6w musza by¢ wzajemnie sprzezone,
co ogranicza nas do wyrazen postaci ¢*yDD. Zaréwno ¢i DD ® jak i ¢5r DD trans-
formuje sie wedle:

(%7()) ® (07 %) ® (%7 %) ® (%7 ) = (%7 %) ® [(Ov()) D (07 1) S (170) D (17 1)]

N

jednak w tym rozkladzie nie wystepuje zaden singlet lorentzowski (0, 0).

5.1.2 Operatory postaci |y DDD

Wszystkie operatory tej klasy okaza sie liniowo zalezne od operatoréw innych klas.

Struktura grupowa jest identyczna jak w klasie |1 DD | powyzej - do dalszego wnios-
kowania wystarczy przy tym (jak poprzednio), ze pola fermionéw sa wzajemnie sprzezone.
Struktura lorentzowska przedstawia sie nastepujaco:

(5:0©(0.3)®(3:3) ®(5:3) @ (5,5)
=[(0,0)® (0,1) ® (1,0) & (1,1)] ® [(0,0) & (0,1) & (1,0) & (1,1)] (5.1.1)
= (0,0) + w + w + w + pozostale o

(1,0)®(1,0)  (0,1)®(0,1)  (1,1)®(1,1)

i okresla wystepowanie 4 niezaleznych singletow (w istocie jest ich mniej, gdyz pochodne
nie sa rozréoznialnymi wektorami lorentzowskimi).

5Uzywamy symbolu sprzezenia zespolonego, a nie hermitowskiego, gdyz rozwazamy nieustalone jeszcze
kombinacje dwoch konkretnych pol fermionowych — sktadowych multipletéw grup cechowania.
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Kandydatami na takie singlety sa kombinacje pdl postaci:

(QZ}LVM@ZJL)DMDVDV? (@ZR’YM@Z)R)D“DVDV

Gdyby pochodne byly rozréznialne same z siebie, a nie poprzez pole, na ktore dziataja
(taka klasyfikacje uwzglednimy za chwile), to pochodng zwezana z macierzami Diraca
mozna wybra¢ na 3 sposoby, a zatem powyzsze wyrazenie reprezentuje 3 niezalezne
singlety. Czwarty wybierzmy w postaci:

('JLV[M’YV’YpW)L)D#DVDpa (w_RfY[usu’YpﬂbR)D#DVDP

Uzasadnienie niezmienniczos$ci lorentzowskiej powyzszych wyrazen znalez¢ mozna w klasycz-
nych podrecznikach.

Redukcja Stosujac jak zwykle regute Leibniza i pomijajac petne dywergencje wybieramy
tylko operatory w ktérych pochodne nie dziataja na pole ¢, otrzymujac:

y" D, D, Dy (5.1.2)

YY" D, D, D" (5.1.3)

Yy DD, Dyip (5.1.4)

DYV Du Dy Dyt (5.1.5)

Jednak na mocy rownania ruchu dla odpowiedniego pola fermionowego (i Py ~ o)

(5.1.2) sprowadza sie do:

"D, D, D'y = —PPD, D'+ (div) "™ (DD, (5.1.6)

gdzie (div) oznacza pelng dywergencje. Z kolei (5.1.3) rozklada sie na

Uy D, D, D" = —pD, D" P+ "D, [D,, Db " [ DD |+ Y X D] (5.1.7)

Kombinacja (5.1.4) wyraza sie jako:
&D"D, P = [§pDD (5.1.8)
Operator (5.1.5) rowniez nie jest niezalezny:

&V[M%’YP]DMDVDpw = %@’y[#%’mDM[DV’ D, = XD (5.1.9)

Reasumujac, wszystkie operatory tej klasy wyrazaja sie poprzez kombinacje liniowe opera-
toréw klas [0 X D|i|¢poDD|

5.2 Pozostale operatory

Z analizy wymiarowej wynika, iz, dopuszczajac wyrazenia zawierajace pola ¢ oraz tensory
X, otrzymujemy dodatkowo nastepujace klasy operatoréw wymiaru 5: Y9 X, Yippp oraz

i D. Wyrazenia wymiaru 6 to: ¥ X D, i X ¢, wipopp, wibppD, b DD. Analizowaé
bedziemy je w kolejnosci podyktowanej redukcja kolejnych klas, sprowadzajac kolejne

kategorie wyrazeri do klasyfikowanych dalej.
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5.2.1 Operatory postaci

Symetria U(1)y wymusza, by pola fermionowe w operatorze byly wzajemnie sprzezone,
stad operatory te sa nastepujacym iloczynem reprezentacji gr. Lorentza:

)

)

(3:00©(0,35)®[(L0)& (0,1)] = (3,3 (5,5 ® (3, 5) & (

N
o

ktory nie zawiera singletu.

5.2.2 Operatory postaci |y XD

[ tym razem rozwazana klasa operatoré6w nie zawiera niezaleznych niezmiennikow.

Symetria U(1)y wymaga, by pola fermionowe byly wzajemnie sprzezone. Struktura
lorentzowska tej klasy opisana jest nastepujacym rozktadem:

(3.0)®(0,3) ®[(1,0)® (0,1)] ® (3,3) =[(0,0) @ (1,0) ® (0,1) @ (1,1)] ® [(1,0) ® (0, 1)]
= (0,0) + (0,0) + pozostale
0RO OD01)
(5.2.1)

Wisrod operatorow rozwazanego rodzaju wystepuja zatem 2 singlety lorentzowskie — wy-
razmy je w postaci:

(Vyuh) X* D, (5.2.2)
(¢7,4) X, D, (5.2.3)

L [9GD]

Wsrod mozliwych dla tej klasy iloczynow reprezentacji grupy SU(3) pojedynczy
singlet wystepuje wylacznie w 3 ® 3 ® 8. Odpowiadaja mu nastepujace kombinacje
sktadowych grupowych:

(¢Gq)D, (aGu)D, (dGd)D

>, [BOWD

Zachowanie symetrii SU(2) powoduje, iz operatory musza transformowac si¢ wedtug
iloczynu 202®3, w ktorym wystepuje jeden singlet. Przedstawmy go na nastepujace
sposoby:

(@Va)D, (WD
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5. [B4BD)

Podobnie jak w przypadku klasy , dla zachowania hipertadunku koniecznym
jest, by pola fermionowe byly wzajemnie sprzezone. Singlety iloczynéw dwoch wza-
jemnie sprzezonych reprezentacji fundamentalnych grup SU(2) i SU(3) maja postac
(<I>1<I>2), uzasadniona rachunkiem (C.1). Otrzymujemy zatem nastepujace wyrazenia:

q'¢BD (5.2.4)
u'uBD (5.2.5)
d'dBD (5.2.6)
I'IBD (5.2.7)
e'eBD (5.2.8)

Redukcja Pomijajac pelne dywergencje wybieramy tylko operatory, w ktorych pochodne

nie dzialaja na pole ¥*, otrzymujgc w ogélnym wypadku nastepujgce wyrazenia:

Uy,) Dy XM (5.2.9

yutp) Dy XM (5.2.10
V@D)X’“’ (5.2.11

Do) X (5.2.12

Operator (5.2.9) jest rowny zeru na mocy tozsamosci Bianchi (B.12).

(
(
(¥
(

Jak wynika z rownan ruchu dla bozon6w cechowania, operatory (5.2.10) wyrazaja sie
poprzez wyrazenia innych klas:

(VYN ) DG~ [ (5.2.13)
Wy ) DWH s [pppnp | + [ibopD | (5.2.14)
(900) Dy B ~ [ypipipi | + [ oo D | (5.2.15)

W celu znalezienia zaleznosci wiazacych pozostale operatory, przeanalizujmy tozsamosci
opisujace iloczyny trzech macierzy Diraca. Dzieki rozktadowi

YuYp Vv = NMup Vv + Nov Y — NuwYp — ieaupy'70'75 (5216)

w jego czedci antysymetrycznej ze wzgledu na zamiane p < p

OppYv = i(an7u - 77/11/7,0) + Eappu7075 (5.2.17)

otrzymujemy wzor

2XM Y, Dytbrsn = FX €17 Dytbrsn = F X € 1,7 Dosthi

(5:2.17) »

FX 5[0y — iy — ) Dtk (5.2.18)

= F(2iX"Py,D, + X" 0,5 D)rr
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Na mocy powyzszej tozsamosci oraz réwnan ruchu ( Dy ~ 1) operatory postaci

(5.2.11) sprowadzaja si¢ do (5.2.12) i operatorow klasy :
(TE’MDV??L/R)YW = F2i(y, D1 r) X" F (V0,5 P1 r) X7 (5.2.19)
~——

Ostatnie pozostale operatory (5.2.12) postaci (¢y,D,¥) X" réwniez da si¢ wyelimi-
nowac po nieco dtuzszym rachunku:

(VYD) X = (Vyump DPO) X = S (b { v, 7, } DP) XM
= %(i%ﬂ’u Dy )XW/ + %(QE'VMVp’VVDPw)XHV
~—

=[G X o |+ LD (1) X — (i D 5y, 0) X

iI

= iﬂXSO - %(&VMVp’YVQﬁ)DPXMV + %(@E p W/ufYVw)XMV - (172 Du ’YW)XW+
+ (div)
= [V Xo| = (V10 ) DX — (¥ Dy 3 ) XM + (div).
(5.2.20)
Przy pomocy wzoru (5.2.16) mozemy wykaza¢ znikanie drugiego wyrazenia:
(1) DP XM = (7 ) DX + (Y, 0) Dy XM — (0y,90) Dy 1y X
————
=0
(5.2.21)

+ i(&VU’YS@D) Eapw/DleW =0,
—_— ——

(B12)

gdyz pierwsze dwa wyrazy sumuja si¢ do zera dzieki antysymetrii tensora X*”. Zatem:

(D)) X1 = — () Dy ) X (5.2.22)

Ostatnie wyrazenie mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob (zbierajac pochodne do petnej
dywergencji i korzystajac z antysymetrii X*):

(& Dy ) XM = (D (3 )] X — (7, Dyt)) X
= — (Y7 0)| D X" + (Y7, D) X* + (div) (5.2.23)
=[vdppD]+ [y |+ (97, D,0) X + (div).
Podstawiajac powyzszy wynik do rownania (5.2.20), przenoszac wyrazenia (1, D, ) X*

na jedng strone i pomijajac pelne dywergencje otrzymujemy:

(9 D) X"~ [ X |+ [P | + | hipppD | (5.2.24)
Reasumujac, wszystkie operatory tej klasy sa zalezne od wyrazen nalezacych do klas:
Xl [Py, [PdeeD]|
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5.2.3 Operatory postaci | YD

W tej klasie nie wystepuja wyrazenia niezmiennicze wzgledem transformacji cechowania
i Lorentza.

W rozktadzie iloczynow tensorowych reprezentacji grupy SU(2) pojedynczy singlet
wystepuje wylacznie w 2 ® 2, czyli w poszukiwanym operatorze wystapi¢ musza pola
Yrrp. 7 zachowania hipertadunku wynika, iz jedyne dopuszczone operatory (por. z
Tabela 1) to:

BT, (plg)d*, (pl)e*, +he.
lub ich sprzezenia hermitowskie. Rozwazamy zatem wyrazenia postaci
Ur(@tr) D (5.2.25)
lub
Ur(@r) D (5.2.26)

Niezmienniczo$¢ tych kombinacji wynika w przypadku (5.2.25) wprost z prawa trans-
formacyjnego:

plp, — TUTUYL = ol
zas w przypadku (5.2.26) ze wzoru (B.16). Wynika zen, iz dla dowolnych macierzy o

wyznaczniku rownym 1, a zatem i dla reprezentacji fundamentalnej SU(2), iz (UTeU); =
SijjiUkl = Eil, Czyli

¢l = —ple, — —pU Uy = ¢Tyy,

Struktura lorentzowska W obu wypadkach struktura lorentzowska analizowanych
wyrazen jest nastepujaca:

3.00® (3,03, ) =a(,1)

Powyzszy rozklad nie zawiera singletu, czyli nie istnieja niezmienniki transformacji Lorentza
i cechowania o zadanym sktadzie.

5.2.4 Operatory postaci | Yo DD

Wszystkie operatory tej klasy okaza sie liniowo zalezne od operatoréw innych klas.

Struktura grup cechowania jest taka sama jak w klasie |¥iypD | powyzej. Struktura
lorentzowska przedstawia sie nastepujaco:

(3.00®(3,0) @ (3,3) ®(3,3) =1(0,0) & (1,0)] ® [(0,0) & (1,0) & (0,1) & (1,1)]
= (0,0) ) (0,0) e, (1,()) D (2,0) &b (1, 1) &, (O, 1) ) (1, 1)

@ (2,1)
(5.2.27)

Dopuszcza ona istnienie 2 niezaleznych singletow. Sa to
YrbreD, D" o, reD" DY

i analogicznie dla ¢.

35



Redukcja Korzystajac z reguty Leibniza i pomijajac pelne dywergencje, wybieramy
tylko operatory, w ktorych pochodne nie dzialaja na pole v, otrzymujac w ogélnym
wypadku (pamietajac o antysymetrii o,,,, ktéra czyni zaleznymi operatory z pochodnymi
zamienionymi miejscami):

(&L%uwR)(D“DVSD) (5.2.28)
(10, D" D R (5.2.29)
(Y10, D*1pR) (D) (5.2.30)
(YL DuD"R)p (5.2.31)
(Yr.Dyuor)(D¥p) (5.2.32)
(Yr¥r)(DyD ) (5.2.33)

W operatorach (5.2.28) i (5.2.29) pochodne wyrazi¢ mozna poprzez tensory pol cechowania
(zalezne od reprezentacji do ktorej nalezg pola fermionowe), co prowadzi do nastepujacych
tozsamosci dla pierwszego z nich:

(Vrowr)(DFDYp) = 5(Vrowr)([D*, D)) = 5 (rouwtr) (igW" +ig' B* )p

~ 90X

(5.2.34)

Dla drugiego operatora otrzymujemy:

(&LOW/D#DVI&R)QO - Z(&LU;AVX:VQ#R)QO ~ (5235)

k

Problem operatora (5.2.30) sprowadzi¢ mozna do redukcji wyrazenia (5.2.32) przy wyko-
rzystaniu wzoru

YV = =NV + 277;AVI4 = Ouw = /I:TIMVI4 - Z'%,WM (5236)
czyli (w ostatnim kroku korzystamy z réwnan ruchu):

(@Z_)LUMVDMQbR)(DV@) = Z'(QZLDMZ)R)(DM‘P) - i(qu_’L’Yu DYr)(Dyyp)

_ 5.2.37
— (D) (D) + (5:2.37)

Podobnie postapimy z operatorem (5.2.31) - wykorzystujac powyzszy trick oraz rownania
ruchu i komutator pochodnych kowariantnych:

5.2.36

D,D") = D" Dytp “EOD Py +16" (D, D,Ji)
~— N————
Xve o Xew (5.2.38)
= @i/i 0+ > Y UDyp+ Lo X,
>
czyli
YD, D*pre = | Y|+ | YipeD |+ P9 X o | (5.2.39)
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Eliminacja wyrazenia (5.2.32) wymaga nieco dtuzszego rachunku:

(D)) (D) = (YD) (Dyup) = (%Du%{v” VR (Dp)
= 5( DY) (Dyp) + 3 (07" PY)(Dusp) =

_ = 5.2.40
[P0+ DD (D) - 1T DDt
— 3(UY ) (D, D)
zas
(QZ}’YV/VM@Z})(DVDMQO) = (@Z(_Z V“@Z) Z XV;LSO @ij)(DuDlﬁD) (5241)
(5.2.33)
czyli
(YrDur)(D (5.2.42)
gdyz operator (5.2.33) redukuje sie na mocy réwnania ruchu dla pola ¢:
(PLr) (D DM ) =P |+ | b+ iy (5.2.43)

Podsumowuje to redukcje operatorow klasy |Y1woDD |, ktore sa zalezne od operatorow
klas

5.2.5 Operatory postaci |1

W tej klasie wystepuje tylko jeden niezmienniczy ze wzgledu na transformacje cechowania
i Lorentza operator, lamigcy zasade zachowania liczby leptonowej. Przeanalizujemy tu
niezmienniczo$¢ typowych wyrazen, ktore bedziemy wykorzystywaé¢ w dalszej czesci pracy,
bez powtarzania uzytych tu argumentéw. Ich podstawa bedzie wnioskowanie zawarte w
Dodatku C, w ktorym opisujemy zachowywanie pewnych ogélnych rodzajéow operatorow
przez unitarne transformacje cechowania dowolnej grupy Liego.

Wsrod iloczynow tensorowych reprezentacji grupy SU(2) pojedynczy singlet wystepuje
w2®2 (3.1.1), za$ 2 singlety w 2 ® 2 ® 2 ® 2 (3.1.7), a zatem dopuszczone sa wyrazenia
postaci:

Yrbrop, Yrrep

Z symetrii ze wzgledu na dziatanie grupy SU(3) wynika, iz pola fermionowe to albo dwa
wzajemnie sprzezone pola kwarkéw albo dwa dowolne leptony.

e Dwa kwarki

o Dwa kwarki lewoskretne
Zachowanie hipertadunku wymaga, by operator byt postaci ¢*qp*¢ co prowadzi
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do nastepujacych niezmiennikow®
(@) (@'e), (@'T'a)(e'r'p)

o Dwa kwarki prawoskretne
Symetria U(1)y dopuszcza nastepujace operatory (ich niezmienniczosé ze wzgledu
na transformacje cechowania grupy SU(2) zostata juz uzasadniona ponizej
rownania (5.2.26)):

(d'u) ('), (uu)(ple), (did)('y)

Pierwszy z nich jest jednak rowny zeru gdyz identyczne pola ¢ zwezone sg za
pomocy antysymetrycznej macierzy.

e Dwa leptony
Zachowanie hipertadunku ogranicza nas do nastepujacych wyrazen:

o dla prawoskretnych leptonéw w rozktadzie rozwazanego iloczynu tensorowego
reprezentacji SU(2) wystepuje 1 singlet

e*e(pp) (5.2.45)

o 7z kolei dla lewoskretnych leptonéw otrzymujemy po 2 niezmienniki dziatania
grupy SU(2)

D (ehe), (Te)(e'l) (5.2.46)

oraz lamiace liczbe leptonows wyrazenia”

(g, €loe) (2'0), (1, 8 (2'1s) (5.2.47)

z ktorych pierwsze jest rowne zeru, gdyz identyczne pola ¢ zwezone sa w nim
za pomocy antysymetrycznej macierzy.

6 Analizujac operatory (4.1.1) wybieraliémy baze¢ w podprzestrzeni iloczynu tych samych reprezentacji
co powyzej sposrdod wyrazen innej postaci, co podyktowane byto latwoscig uzasadnienia faktu rozpinania
przez nie catej podprzestrzeni niezmienniczej. Zastosowanie generatoréw reprezentacji pozwala na zapis
niezmiennikéw bez jawnego wypisywania indekséow sktadowych grupowych i jest konwencja stosowang od
dziesiecioleci. Mogliby$my rowniez zdecydowaé sie na baze opartg o wyrazenia sklasyfikowane w Dodatku

C:
(@' o) (e ), (d'T7 ) (') (5.2.44)

O rownowaznosci wszystkich tych wyboréow stanowi tozsamosé (B.11).
"W ogolnosci sposrod 3 niezmiennikow postaci (&7 e®y) (@1 ed,), dla danych czterech pol ®; bedacych
dubletami SU(2), tylko 2 sa niezalezne, o czym stanowi nastepujaca tozsamosc:

€ij€kl = Eik€jl T Eil€jk
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Struktura lorentzowska Mamy do czynienia z mnozonymi przez skalary obiektami
dwoch rodzajow:

e iloczynem wi/RwL/R - nie niosacym singletu lorentzowskiego iloczynie

(5.0)®(3,0) = (0,0) & (1,0)

postaci 71 (przypomnijmy tu, ze objasnienia stosowanych oznaczeri zebrane sa na
s.13).

Pozostawia to jedyny niezmienniczy operator tej klasy (tamiacy zasade zachowania liczby
leptonowej):

(1 ) (@) (5.2.48)

5.2.6 Operatory postaci |YippD

Czes¢ operatorow tej klasy okaze sie liniowo zalezna od operatoréw innych klas, pozosta-
wiajac 8 niezaleznych wyrazen.

Struktura reprezentacji grup cechowania jest identyczna jak dla klasy |¥pp|. Stru-
ktura lorentzowska ma nastepujacy charakter:

e wyrazenia ¢Z/R¢L/RD3
(500 @(0,3)® (5,5) = (0,00 @ (0,1) ®(0,1) ® (1,1)
zawieraja 1 singlet postaci QZL/R’yqu/RD#

e wyrazenie [[D:
nie zawiera singletu lorentzowskiego.
Redukcja Stosujac regule Leibniza i pomijajac peilne dywergencje wybieramy tylko

operatory w ktorych pochodne nie dziataja na pole ¢*, otrzymujac w ogélnym wypadku
wyrazenia postaci:

(W D ¥)(elp) (5.2.49)
(¥ DY) (#'0) (5.2.50)
(V7" ) (¢ Dyp) (5.2.51)
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Na mocy rownan ruchu dla odpowiedniego pola fermionowego (lub rownania sprzezonego)

(5.2.49) i (5.2.50) wyrazaja sie poprzez operatory klasy | ¥ippp |

Operatory (5.2.51), do ktorych réwnania ruchu sprowadzily juz inne wyrazenia i ktore
traktujemy jako cze$¢ bazy liniowo niezaleznych operatoré6w sa nastepujace:

(") (@' D)
(I Tfl)(soTTIDmp)

(@) (' Dyp) (5.2.52)
(" 7'q) (' Dyp) (5.2.53)
(dy"u) (' D) (5.2.54)
(@y"u)(¢' D) (5.2.55)
(dy"d) (¢ Dyp) (5.2.56)
(e “6)(@*1%0) (5.2.57)
(5.2.58)

(5.2.59)

5.2.7 Operatory postaci |Yippp

W tej klasie wystepuja 3 niezalezne operatory niezmiennicze wzgledem transformacji
cechowania i Lorentza.

Analizujac rozklady iloczynow tensorowych reprezentacji SU(2), zauwazamy, ze 2
singlety wystepuja w iloczynie 2 ® 2 ® 2 ® 2 ((3.1.7)), co w tej klasie dopuszcza tylko
operatory postaci Ygirppp. Z warunku zachowania symetrii SU(3) wynika, iz fermiony
to albo dwa wzajemnie sprzezone pola kwarkéw albo dwa dowolne leptony.

e Dwa kwarki
Symetria U(1)y dopuszcza nastepujace wyrazenia (po 2 singlety dzialania grupy
SU(2) dla kazdej kombinacji pdl - ich posta¢ juz uzasadniali$my):
[W(ETa)l(eTe), [ (@'a)](@Tp) (5.2.60)
[d' (') (ee),  [d'(P'Dl(#'9) (5.2.61)
Wyrazenia nalezace do drugiej pary sg rowne 0, gdyz identyczne pola ¢ lub ¢*
ZWezZONe s3 za pomocy antysymetrycznej macierzy.
e Dwa leptony
Zachowanie hipertadunku wymaga by niezmiennicze operatory tej klasy mialy naste-
pujacy sktad (dla kazdej kombinacji pol wystepuja po dwa wyrazenia niezmiennicze
wzgledem dzialania grupy SU(2)):
(¢ (@), e (@')(¢?) (5.2.62)
Podobnie jak poprzednio, drugi operator jest roéwny 0. Poza nimi pozostaje operator
zbudowany z trzech niesprzezonych pol ¢ - w jego wypadku dwa singlety SU(2),
analogiczne do powyzszych, sa identyczne

(@) (¢'p) (5.2.63)

Jest on jednak rowny 0, gdyz identyczne pola ¢ zwezone sa za pomoca antysymet-
rycznej macierzy.
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Struktura lorentzowska Mamy do czynienia z mnozonym przez skalary obiektem

YRV - zawierajacym jeden singlet iloczynem

(3.0)®(3,0) = (0,0) & (1,0)

[a(2'9)](¢'e) (5.2.64)
[d(#"g)] (") (5.2.65)
[e(e™D](¢p) (5.2.66)

5.2.8 Operatory postaci |y X

Do tej klasy nalezy 8 niezaleznych operatoré6w niezmienniczych wzgledem transformacji

cechowania i Lorentza.

L [

Sposrod kombinacji pol Modelu Standardowego prowadzacych do réznych iloczynow
reprezentacji grupy SU(2) (np. e ~ 2 ® 2 ® 2) narzucenie niezmienniczo$ci
wzgledem jej dziatania pozostawia nam 1 singlet pochodzacy z iloczynu 2@2 (3.1.1),
a zatem operatory tej klasy zawieraja pola ¥y rp.

Wsrod rozwazanych tu iloczynow tensorowych reprezentacji grupy SU(3) jedyny,
pojedynczy singlet wystepuje wylacznie w iloczynie 3 ® 308 (3.1.25), czyli pola
fermionowe to wzajemnie sprzezone pola kwarkow (niekoniecznie identycznych).

Z zachowania hipertadunku (por. Tab.1) wynika, iz jedyne pozostajace operatory
to:

d'G(p'q) (5.2.67)
u'G(¢Tq) (5.2.68)

VYW

Analizujac niezmienniczo$¢ wzgledem dzialania grupy SU(2) zauwazamy, ze singlet
pojawia sie wylacznie w 2 ® 2 ® 3 ((3.1.6)), zatem operatory zawieraja pola ¥zt
Z zachowania symetrii SU(3) wynika, ze pola fermionowe to albo dwa wzajemnie

sprzgzone pola kwarkéw albo dwa dowolne leptony, gdyz pojedynczy nietrywialny
singlet wystepuje wylacznie w iloczynie reprezentacji 3 ® 3 (3.1.14).

Narzucenie symetrii U(1)y pozostawia operatory:

dW(p'q) (5.2.69)
u'W(g'q) (5.2.70)
e W(p'l) (5.2.71)
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5. [50B%

Ze wzgledu na niezmienniczo$¢ tensora B, pod dzialaniem reprezentacji wszystkich

grup operatory te maja te samg strukture grupowa co klasa |Y1eD | Jedyne do-

puszczone wyrazenia to:

u'B(¢'q) (5.2.72)
d'B(¢'q) (5.2.73)
e*B(p') (5.2.74)

Struktura lorentzowska Wszystkie wyrazenia niezmiennicze ze wzgledu na dzialanie
reprezentacji grup cechowania maja postaé gy X ¢. Odpowiada to zawierajacemu jeden
singlet iloczynowi:

(3,0) @ (5,0)®[(0,1) & (1,0)] = [(0,0) & (1,0)] @ [(0, 1) & (L, 0)]

(0,0) & (1,0) @ (2,0) & (0,1) @ (1,0) & (1, 1) (5.2.75)

Niezmiennikiem jest tu ¥ ro* 19 X . Prowadzi to do nastepujacych operatorow:

do" X (o'q) G5, (5.2.76)
ﬂa“”)\A(goTaq)Gﬁy (5.2.77)
do (o' )W, (5.2.78)
uct (Pl )WL, (5.2.79)
eat (I W, (5.2.80)
uo* (3'q) By, (5.2.81)
do (¢'q) B, (5.2.82)
eat” (p') By, (5.2.83)

Nie wystepuja w nich pochodne, wiec za pomoca rownan ruchu nie mozna sprowadzi¢ ich
do innych klas.

5.3 Podsumowanie klasyfikacji operatoré6w zawierajacych pola
fermionowe i bozonowe

Otrzymali$émy ujeta w Tabeli 5 baze 19 liniowo niezaleznych operatoréw, zawierajacych
pola bozonowe i fermionowe oraz zachowujacych liczbe leptonowa. Ich niezaleznosé¢ tatwo
stwierdzi¢, zauwazajac, ze skladaja sie z réznych pol. Rowniez pary typu (g7q)(p" D)
- (qv"71q)(¢'T'D,p) odpowiadaja w $wietle tozsamosci (B.11) bazom dwoch operato-
row (q7"q) (T D) i (cj{y“qj)(go;r-Dugoi) (gdzie jawnie zaznaczyliSmy zwezenie indeksow
izospinu). Drugie wyrazenie jest jawnie niezalezne od pierwszego, chociazby ze wzgledu
na to, iz wystepuje w niej iloczyn g;v"qe, nieobecny w (gv"q)(¢'D,.p). Rowniez i w tym
wypadku rzad rownan ruchu (w pochodnych kowariantnych) uniemozliwia zwiazanie nimi
wypisanych tu operatorow. W Tabeli 5 wypisujemy jawnie dowolne w ogdlnosci indeksy
generacji poszczegdlnych pol fermionowych.
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(G 7" tp2) (9" Dyp) | [, (80, (010) | dpy o A (91, G,

(@ V"7 4, ) (@' T Do) | [, (7, (010) | U, 0 A (T, ) G,

(Jm Y up,) (QDTDM@) [ém (@Tlpz )] (‘PTSD) Jm UW(SOTTIQW)W;{V

(T 7 tuy ) (0 Do) Uy, o (P gy, )W,
(dpy " dpy) (9T Do) Ep 0™ (1711, )W,
(€7 en) (9" Dyp) Upy 0 (PVpy ) Buw
(lps7"1,) (¢ Do) dp, o (0" p,) By
("1, )" (I, Dyutp) € 0" (¢'1,,) By

Tabela 5: Niezalezne operatory wymiaru 6, zawierajace pola bozonowe i fermionowe.

Poza tym wyznaczyliSmy jeden niezmienniczy ze wzgledu na transformacje Lorentza i
cechowania operator wymiaru 5:

(&) (") (5.3.1)

ktory nie zachowuje liczby leptonowe;j.

6 Operatory zlozone z p6l fermionowych

W przypadku samych pél fermionowych niemozliwe jest zbudowanie operatora ~ (GeV)?,
natomiast wyrazenia postaci maja wymiar (GeV)% - tylko te bedziemy rozwazaé.
Zajmujac sie najpierw struktura grup cechowania, wstepnie podzielimy je ze wzgledu na
dzialanie reprezentacji grupy SU(3) - na operatory tej klasy moga sktadac¢ sie nastepujace
wyrazenia (przez () oznaczymy pola kwarkow, zas przez L - leptonow):

6.1 Cztery pola kwarkow | QQQQ

W przypadku operatoréw tej postaci konieczne jest algebraiczne rozwiazanie sprzezonych
zaleznosci miedzy reprezentacjami grupy SU(3) i hiperladunkami. Oznaczmy przez ng
liczbe pol @ = q,u,d wystepujacych w iloczynie, za$ przez ng liczbe pol Q* = ¢*, u*, d*.
Reprezentacje grupy SU(2) jako rzeczywiste narzucaja jedynie warunek, iz

(ng + nq) jest parzyste (6.1.2)
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Analizujac mozliwe reprezentacje grupy SU(3) zauwazamy (s. 18), ze podwojny singlet
wystepuje tylko w rozkladzie iloczynu 3 ® 3 ® 3 ® 3 ( tozsamosé (3.1.28)), a zatem

Z nq/—2— Z nq (6.1.3)

q9'=q,u q9'=q,u

Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na transformacje cechowania grupy U(1)y wiaze liczby pdl
nastepujaco:
(ng — ng) + 3(nu — M) — 5(ng — Na) =0 (6.1.4)

=

Podstawiajac do drugiego rownania otrzymane z (6.1.3) zwiazki

Ng=2—"Ng— Ny

Mg =2—Ng — Ny
otrzymujemy warunek w postaci:
(ng —ng) +2(ny —ny) =0 (6.1.5)

Poniewaz V;n; > 0, mozliwe sa nastepujace przypadki:

® n, = Ny, zatem n, = N, oraz ng = Mg, zas ogoélne liczby kwarkéw i antykwarkow
sumujg sie do 2. W przypadku operatoréow czterofermionowych istotna jest po-
tencjalna przynaleznos¢ operatorow do réznych generacji, stad jawnie wypiszemy
odpowiadajace im indeksy p. Uwzgledniajac na razie wytacznie strukture repre-
zentacji grupy SU(3) — kazdemu zestawowi pol odpowiadaja dwie niezmiennicze
kombinacje — oraz pomijajac operatory sprzezone do danych, otrzymujemy:

(4, 4p) (b, 0p)  (ah, M 000) (af, 2 0s) (6.1.6)
(b, @pa) (Wl upy) (g, A gy ) (wh A, ) (6.1.7)
(b, ap:)(dh,dpy) (g N ap,) (df N d,) (6.1.8)
(Ullupz)(ul,gum) (u;/\Aum)( i /\Aum) (6.1.9)
(ud up, ) (dl dp,)  (uf AN, )(dT Md,,) (6.1.10)
(df, dp, ) (dl dp,)  (d N dp, ) (dE N d,) (6.1.11)

Niezmienniczo$¢ operatorow w drugiej kolumnie wynika z (C.2) . Zauwazmy, ze
na mocy wzoru (B.11) w przypadku czterech pol, wsrod ktorych dwa rdéznia sie
co najwyzej generacjami (sprzezenie zespolone rozréznia tu pola - przynaleza one
do réznych reprezentacji grupy SU(3)), drugi singlet w danym wierszu sprowadza
sie do kombinacji wyrazen postaci pierwszego — w parach (6.1.6), (6.1.9) i (6.1.11)
niezalezny w tym sensie jest zatem tylko pierwszy operator. Dalej pominiemy te z
powyzszych indeksow generacyjnych, ktore nie sa istotne.

o |n, — 1, =1, co lamie warunek (6.1.2).
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e n, =0, n, = 2 co na podstawie (6.1.5) narzuca:
Ty — Ty = 1 (6.1.12)

co znaczy, biorac pod uwage zalozone wartosci n, oraz (6.1.3), ze n, = 1, za$
n, = 0 oraz ng = 1 i ng = 0. Prowadzi to do operatora postaci (nie uwzgledniajacej
struktury SU(2))%:

(¢"w)(g'd)  (¢"\u)(g"Ad) (6.1.13)

e wybor n, = 2, iy = 0 jest przypadkiem zespolenie sprzezonym do poprzedniego, co,
dzieki rzeczywistemu charakterowi rownan narzucajacych wiezy, odpowiada¢ musi
operatorowi sprzezonemu do (6.1.13). Zgodnie 7 przyjeta konwencja, nie bedzie on
wypisywany jawnie wsrod innych niezaleznych operatorow.

Musimy jeszcze uwzglqdmc strukturq reprezentacji SU(2). W iloczynie 282 wystepuje
jeden singlet, zas w 2 ® 2 ® 2 ® 2 dwa. Prowadzi to do nastepujacej listy niezmiennikow

dziatania grup cechowania w podklasie | QQQQ | (tym razem zastosowana symbolika uwzgled-

nia odpowiednie zwezenia wszystkich indeksow poza spinorowymi):

(q}lqu)(q;?,qm) (4, 7" ) (b, 7" ) (6.1.14)
(d'q) (') (¢"\q)(u" N u) (6.1.15)
(q q)(de) (4" Aq)(d"A"d) (6.1.16)
(uf, upy ) (u pgum) (6.1.17)

( (6.1.18)

(6.1.19)

( )

6.1.20

Up, )
(u u)(de) uf M) (dT\Ad)
(df, dp, ) (dh,dp,)

(qf upy)e7 (gl d,, ) (CJ“AAupz) F(ghiNAd,,)

Uwaga Sposrod czterech mozliwych i w ogélnosci niezaleznych niezmiennikow dzialania
grupy SU(3)xSU(2) na iloczyn czterech kwarkow lewoskretnych:

dzieki tozsamosci (B.11) tylko wyrazenia nastepujacych dwoch postaci pozostaja liniowo
niezalezne:

(¢}, ap:)(a),0p0)
(af'q,) (gl ql,)

8W tym wypadku dwa niezmienniki dziatania grupy SU(3) jakie mozemy zaproponowaé, sa identyczne
z dokltadnoscig do generacji:

(gf,u)(q},d) ~ (qf,u)(q,d)
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Zamiast nich wybra¢ mozemy jednak baze (6.1.14), ktora pozwala uniknaé jawnego wy-
pisania indekséw grupowych.

6.2 QRQL

Operatory o takim sktadzie tamia zasade zachowania liczby leptonowej i barionowej, ale

Trzy pola kwarkéw i jedno pole leptonowe

wypiszemy je dla kompletnosci analizy.

Wsrod mozliwych w tym wypadku iloczynéw reprezentacji grupy SU(3) pojedyncze
singlety zawieraja wylacznie 3 ® 3 ® 3 (3.1.22) i iloczyn do niego sprzezony - ostatecznie
wobec rzeczywistosci warunkéw zwigzanych z pozostatymi grupami cechowania prowadzi
on do operatoréow sprzezonych wzgledem uzyskanych z pierwszego iloczynu. Aby znalezé
posta¢ singletu w tym rozkladzie, wykorzystajmy tozsamosé¢ (B.16) dla macierzy 3 x 3:

£ My My Mo = ¥V det M (6.2.1)
Niezmiennik dziatania grupy SU(3) ma zatem w tym wypadku postaé
QLY (6.2.2)
gdyz
e QIQBQ5 — ™ Vaw Uny U QF Q5 Q5 5" & QY Q4 Q5 (6.2.3)

Analizujac strukture pozostatych grup cechowania, ujmijmy niezmiennicze operatory tej
klasy w Tabeli 6, ukazujacej stopnie wnioskowania, gdy czytamy ja od lewej do prawej.

Whiosek z zachowania symetrii
Pole leptonowe

SU(2) - rodzaj pol kwarkowych | U(1)y - sklad pelnego operatora
] qQrQ'% lqud, [*qdd
qqq laqq
. q9Qr eqqu
QrQRQ% e*ddd, eduu

generacji p, natomiast nie rozwazamy jeszcze indeksow spinorowych):

Tabela 6: Klasyfikacja operatorow | QQQL |.

Uwzgledniajac strukture grup cechowania otrzymujemy nastepujace operatory (indeksy
izospinowe odpowiadaja notacji macierzowej, za$, tam gdzie to istotne, wypisujemy indeksy

£ (T gVl de 6.2.4
e (Il q2)db. dS, 6.2.5
e (I eqp) (T eqs,) 6.2.6

abc b
6 61’)1 (QpQ €Qp3)
abc * ja gb jC
pl dpz dPS dp4

a
et epl dpz um up4

C
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W przypadku wyrazenia o sktadzie lgqq symetria SU(2) wyroznia dwie niezalezne nie-
zmiennicze kombinacje sktadowych multipletow, np. rozrozniane wyborem wektora g,
przez ktory mnozony jest 1.9 Obie te kombinacje sa jednak tej samej postaci, tj. (6.2.6).

6.3 Dwa pola kwarkéw i dwa pola leptonowe

QQLL

Dzielac mozliwe przypadki ze wzgledu na dziatanie grupy SU(2) i pamietajac, ze singlety

wystepuja tylko w iloczynach parzystej liczby jej reprezentacji otrzymujemy podklasy:

1. |QrQrLr Ly | Operatory ztozone z czterech poél lewoskretnych.

Por6éwnanie hipertadunkéw prowadzi do wniosku, iz pola kwarkow musza by¢ wza-
jemnie sprzezone, podobnie jak pola leptondéw. Analogicznie jak wczesniej, wystepuja
tu nastepujace 2 singlety grupy SU(2):

(d'q) (1) (¢'r"q)(1'7"1) (6.3.1)

.1 QrQrLrLg| Operatory ztozone z dwoch pol kwarkow lewoskretnych i dwoch pol

leptonow prawoskretnych.

Argumenty analogiczne do przytoczonych powyzej prowadza do wniosku, ze w tej
klasie wystepuje jedno niezmiennicze wyrazenie, odpowiadajace :

(¢'q)e*e (6.3.2)

.| QrQrLpLr|Operatory ztozone ze wszystkich mozliwych w tej klasie rodzajow pol.

Porownanie wartosci hipertadunkéw w Tabeli 1 natychmiast prowadzi nas do jedno-
znacznie wyznaczonego operatora dla kazdego wyboru prawoskretnego pola kwarko-
wego (pamietajmy, ze niezmienniczos$¢ ze wzgledu na dziatanie grupy SU(3) wymaga,
by jedno z pol kwarkowych bylo zespolenie sprzezone do pola ujetego w tej tabeli,
za$ drugie nie). Jak zwykle nie umieszczamy jawnie operatorow sprzezonych do
wypisanych. W tej klasie otrzymujemy dwa operatory niezmiennicze:

[(q'1)d)e”
[(q"u)el]e

. 1 QrQrLrLg| Operatory ztozone z dwoch pol kwarkéw prawoskretnych i dwoch pol

leptonéw lewoskretnych.

Majac na uwadze te same zastrzezenia co poprzednio, uzyskujemy wyrazenia:

(ulu)(I') (6.3.5)
(d'd)(I1) (6.3.6)
(ul dp,)(U,0) (6.3.7)

przy czym ostatni operator tamie liczbe leptonowa.

9To stwierdzenie oparte jest na tozsamodci podanej w przypisie na s.38, wigzacej ze sobg trzy nie-

zmiennicze wyrazenia uzyskiwane poprzez wyboér par wzajemnie zwezanych przez € multipletow.
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5. |QrQrLRrLR| Operatory ztozone z czterech pdl prawoskretnych.

W sposob analogiczny jak powyzej, uzyskujemy operatory:

*

(ulu)ere
(d'd)e*e

6.4 Jedno pole kwarkéw i trzy pola leptonowe |QLLL

Operatory zawierajace tylko jeden kwark nie moga by¢ niezmiennikami dziatania grupy
SU(3), wiec w tej klasie nie wystepuje zadne poszukiwane wyrazenie.

6.5 Tylko pola leptonowe | LLLL

Operatory tej podklasy sa trywialnymi niezmiennikami grupy SU(3). Dublety leptonowe
[ posiadaja potowkowy hipertadunek, zas singlety e - catkowity, zatem by zachowac
symetrie U(1)y, konieczne jest wystapienie poszczegélnych obiektow wylacznie w parach
LL. Mozliwe sa przypadki

I
W tym iloczynie reprezentacji grupy SU(2) (3.1.7) wystepuja dwa singlety, postaci
(dla rozréznienia w ogolnosei roznych pol fermionowych, jawnie wypisujemy indeksy
generacji):

(l;,l Lps ) (l;Tvg lp4) 1 (l;:l Tllpz)(l;rzg T[lps) (6.5.1)

Podobnie jak w przypadku operatorow zbudowanych z czterech pol kwarkéw drugie
wyrazenie jest kombinacja liniowa iloczynéw o postaci pierwszego.

2.
W operatorze o tym skladzie istnieje jedna niezmiennicza ze wzgledu na dziatanie

grupy SU(2) kombinacja pol (nalezaca do iloczynu 2 @ 2):

(I'e*e (6.5.2)

3. |efetee

Operator tej postaci jest trywialnym singletem grupy SU(2).

Podsumowujac narzuciwszy warunek niezmienniczosci ze wzgledu na transformacje
cechowania, otrzymalismy nastepujaca liste operatoréw nie tamigcych zasad zachowania
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liczby barionowej i leptonowej (na razie uwzgledniamy tylko strukture grupowa):

(qp1qp2)<qp3 1) (@), 7" 4p) (@), 7" 4, (6.5.3)
(q'q) (ulu) (¢" M) (u" N ) (6.5.4)
(¢' )( fd) (¢' A q)(dt A1) (6.5.5)
(uy, upQ)( JUpy) (6.5.6)
(uf )(d d) (ufA4u) (T2 d) (6.5.7)
(i, dp,)(df, dy,) (6.5.8)
(q;llum) (qpsdm) (6.5.9)
(a'q) (1) (q'1q)(1771) (6.5.10)
(¢'q)e*e (6.5.11)
(q")de* (6.5.12)
[(qTw)el e (6.5.13)
(uu)(1'1) (6.5.14)
(d'd)(I") (6.5.15)
(u'u)e*e (6.5.16)
(d'd)e’e (6.5.17)
(U5, 1) (U, 1) (6.5.18)
(I")e*e (6.5.19)
e'e’ee (6.5.20)

oraz nie zachowujace tych liczb kwantowych operatory
(u'd)(ITel”) (6.5.21)
(T eq®)ubde (6.5.22)
e (I8 qp, )b dS, (6.5.23)
e (U] eqs, ) (b eqt,) (6.5.24)
ey, (0] eqh, us, (6.5.25)
gt :1d$2d23d§4 (6.5.26)
e®ee,, d22up3up4 (6.5.27)

6.6 Struktura lorentzowska

W tej klasie mamy do czynienia z iloczynami izomorficznymi iloczynom reprezentacji

wladciwej grupy Lorentza nastepujacych rodzajow (tu przez R oznaczamy reprezentacje
(0,1), zas przez L - (3,0)):

1. RRLL

czyli iloczynowi

0,0, eE 0o (L0 =00 (1,0 e01)a(1,1) (6.6.1)
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w ktorym wystepuje jeden singlet, postaci

(RYL) (Vi L) b (Vry,0h) (Vi vh) (6.6.2)

W rozwazanej klasie sa to operatory:

(@1 V1up2 ) (@ 1) (@ps V7" @) (s 7" 1) (6.6.3)
(qu)(uq) (A "u)(@Xq) (6.6.4)
(qd)(dq) (@' d)(dA"q) (6.6.5)
(Upy Yputips ) (U Y U, ) (6.6.6)
(@y,u)(dy"d) (@y, ) (AN d) (6.6.7)
(dpy V) (dps " dp,) (6.6.8)
(@a) (") (@' @) (1) (6.6.9)
e (I yu®)e(dy"q°) e (ep Vudpy)e” (upy 1457 (6.6.10)
(ge)(eq) (6.6.11)
(gd)(el) (6.6.12)
(ul)(lu) (6.6.13)
(di)(ld) (6.6.14)
(@) (@ e) (6.6.15)
(dv,d)(E"e) (6.6.16)
(U1 Yl ) (s V') (6.6.17)
(le)(el) (6.6.18)
(Evue)(ev'e) (6.6.19)
2. RRRR
czyli iloczynowi
(0,3) ®(0,3) ®(0,3) ®(0,3) = [(0,0) & (0,1)] ©[(0,0) ® (0, 1)] (6.6.20)
=(0,0)®2-(0,1) ® (0,0) @ (0,1) & (0,2)
w ktorym wystepuja dwa singlety. Zapiszmy je w postaci:*
(VR VR)(WF V) (6.6.21)
(VR ¥R) (VR VR) (6.6.22)

10 Analogicznie jak w przypadku dwéch singletéw w iloczynie 2® 2 ® 2 ® 2 reprezentacji grupy SU(2)
(por. z przypisem na s.38) sposrod trzech réznych niezmienniczych wyrazen tej postaci tylko dwa sa
niezalezne.
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Zauwazmy od razu, ze jesli dwa sposréd rozwazanych pol fermionowych naleza do
tych samych multipletow (cho¢ byé moze roznych generacji), to oba odpowiednie
niezmienniki maja te samg posta¢. W analizowanej klasie prowadzi to do nastepu-
jacych operatorow:

(q'u)e” (Pe) (G'e)e" (FPu) (6.6.23)
(T, tp )€ (@) p) (T, Xt ) (@, A ) (6.6.24)
e (el s, ) (ublds ) (6.6.25)

Uwaga W wypadku wyrazen (6.6.24) odeszlisSmy od zapisu niezmiennikéw w postaci
zadanej wzorami (6.6.22) — (g, u)e (¢,d) 1 (G2 u’)e¥ (g% d*), gdzie nawiasami ozna-
czyliSmy niezmienniki lorentzowskie. Stanowig one baze réwnowazng do (6.6.24),
ktora wybieramy arbitralnie - taczy je wzor (B.11) i dowolnos$é wyboru generacji do
ktorej naleza pola g. Operatory (6.6.25) ze wzgledu na catkowita antysymetrig £
sa identyczne z doktadnoscia do przynaleznosci do generacji.

3. RLLL

czyli iloczynowi

(0,5)® (3.0 ® (5.0)® (5,0) = D 5) (6.6.26)
w ktorym nie wystepuje singlet lorentzowski.

4. RRRL
w ktorym réwniez z analogicznych przyczyn nie znajdziemy niezmiennika trans-
formacji Lorentza.

5. LLLL
analogicznym do przypadku RRRR i zawierajacym tylko operatory o sktadzie lqqq:

e (I eqt) (dreqs,) e (i qel)e M (P ) (6.6.27)

gdzie nawiasami oznaczyli$my iloczyny w ramach sktadowych lorentzowskich. Ana-
logicznie jak w wypadku operatorow (6.6.24) baze operatoréow niezmienniczych o
tym sktadzie wybra¢ mozna w postaci:

e (1) eq,) (o 25, (6.6.28)
e (et ap,) (4, e dp,) (6.6.29)

zyskujac na estetyce i czytelnosci oraz dopasowujac sie do stosowanych w wielu
innych miejscach konwencji.

6.7 Podsumowanie klasyfikacji operatoréw czterofermionowych

Otrzymalidmy 25 liniowo niezaleznych operatoréw, zachowujacych liczbe fermionows i
leptonowa, zestawionych w Tabeli 7. Ich niezaleznosé¢ wynika wprost z faktu, iz sktadaja

ol



sie z roznych pol. Jest tak rowniez w wypadku operatoréow postaci (¢1745)(YsT49,),
odpowiadaja one bowiem w $wietle tozsamosci (B.11) kombinacji liniowej dwoch opera-
torow (V102)(0sths) i (¥194)(¥31)9), sposrod ktoryeh drugi jest funkeja jawnie niezalezng
od tej danej pierwszym wyrazeniem. W tym miejscu jawnie zaznaczymy wszystkie, w
ogo6lnosci dowolne, indeksy generacji poszczegblnych pol.

LLLL RRRR
(l_pl Vulpz)(l_p37ulp4) (ém %Lepz)(épsV“em)
(Tpy Yutp ) (@3 V" Gps ) (T, Yoty ) (U V" U, )

(CZDI 'V;ﬂJsz ) (%3'7“71%4 ) (dm 'V;Ldpz ) (dp3 'Y“dm)

(@1 Vo) Ups V!4 (U, Vs ) (Eps 7€y )

<qfl’1 ry/ﬂ—lqﬂ ) <l_P3 7MT[ZP4) (dm 'Vudpz ) (éps ’Y”em )

(T Viutipo ) (dps V")
(T, VN 1ty ) (s A )
LRRL LRLR

(1 €p2) (Epg o) (@, ps )7 (@), s )
(Tpy Ly ) (Ipy U, ) (@, Mgy ) (@ A )
(o lps ) (I ) (Tpr upz ) (s €)™
(@p1€p2 ) (Epsps) (@, €p2)e” (1, p,)
(@p1 Ups ) (T Gy )

(@ Aty (T A )
(@1 dps) (dps Gpy)

(@ My ) (A A, )
(Gprdps ) (Epglpy)

Tabela 7: Zlozone z pol fermionowych, niezalezne operatory o wymiarze masowym 6,
zachowujace liczby leptonows i barionowa.

Poza nimi znalezliémy 5 niezmienniczych ze wzgledu na transformacje cechowania i
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Lorentza operatoréw, tamigcych zasade zachowania liczby barionowej i leptonowej:

5““(151 7uub>p2 € (d;§7uqz4 )
g Vo) (ust gl )
T T

=" (1,505,) (g5 265,)
)

abc (1T I _a v . I c
e (€T 45, (4, €745,

3

€

7 Por6éwnanie z praca |1]

(6.7.30)
(6.7.31)
(6.7.32)
(6.7.33)
(6.7.34)

Operatory wybrane w niniejszej pracy jako baza liniowo niezaleznych operatoréow zawiera-
jacych bozony tworza podzbior operatorow z pracy [1], tacznie z operatorem wymiaru 5
lamiacym zasade zachowania liczby leptonowej, ktory wymieniony jest w rownaniu (3.1)

tej pracy. Ponizej zestawione sg one z symbolami odpowiadajacymi im w cytowanej pracy,

wedlug schematu: operator=symbol w pracy [1]

(I"¢*)(p'1) wspomniany wyzej operator wymiaru 5

(7"q)(@' Dyg) = —iOL)
(@7 7'q)(¢"7" Dyp) = —iOG)
(dy"u) (' Dyp) =10k,
(@ u) (9" Dyp) = —iOyu
(dy*d)(¢'Dpup) = =04
(ey"e) (' Dyp) = =iO4e
(W 1)(' Dyip) = —iOY)
("D (IDp) = —i0)
[@(3'q) (') = OF,
[d(¢'q)] (') = O,
e D(¢e) = O,

23

(7.1)
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dot M (plq)GA, = Ol (7.13)

ao A (pq)Gh, = Ol (7.14)

da””(ngTIq)le, = (’)((1?;%; (7.15)

aot (W, = Ol (7.16)

eo (pr' W, = Ol (7.17)

uo" (3'q) B, = Ol 5 (7.18)

do™ (¢'q) By, = Ol (7.19)

ea" (p'1)B,, = Ol (7.20)

(¢'e)* = O, (7.21)

KWL W W = Oy KWW Wi e = O (7.22)
fABCGAuVGBV pGg’ B OG fABCéAuVGBV(SGC(S,LL _ O@' (723)
@TTI@WJVBW = Owng @TTlch;fl,E’“’ =0y p (7.24)
nggOWL{VWI“” =20,w gngDWP{VWI“” = Owﬁ/ (7.25)
gngpr,,GA“” =20,¢ gowaﬁl,@A“” = (’)@5 (7.26)
SOTQOBWBW =20,5 SOTSDB/WEW = 0@5 (7.27)

(') (Dyup)'(D*p) = O [ (D"0)][(Dyp) ] = OF) (7.28)

Poza nimi w pracy [1] znajduje sie 17 operatoréow zawierajacych pola bozonowe, ktore w
Swietle przedstawionych tu obliczen wyrazaja sie poprzez wyzej wypisane wyrazenia. Sa
to:

e Operator Oy,

e Operatory zawierajace pochodne kowariantne dziatajace na pole fermionowe, ponumero-
wane w [1] jako (3.30)—(3.37):

OZW7 OZB7 0637 Oun OqW7 OqB7 OUG7 OuB7 OdG7 OdB
oraz opatrzone numerami (3.57) - (3.59):

ODev OD@7 ODU7 ODu7 ODda ODd

Analogiczne zestawienie w przypadku operatoréw czterofermionowych przedstawia sie
nastepujaco:

(s Yiulps ) (7)) ~ OF (7.29)
(Tpy V) (s pa) ~ Oé}zyl) (%17#7]%2)(%37“71%4) ~ 0511173) (7.30)
(@vua)(I7"1) ~ O (@’ q) (I rTl) ~ O (7.31)
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(eue)(ere

(Upy Yty ) (Tps Y Uy

)~ O (7.32)

) ~ O%) (7.33)

(dpﬁudpz)( p3”Y dp4) ~ O (7.34)
(uyu)(ere) ~ Oy (7.35)
(dyud)(&r"e) ~ O (7.36)
(@) (dyd) ~ O] (@ N u)(dy" A d) ~ O (7.37)
(le)(el) ~ Oy (7.38)
(al)(lu) ~ Oy, (7.39)
(d)(Id) ~ Oy (7.40)

(7€) (eq) ~ Oge (7.41)
(qu)(ug) ~ Of) (@\*u)(@rq) ~ OF) (7.42)
(gd)(dg) ~ O (g d)(dN"q) ~ O (7.43)
(gd)(el) ~ Oyae (7.44)

(Gpy Uy )E(Qps ) ~ O((I(ll) @1)1)‘141%2) (‘7p3/\Adp4) 0(8) (7.45)
(qu)e (Pe) ~ Oy (qe)e (I'u) ~ O, (7.46)

Operatora O;q zabraklo w pracy [1], ale pojawil sie on juz w literaturze, m.in. w artykule
[16]. W publikacji [1] niepotrzebnie znalazly sie z kolei operatory sprowadzajace sie na
mocy wzoru (B.11) do wyrazen tej samej postaci co odpowiedni operator om

0P BN OE3) OF)

(8)
qq qq Uy’ Odd
Przypomnijmy, iz liniowo niezalezne O{Y i OLL® rozpinaja przestrzen zawierajaca tez
OED 1 OB pod warunkem uwzglednienia wszystkich mozliwych przyporzadkowan indeksow
zapachowych w rozwazanych operatorach.

8 Podsumowanie

W przedstawione] pracy sklasyfikowalismy operatory o wymiarach masowych 5 i 6, mogace
pojawiaé sie w teoriach efektywnych opartych na Modelu Standardowym, redukujac liste
wyrazen zebranych w pracy [1] do minimalnej bazy operatoréw liniowo niezaleznych. Po
opublikowaniu, nasza analiza powinna pomoc innym autorom w poprawnej analizie efek-
tywnych rozszerzein SM, dotychczas czesto rozwazanych w oparciu o zbyt obszerng liste

[1].

W szczegolnosdci, w pierwszych rozdziatach pracy przypomnieliSmy strukture Modelu
Standardowego i przedstawiliémy schemat wnioskowania, uzywanego nastepnie przy klasyfi-
kacji wszystkich operatoréow. Dalej, w ramach wtasciwej analizy stworzyliSmy kompletna
liste operatoréw niezmienniczych ze wzgledu na transformacje cechowania i Lorentza,
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redukujac ja nastepnie poprzez zadane réwnaniami ruchu SM zalezno$ci zobrazowane na
Rys. 1 na s. 17. Ostatecznie uzyskaliémy minimalng baze ztozona z 1 operatora wymiaru
5, niezachowujacego globalnej liczby leptonowej oraz 64 niezaleznych niezmienniczych
wyrazen wymiaru 6. Ostatnia grupa zawiera 15 operatoréw nie zawierajacych pol fer-
mionowych, 19 operatoréw zawierajacych pola fermionowe i bozonowe lub pochodne
kowariantne oraz 30 wyrazen zbudowanych z czterech pél fermionowych, w tym 5 opera-
toréw tamiacych zasade zachowania liczby barionowej i/lub leptonowej. Razem stanowi
to baze 59 operatoréow zachowujacych liczby barionowa i leptonowa oraz 6 wyrazen je
zmieniajacych.

Por6wnujgc otrzymany rezultat z praca [1|, wskazaliSmy symbole, ktorymi oznaczone
zostaly tam wyrazenia wystepujace i na naszej liScie. PodaliSmy operator, jaki nalezy
dodaé¢ do sklasyfikowanych tam obiektéw, aby tworzyly one baze oraz wyszczegdlnilismy
22 operatory wystepujace w pracy [1], a bedace zaleznymi od innych.

A Zapis lagranzjanu teorii pola z cechowaniem wytlacz-
nie za pomoca pol materii, tensoréw poél cechowania
i pochodnych kowariantnych

A.1 Okredlenie zagadnienia

Chcemy wykazaé, ze dowolna niezmiennicza wzgledem cechowania gestosé funkcji Lagrange’a
teorii pola z cechowaniem o zwartej grupie cechowania, ktora jest wielomianem poél "materii"
®;,2 = 1..N i ich pochodnych oraz pol cechowania Af“ I =1..M, wraz z ich pochodnymi
moze zostaé¢ zapisana jako wielomian pdl materii, tensoréw pol cechowania i ich pochod-
nych kowariantnych:

L= L(P;,0p...00,Pi, AL, 0,y...0,, AL) = L(®;, D, ... D,,, @, X (Dyy Dy X))

p
(A.1)
W niniejszym dodatku skorzystamy z oznaczenia na symetryzacje tensora:
1
M(a1,...,an) - E Z Mag(1)7"'7a’o'(n)

* o=permutacje{l..n}

Przypomnijmy posta¢ transformacji cechowania w stosowanej w pracy konwencji:

d — (I)/ _ e—igwITI

Ai — A;LI = Ai + 8“w1 + ngKAin

Dalej konsekwentnie dla skrécenia zapisu pola cechowania i materii uwzgledniamy jako
"zerowe pochodne" pol cechowania i materii.
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A.2 Konstrukcja
W celu przejécia do wyzej zdefiniowanej parametryzacji wykorzystamy nastepujaca strategie!!:

1. Wyzerujemy zsymetryzowane pochodne pél cechowania dowolnego rzedu (rowniez
samo pole cechowania) w wybranym punkcie xy za pomocg odpowiedniego wyboru
cechowania w jakim wyrazana jest gestos¢ funkcji Lagrange’a.

2. Wyrazimy pochodne pola cechowania i ich pochodne wystepujace w lagranzjanie
poprzez zsymetryzowane pochodne pél cechowania i pochodne tensora pola cecho-
wania - uwzgledniajac znikanie tych pierwszych otrzymamy:

n!

3. Zapiszemy pochodne pol materii i tensorow pol cechowania poprzez pochodne kowariant-
ne tych wielko$ci oraz zsymetryzowane pochodne pol cechowania, co dzieki obserwacji
w pkt. 1 doprowadzi nas do zadanej postaci gestosci funkeji Lagrange’a w punkcie
Zo:

L(Pi, 0y 04, P, AL, Oy .0y AL) = L"(®3(20), Dy . Dy, @i(20), (Dpiy - Dy Xup) ' (20)

4. W dowolnym cechowaniu i dowolnym punkcie gestosé¢ lagranzjanu £ ma postaé
L” 7 dokladnoscig do zsymetryzowanych pochodnych pél cechowania i samych pol
cechowania. Jednak wyjsciowa gestosé lagranzjanu L jest niezmiennicza ze wzgledu
na lokalne transformacje cechowania w kazdym punkcie, za§ wspomniana transfor-
macja zeruje w dowolnie wybranym punkcie zy zsymetryzowane pochodne pol cecho-
wania i same pola cechowania zachowujac (niezmiennicze ze wzgledu na dowolna
transformacje cechowania) £” bez zmian. Dodatkowe wyrazenia musza zatem sumo-
wac sie do 0, wiec zadana réwnos$é zachodzi w calej czasoprzestrzeni.

W nastepnych punktach przeprowadzimy precyzyjniej naszkicowane tu kroki.

A.3 Znikanie zsymetryzowanych pochodnych

Wybierzmy przejscie do nowych poél poprzez transformacje cechowania zdefiniowang jako

wl = —Aﬁ(mo)(x — xo)¥ (A.2)
wtedy
AMI(%) =0 (A.3)
Nastepna t. cechowania
wy = =0, A, (w0) (2 — o) (z — )" (A4)

1Pragne podziekowaé¢ dr hab. Pawtowi Nurowskiemu za zasugerowanie tej drogi rozumowania.
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. , / , . . . s .
nie wplywa na wartoscé AMI(Z'O), za$ zsymetryzowana pochodna dzigki tozsamosciom wi () =

0 i V,0,wi(z)=0

O (o) = Oy (00) 0, 0ywy (20) =g 17 [0 A | (w0 ) (20) +-AT, (0) [Ows ()]}

(A.5)
W ten sposob iteracyjnie zeruje sie zsymetryzowane pochodne pol cechowania dowolnego
rzedu - procedura dziala tatwo dzieki temu, Ze ostatnie wyrazenie w roéwnaniu (A.5)

(~ gf!E) zawiera o jedna pochodng mniej, a wiec nie generuje niezerowego wyrazenia z

w¥ w punkcie z.

A.4 Zastapienie pochodnych czastkowych dzialajacych na pola
cechowania przez tensory pola cechowania i ich pochodne

Chcemy wyrazi¢ pochodne samego pola cechowania poprzez pewna kombinacje pochod-
nych tensora pola cechowania, wiec rozwazmy najpierw rozniczkowanie tensora pola cecho-

wania:
Mg On X2y = Opiyer-0pn XL+ 0y Oy 0 X1+ oo Oy XL 78S
= nd,...0,, AL — aug...aunayAl{l — e = Oy DAL 4 (0 Oy AL — 8.0, AL+
— 9 KOy 0 (AL AN ) + 0,0, 0yt -0y (AT AL) 4 o 4 Oy O, (A AT =
= (1 + 1)y .00, AL — ()OO Oy AL — oo = (0)y .0y AL — (01D .0y AL+
— (n!)gf”Ka(M...GHH(AL)A,{() =
=t (n+ 1)0p, .00, AL — (n+ 110, ...0,, ALy — g f7E Y8
(A.6)

czyli

Oy Oy AL = ()01, .0, ALy + g fTE YT 4 —a(m 0, F (A7)

n ,ul)zz
Przyjrzyjmy sie Y/X. Zmierzajac do wyrazenia go poprzez zsymetryzowane pochodne,
zauwazmy, ze:

M(alv---aan) = Z M(alv---vak;—l7ak+17---7an),k -

ke{l..n}

_ S

1 1

= Z Z e T Z M(al,...,a;v,l,ak.+1,...,an),k1,...,km
o lam ™ Lefiomwm P o o Gk 1)

(A.8)

zatem

Y~ Z 8(u2" O AJ AK Z Z m)”a acrm/Au]

ke{/J‘l’uu"n}

Jesli wszystkie zsymetryzowane pochodne oraz samo pole A sa réwne 0 to wyrazenie

V'K =0, a zatem:
n!

aul 0MA£(:170) =

g O D X (0) (A.9)
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czyli réwniez po zwezeniu z macierzami reprezentacji 77

n!
n+1

Dy -0 Ay () = DO, Xy (0) (A.10)

Reasumujac, udalo sie wyrazi¢ czes$¢ wyrazen zbudowanych z pol cechowania i ich
pochodnych poprzez obiekty ztozone z tensoréw pol cechowania oraz ich pochodnych oraz
wyzerowaé pozostala czes¢ w punkcie xg, czyli w tak wybranym cechowaniu pierwotna

funkcja Lagrange’a
E([L’U) = E(@Z(Z’O), GM..OM@Z-(Q:O), Ai(.ﬁﬂo), 8M1...8MMA£([BU)) = (A 11)
= ’CI((I)l ($0)7 aﬂl "'alhz(Pi(xo)? 6#1 "'aﬂ'le{p(xO))

A.5 Zamiana pochodnych czastkowych na kowariantne

Jesli zamienimy w £’ (A.11) zwykle pochodne na kowariantne, to przyjmie on postac
z rownania (A.1), do ktorej dazymy. Jak zauwazymy, ta zamiana nie zmienia postaci
funkcji Lagrange’a w punkcie xg. W tym celu wykazemy najpierw indukcyjnie posrednie
przeksztatcenie postaci pochodnych pola materii:

00 ® =D, .. D, &+ Z (A.12)

gdzie Z jest kombinacjg liniowa iloczynéw pochodnych pél cechowania i pochodnych ko-
wariantnych pola materii:

Z =Y "T[an(d"A,,)(D'®) (A.13)

gdzie o to pewne state wspolezynniki, zas dla skrécenia zapisu nie wypisalismy indeksow
poszczegblnych pochodnych. Pozniej istotnym okaze sie fakt, ze zawsze k jest Scisle mniejsze
od n. W tym dowodzie chodzi o wykazanie, iz po wydzieleniu ztozenia samych pochod-
nych kowariantnych, reszte wyrazen skladajacych si¢ na 9,,...0,, ® mozna sprowadzi¢ do
postaci Z.

Dla pojedynczej pochodnej (n = 1) powyzsze zalozenie indukcyjne jest spetnione:
u® = (D, —igA,)® = D, —ig(A,)(P) (A.14)

Zakladajac (A.12) i pamietajac iz, z definicji, pochodne kowariantne pol transformuja sie
tak jak same pola, wiec dziata na nie taka sama pochodna kowariantna otrzymujemy:

(A.12)

D0 ® =" (Dyusy — 19 A4 ) Dy Dy @ + 0y D [ (07 A,,) (D' )
= Dyps Dy - Dy @ + Z H Oékl[(a“n-t—lakAPk)(qu)) + (akAPk)(DN7t+lDl(I)>+
—ig(9" Ay, ) (A, )(D'®)] — ig(Ay,,,) (D, Dy @)
= Dy Dy Dy ® + 3" T v [(9¥ A, ) (D' ®)]

0

Hn+1

(A.15)

co dowodzi postaci rozktadu (A.12) dla dowolnego n.
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Na mocy (A.10) otrzymujemy w punkcie zq:

(OO @) (w0) = 3 [T bt (O -0y Xp) (0) (D' @) () (A.16)

Udato nam sie juz pozby¢ zwyktych pochodnych pél materii, sprobujmy domknaé¢ zamiane
zwyktych pochodnych na kowariantne, usuwajac zwykte pochodne tensoréow pol cechowa-
nia. W ich wypadku

0,X}, = (DuX,,)" —igf"F AT X (A.17)

Jak wida¢, we wzorze (A.12) przy zamianie ® na X[ zmieni si¢ wylacznie struktura
grupowa wyrazenia Z przy zachowaniu jego charakteru - dowod indukeyjny ma analogiczny
przebieg jak poprzednio, prowadzac do wniosku:

Oy -0 XLy = (D Dy Xupp) ' + 3 [T ¥ (0 AN (D X ) (A.18)

Uka

By pozby¢ sie zwyklych pochodnych poél cechowania, wzor (A.9) rowniez zastosowad
musimy indukcyjnie, dowodzac:

Oy -0 Xy (20) = (D - Dy Xp) (0) + 3 [T (DX, ) (@o) (A.19)

gdzie pomineliSmy potencjalnie skomplikowang strukture grupows iloczynu.
Dlan=1:

0, X" (20) "2 (D X,p) (w0) — ig ™ (AL (o)) (XE ) (w0) ‘2 (DuX,) (w0)  (A.20)

Zaktadajac, ze (A.19) zachodzi dla wszystkich n < m, rozwazamy:

Do D10y X1 (0) P2 (D 2Dy X () + 3 T alt (08 AR (D' X", ) (o)

(

>

.9

"Dy Dy Xo) (00) +
+ Z H (7% Ika a(l/kfl "'amXVk)lsk]Ik (IO)(DZX‘;]:%)(xO)

(A.21)
ale pod suma zawsze k < m, a zatem na mocy (A.19):
aﬂma/—’“m—l"'aﬂle{p(xO) = (Dﬂm D X )I< )+
+ Z H Oékl D Xo':o' {[‘D(Vk 1"'DV1XVk)5k]I<x0)+
(A.22)

+ 3 [T (DX, (20)}
= (Dypp Dy Xop) IO ”‘ZHOW Dk/ ;]k,/a ) (o)

co konczy dowod indukeyjny dla dowolnego m.

Podsumowujac, udalto sie wyrazi¢ pochodne tensoréw pél cechowania wyltacznie poprzez
pochodne kowariantne tychze obiektow, a zatem pochodne po6l materii rowniez dane sa
przez kombinacje pochodnych kowariantnych tych pol oraz pochodnych kowariantnych
tensorow pol cechowania.
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Ostatecznie
,C(SCQ) = £((I)Z (.To), aul ...qu)i (.170), Ai(ﬂ?o), 8“1 OHmAi(xO))

' ' (A.23)
= L"(Pi(x0), Dyy - Dy, ®i(0), (Dpyy - Dy Xop)™ (70))

Jak zauwazyliSmy we wstepie, zapisanie niezmienniczej wzgledem lokalnych transformacji

cechowania gestosci lagranzjanu w postaci sumy dwoch wyrazeni, z ktorych pierwsze

rOwniez jest niezmiennicze, a drugie wynosi zero w dowolnie wybranym punkcie xg w

pewnym cechowaniu oznacza, ze drugie wyrazenie musi zerowaé sie we wszystkich punktach.
Ostatecznym wnioskiem jest, iz zamiast rozwaza¢ niezmiennicze wzgledem lokalnych trans-

formacji cechowania funkcje Lagrange’a wyrazone jako wielomiany w

I I
i, 0y -0, Pis Ay Oy -0 A
mozna rozwazaé¢ niezmiennicze wzgledem lokalnych transformacji cechowania funkcje
Lagrange’a wyrazone jako wielomiany w

¢i7 Dul"'Dll/n¢7 XI (DMI"'DH'NLXHV)I

Qv

B Konwencje i podstawowe tozsamoS$ci

Ostateczna baza operatoréow wymiaru 5 i 6 jest niezalezna od wyboru wspotczynnikow w
ponizszych wyrazeniach, ale zmieniaja one m.in. cze$¢ znakéw w rachunkach. Stosujemy
nastepujaca konwencje:

e Komutatory generatorow grupy cechowania, generowanej przez {74}, wyznaczaja
state struktury algebry:
(T4, T8 =i fABCTC (B.1)
W szcezegolnosei generatory reprezentacji fundamentalnej grupy SU (2) sa proporcjo-
nalne do macierzy Pauliego T = 177, co prowadzi do stalych struktury ich algebry w
postaci calkowicie antysymetrycznego symbolu Levi - Civity e//%. Macierze Pauliego
spetniaja tez relacje:
{1, 77} = 26"71 (B.2)

Dla grupy SU(3) sens ma rowniez zdefiniowanie catkowicie symetrycznych statych
dABC:

1
{T4, T8} = a*B°T° + gaAng (B.3)

Dalej poprzez T oznaczamy generatory reprezentacji fundamentalnej dowolnej grupy
cechowania.

e Definiujac tensor pola cechowania poprzez komutator pochodnych kowariantnych
dziatajacych na pole materii

(D, D,])® = igX,T"® =: igX,,® (B.4)
otrzymujemy jego nastepujaca postac:

X;‘V =0,A} — aVA;j —q fABCAfAS (B.5)
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e Dla nastepujacego dziatania pochodnej kowariantnej na tensor pola cechowania

(D, X,,)" = 5ACaNX§p +ig fABCX,{?XVC; (B.6)

komutator pochodnych kowariantnych w dziataniu na tensor pola cechowania przyj-
muje postac
A ABC yvB yC
([DH’ DV}XPU) = gf X/J,UXpU (B7)

e Korzysta¢ bedziemy z nastepujacej konwencji zapisu antysymetryzowanego iloczynu
dwo6ch macierzy Diraca:
Opy = %[,YIJJ '71/] (BS)

e Tensor dualny do danego oznaczamy standardowo z dodatkowa normalizacja:

X = Lo x (B.9)

e Przyjmujemy nastepujacag normalizacje generatoréw grup cechowania:
Tr (TAT?) = 367 (B.10)

o W tej konwencji prawdziwa jest tozsamo$¢ wiazaca generatory reprezentacji fundamen-
talnych grup SU(N):

e Przy redukcji liczby liniowo niezaleznych operatoréw korzysta¢ bedziemy z tozsamosci
Bianchi:

D X' =0 & ¢7D,X,, =0 & DuX,+ DX, +D,X, =0 (B12)

Fakt 1 Bedziemy korzysta¢ takze z wlasnosci symetrii iloczynu dwoch wzajemnie dualnych
tensorow antysymetrycznych. Wykazemy tu poprawnosé¢ wzoru

XWX = =15 P X X (B.13)

Wybierzmy zapozyczone z elektrodynamiki oznaczenia dla sktadowych ogblnego tensora
antysymetrycznego X,

X,, = (B.14)

W tej notacji otrzymujemy:

0 By, By DBj
—Bl 0 —Eg E2
—BQ E3 0 —E1
—Bs —E, FE; 0

y;;p _ %GV'OU(SXU(S _ = Xup{E — —B} (B15)
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Teraz juz bardzo tatwo przekonac sie, ze

—

XWX = (E-B)j,f
za$ prawa strona wykazywanego wzoru wynosi
XX = —4(E - B)

co koriczy dowod.

Fakt 2 We wnioskowaniu wykorzystujemy rowniez tozsamosci zwigzane z wyznacznikiem.
Zauwazmy, ze dla dowolnych macierzy M, ., prawdziwa jest tozsamos¢:

e Moy ot oo Mayyar, = e det M (B.16)
Wynika ona z definicji wyznacznika

detM = Z sgn(o) Myay1.-- My (B.17)
geS™
ktory dla indeksow {a], ..., a!,} w miejsce {1,...,n} daje wynik e det M, o czym tatwo
bezposrednio sie przekonac.

C Niezmienniki transformacji cechowania

Dowiedziemy tu niezmienniczo$ci wzgledem dziatania grupy cechowania SM tych sposrod
wykorzystanych w pracy wyrazen, w przypadku ktorych dowdd ten jest bezposrednim
rozwazeniem transformacji cechowania danego obiektu. Przeanalizujemy tu tylko dziatanie
reprezentacji grup nieabelowych, analiza zachowania hipertadunku sprowadza sie bowiem
do prostego zsumowania hipertadunkéw pol wystepujacych w danym operatorze, przy
czym tadunki pol sprzezonych wchodzag do sumy z ujemnym znakiem. Dowody przeprowa-
dzimy dla réznych pol nalezacych do danej reprezentacji grupy cechowania - w niniejszej
pracy bardzo czesto w danym wyrazeniu wystepujg identyczne obiekty, jednak poprawne
wnioskowanie poprzez rozklady iloczynoéw tensorowych wymaga przeprowadzanej tu ana-
lizy.

Przeanalizujmy niezmienniki zbudowane z po6l @, ktore nastepujaco transformuja sie
wedle tej samej unitarnej reprezentacji U pewnej grupy Liego:

PP =Ud = "' Tp

W niniejszej klasyfikacji bardzo czesto wykorzystywane sg operatory kilku rodzajow, kto-
rych niezmienniczego charakteru dowodzimy ponizej. Dla wiekszej przejrzystosci wyko-
rzystamy skrotowe oznaczenie form biliniowych (w rachunkach beda bowiem odgrywaé
wylacznie statyczna role) (A) := (®!T4®,), podobnie ([A, B]) := (®[T4, TF)®;).

o Wyrazenie (®1®,) transformuje sie nastepujaco:

(®1Dy) — (BIUTUD,) V'L (3] @) (C.1)
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e Wyrazenie (QDITAQ)Q)(QDQTA(M) pod dzialaniem transformacji infinitezymalnej zmie-
nia sie o (uwzgledniajac tylko wyrazenia liniowe w parametrach transformacji):

5 = ig WP (OT?, T4)y) (LT D) + ig'w® (O]T4 o) (B[T7, T|0y)
= ig'w? FPAI(C)(A) + (A)(O)]
= ig WP [fPAC + F5C(C)(A)

=0

(@I TAD,) (@I TADy)

(C.2)

e Infinitezymalna transformacja operatora postaci fABC (®IT4®,)(PITED,) (BLTC )
pozostawia nas z liniowym dodatkiem:

8 paneaypyc) = w” fFAP(D, AN(B)(C) + (A)([D. BI)(C) + (A)(B)([D, C])}
— —wD{fABCfDAE(E)(B)(C> + fABCfDBE(A) (E) (C)
+ fAPCFPCE(A)(B)(E)}
(C.3)

co, gdy zmienimy nazwy indeksow w drugim i trzecim wyrazeniu, odpowiednio
{A— E — B — A} oraz {A — E — C — A}, prowadzi do wyrazenia

dpane(aypycy = —w  (B)(B)(C)(fAPCfPAF 4 fRAC PAB 4 pEBADAC) —(C.4)

Okazuje sie za$, ze wyrazenie w nawiasie znika na mocy tozsamosci Jacobiego, co
wida¢ po kilku przeksztalceniach:

(fABCfDAE + fEACfDAB + fEBAfDAC)TE _
— fABC[TD,TA] 4 fDAB[TA,TC] + fDAC[TB,TA]
=[P, 1177, TN + [T°,[T°, TP]) + [T, [T, T7)]
=0

(C.5)

Dowodzi to niezmienniczosci operatoréw rozwazanej postaci.
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