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Streszczenie

W niniejszej pracy rozwa»ane s¡ operatory o wymiarze masowym 5 i 6
tzn. ∼ (GeV )5 i ∼ (GeV )6, mog¡ce pojawi¢ si¦ w teoriach efektywnych
oddziaªywa« pomi¦dzy polami Modelu Standardowego. Przy wykorzystaniu
równa« Eulera-Lagrange'a wynikaj¡cych z klasycznego lagran»janu Modelu
Standardowego znajdowana jest baza 59 liniowo niezale»nych operatorów
zachowuj¡cych jego symetrie (cechowania i lorentzowsk¡) oraz globaln¡ liczb¦
barionow¡ i leptonow¡.

Klasy�kacja ta prowadzi do korekty wyników pracy [1], istotnie redukuj¡c
podan¡ w niej baz¦ niezale»nych operatorów, która niepotrzebnie zawie-
ra m.in. wyra»enia zawieraj¡ce pochodn¡ kowariantn¡ dziaªaj¡c¡ na pole
fermionowe.

Sªowa kluczowe

operatory wy»szych wymiarów, Model Standardowy, teorie efektywne

Dziedzina pracy

13.2 �zyka

Tytuª pracy w j¦zyku angielskim

Classi�cation of higher-dimensional operators in the

Standard Model
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1 Wst¦p

Model Standardowy (oznaczany dalej skrótem SM) jest teori¡ dobrze opisuj¡c¡ oddziaªy-

wania mi¦dzy znanymi cz¡stkami elementarnymi w caªej przebadanej dot¡d do±wiadczalnie

skali energii, czego dowodz¡ wyniki wielkiej liczby do±wiadcze«, zebrane w zestawieniu [2].

Model ten nie proponuje jednak satysfakcjonuj¡cyh rozwi¡za« dla istotnych problemów

�zycznych, takich jak problem hierarchii czy mechanizm ªamania symetrii CP, który w SM

nie wystarcza do wyja±nienia asymetrii mi¦dzy materi¡ a antymateri¡ w obserwowanym

Wszech±wiecie1. Zagadnienia te, wraz z d¡»eniem do peªniejszej uni�kacji oddziaªywa«,

daj¡ podstawy przekonaniom o istnieniu szerszej teorii, której grupa cechowania zawiera-

ªaby jako podgrup¦ grup¦ cechowania SM.

Poniewa» w przebadanym jak dot¡d zakresie energii przewidywania SM s¡ doskonale

zgodne z wynikami do±wiadczalnymi, poprawki zwi¡zane z efektami "nowej �zyki�, obecnej

w rozszerzeniach SM, musz¡ zatem by¢ odpowiednio maªe. Teorie takie musz¡ równie»

zawiera¢ wszystkie pola Modelu Standardowego oraz zachowywa¢ jego symetrie. Bozon

Higgsa, nie znaleziony dot¡d w eksperymentach, a priori mógªby by¢ w nich nieobecny, tu

jednak ograniczymy si¦ do teorii go zawieraj¡cych. Zachowanie symetrii cechowania SM

jest tu bezdyskusyjnym warunkiem, za± zachowanie liczby barionowej i liczb leptono-

wych (tych ostatnich dla ka»dego zapachu z osobna) zostaªo potwierdzone jest przez

do±wiadczenie na stosunkowo wysokim poziomie precyzji2.

Implikacje modeli uogólniaj¡cych SM byªyby w peªni widoczne w procesach osi¡ga-

j¡cych wystarczaj¡co wysokie energie oddziaªywa«. Przy ni»szych energiach manifestuj¡

si¦ one w ramach teorii efektywnych, w których zjawiska zwi¡zane z szerszymi teoriami

przejawiaj¡ si¦ w postaci poprawek do lagran»janu Modelu Standardowego. Mo»na je

sformuªowa¢ poprzez wycaªkowanie (w formalizmie kwantyzacji za pomoc¡ caªek funkcjo-

nalnych po kon�guracjach pól) pól odpowiadaj¡cych cz¡stkom o du»ych masach. W ten

sposób w funkcji Lagrange'a SM pojawiaj¡ si¦ nowe operatory3, które w przypadku teorii,

do których stosuje si¦ postulat odprz¦gania Appelquista-Carazzone [5], zapisa¢ mo»na

jako szereg pot¦gowy o parametrze równym odwrotno±ci typowej skali mas usuni¦tych z

teorii pól. Znane s¡ przy tym modele, np. opisany w pracy [6], w których tego rodzaju

odprz¦ganie nie zachodzi. W bardziej typowych przypadkach otrzymujemy jednak nast¦pu-

j¡c¡ posta¢ lagran»janu:

L = L(4)
SM + 1

Λ

∑
i

c
(5)
i O

(5)
i + 1

Λ2

∑
i

c
(6)
i O

(6)
i +O( 1

Λ3 ) (1.0.1)

Wspóªczynniki wyst¦puj¡ce w takim rozwini¦ciu s¡ wyra»eniami zbudowanymi z pól SM

i ich pochodnych. Przy obecnej dokªadno±ci pomiarów i dla odpowiednio du»ej skali mas

1To stwierdzenie zwykle opierane jest na pracach [3], jednak ostatnio ukazaªa si¦ tak»e publikacja [4],

proponuj¡ca zgodne z wnioskami kosmologicznymi mechanizmy bariogenezy, oparte wyª¡cznie o ªamanie

symetrii CP w ramach SM.
2"Je±li jedynym ¹ródªem ªamania zapachowych liczb leptonowych byªyby oscylacje lekkich neutrin,

to procesy takie jak µ→ eγ miaªyby nieobserwowalne prawdopodobie«stwa." cytuj¡c publikacj¦ Particle

Data Group [2].
3Nieco nie±ci±le, ale standardowo, stosowa¢ b¦dziemy tu poj¦cie "operatora" w stosunku do

wielomianów pól modelu, po kwantyzacji stanowi¡cych kombinacje operatorów dziaªaj¡cych na pewnej

przestrzeni Hilberta.
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usuni¦tych cz¡stek (maªego parametru szeregu pot¦gowego), wyrazy O
(

1
Λ3

)
s¡ na ogóª

zaniedbywalne.

Lagran»jan L(4)
SM zawiera wszystkie dozwolone przez symetri¦ cechowania i Lorentza

kombinacje pól wchodz¡cych w jego skªad o wymiarze masowym 4 (∼ (GeV )4), które nie

s¡ peªn¡ dywergencj¡, jak ∂µ
(
ψ̄γµψ

)
. Chc¡c sklasy�kowa¢ mo»liwe operatory efektywne

pojawiaj¡ce si¦ w równaniu (1.0.1), przeanalizowa¢ musimy wyra»enia o wymiarze masowym

5, jak i 6, gdy» dla wi¦kszo±ci pól niezmiennicze operatory pojawi¡ si¦ dopiero w drugim

czªonie rozwini¦cia. Interesuj¡ca jest lista operatorów, które nie s¡ równowa»ne ze wzgl¦du

na klasyczne równania ruchu, wynikaj¡ce z lagran»janu Modelu Standardowego, w prze-

ciwnym wypadku prowadziªyby bowiem do tych samych amplitud rozpraszania (odpo-

wiedni¡ argumentacj¦ znale¹¢ mo»na w pracach [7] � [9]).

Tak¡ klasy�kacj¦ zawiera praca W. Buchmüllera i D. Wylera "E�ective lagrangian

analysis of new interactions and �avour conservation" [1], jednak okazuje si¦, »e podana

tam lista operatorów jest zbyt obszerna - zawiera wyra»enia liniowo zale»ne (mi¦dzy

innymi w ±wietle równa« ruchu) od pozostaªych. Co wi¦cej, zale»ne operatory s¡ wyko-

rzystywane w wielu pracach zajmuj¡cych si¦ efektywnymi teoriami pola, ostatnio np. w

artykuªach [10], [11], [12]. Uzyskanie minimalnej listy niezale»nych operatorów jest wi¦c

bardzo wa»ne.

W niniejszej pracy wyka»emy, »e z listy niezale»nych operatorów niezmienniczych

usun¡¢ mo»na, mi¦dzy innymi, wszystkie wyra»enia zawieraj¡ce pochodn¡ kowariantn¡

dziaªaj¡c¡ na pole fermionowe. Dla kompletno±ci klasy�kujemy wszystkie mo»liwe opera-

tory, równie» te ªami¡ce globaln¡ liczb¦ barionow¡ i/lub leptonow¡. Ostatecznie, jak

wyka»emy, po peªnej redukcji uzyskuje si¦ 1 operator wymiaru 5, niezachowuj¡cy globalnej

liczby leptonowej oraz 64 niezmiennicze wyra»enia wymiaru 6. Skªada si¦ na nie 15

niezale»nych operatorów nie zawieraj¡cych pól fermionowych, 19 niezale»nych operato-

rów zawieraj¡cych nie tylko pola fermionowe oraz 30 wyra»e« zbudowanych z czterech

pól fermionowych, w tym 5 operatorów ªami¡cych zasad¦ zachowania zapachowej liczby

kwantowej barionów i/lub leptonów. Razem stanowi to baz¦ 59 operatorów zachowuj¡cych

globalne liczby barionow¡ i leptonow¡ oraz 6 wyra»e« je zmieniaj¡cych.

Praca ma nast¦puj¡c¡ struktur¦: w pierwszych rozdziaªach opisane s¡ podstawy analizy,

czyli struktura Modelu Standardowego - obecne w nim pola i de�niuj¡ca go g¦sto±¢ funkcji

Lagrange'a. W caªej analizie korzystamy z udowonionego w Dodatku A faktu, i» dowolny

niezmienniczy lagran»jan teorii pól z cechowaniem zapisany mo»e by¢ przy u»yciu pól

materii i tensorów pól cechowania oraz ich pochodnych kowariantnych - w kolejnym

podrozdziale klasy�kujemy te obiekty ze wzgl¦du na wymiar masowy. W nast¦pnym

rozdziale przedstawiamy schemat wnioskowania, wedle którego post¦pujemy przy klasy�-

kacji wszystkich operatorów, kªad¡c nacisk na wykorzystanie ich algebraicznej klasy�-

kacji z punktu widzenia reprezentacji grup cechowania - tu podstawowym narz¦dziem jest

rozkªad iloczynów tensorowych tych reprezentacji na sumy proste reprezentacji nieprzy-

wiedlnych.

Nast¦pnie przyst¡pimy do wªa±ciwej analizy, klasy�kuj¡c operatory niezmiennicze o

wymiarach masowych 5 i 6, najpierw te zªo»one wyª¡cznie z pól bozonowych i ich pochod-

nych kowariantnych, dopeªniaj¡c klasy�kacj¦ poprzez dodanie do rozwa»anych obiektów

pól fermionowych i na zako«czenie zajmuj¡c si¦ operatorami zbudowanymi z czterech

pól fermionowych. Kolejno±¢ analizy poszczególnych klas operatorów podyktowana jest
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przedstawionymi na Rys. 1 na s. 17 zale»no±ciami pomi¦dzy operatorami, wynikaj¡cymi z

równa« ruchu SM. W ostatniej cz¦±ci pracy porównamy otrzymane wyniki z prac¡ [1] oraz

podsumujemy przeprowadzone rozumowanie. W caªo±ci stosujemy konwencje, opisane w

Dodatku B, wykorzystuj¡c te» zebrane tam fakty. W Dodatku C zebrane zostaªy rachunki

dowodz¡ce niezmienniczo±ci typowych wyra»e« wykorzystywanych w pracy ze wzgl¦du na

transformacje cechowania .

2 Struktura Modelu Standardowego

2.1 Pola Modelu Standardowego

W niniejszej pracy rozpatrujemy pola w sensie klasycznym, jako funkcje o warto±ciach

zespolonych (pola spinorowe i skalarne pole Higgsa) i rzeczywistych (wektorowe pola

cechowania), okre±lone na czasoprzestrzeni Minkowskiego z metryk¡ ηµν o sygnaturze

(+ − −−). Pola grupowane s¡ w zestawy, w obr¦bie których mieszaj¡ je transformacje

cechowania, za± ka»de z osobna transformuje si¦ wedle odpowiedniej reprezentacji grupy

Poincaré. W niniejszej klasy�kacji oznaczenia oraz ogólny kierunek wnioskowania przejmu-

jemy z pracy [1].

Model Standardowy zawiera nast¦puj¡ce pola (indeksy i oraz a - sªaby izospin i kolor

- odpowiadaj¡ odpowiednio reprezentacjom fundamentalnym grup SU(2) i SU(3), I oraz

A - reprezentacjom doª¡czonym tych grup, a p numeruje generacje fermionów nazywane

zapachami):

Pola materii:

• lewoskr¦tne leptony: lip, i = 1, 2 (odpowiednio neutrino, naªadowany lepton) p =
1, 2, 3

• prawoskr¦tne naªadowane leptony: ep, p = 1, 2, 3

• lewoskr¦tne kwarki: qiap, i = 1, 2 (odpowiednio "górny","dolny"), a = 1, 2, 3 p =
1, 2, 3

• prawoskr¦tne kwarki: uap, dap (odpowiednio "górny","dolny"), a = 1, 2, 3 p =
1, 2, 3

• pola Higgsa: ϕi, i = 1, 2 , ozn. ϕ̃ = εϕ∗, sk¡d: ϕ̃† = −ϕT ε
gdzie

ε =
(

0 1
−1 0

)

Pola cechowania:

• gluony: GA
µ A = 1..8

• bozony W: W I
µ I = 1..3

• bozon B: Bµ
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2.1.1 Transformacje cechowania

Na zde�niowane powy»ej pola dziaªaj¡ transformacje cechowania, zde�niowane jako repre-

zentacje grupy generowanej przez {TA} w nast¦puj¡cy sposób:

Φ→ Φ′ = e−igω
ATAΦ (2.1.1)

gdzie g to odpowiednia staªa sprz¦»enia, za± ωA to parametry transformacji.

Grupa cechowania Modelu Standardowego jest iloczynem prostym grup Liego SU(3)×
SU(2)×U(1), za± jej reprezentacje s¡ zewn¦trznymi iloczynami tensorowymi reprezentacji

tych grup. Dziaªaj¡ one oddzielnie w odpowiadaj¡cych im przestrzeniach multipletów pól,

zatem w niniejszej analizie niezmienniczo±¢ ze wzgl¦du na dziaªanie poszczególnych grup

rozwa»a¢ b¦dziemy jako zestaw niezale»nych warunków.

Tabela 1 przedstawia struktur¦ cechowania pól Modelu Standardowego. Dla grup

nieabelowych zaznaczono w niej wymiary reprezentacji wedle których transformuj¡ si¦

pola, b¦d¡ce równie» ich konwencjonalnym oznaczeniem, za± dla grupy U(1) - hiperªadunki

(dalej oznacza¢ b¦dziemy j¡ jako U(1)Y ). Pola zespolenie sprz¦»one do danych transformuj¡

si¦ wedªug reprezentacji sprz¦»onych. Pola q, u, d, l, e wyst¦puj¡ w trzech generacjach

(odpowiadaj¡cy im indeks nie jest tu jawnie podany):

Pole
wymiar reprezentacji hiperªadunek

SU(3) SU(2) U(1)Y

Gµ 8 1 0

Wµ 1 3 0

Bµ 1 1 0

q 3 2 1
6

u 3 1 2
3

d 3 1 −1
3

l 1 2 −1
2

e 1 1 −1

ϕ 1 2 1
2

Tabela 1: Struktura reprezentacji grup cechowania Modelu Standardowego.

Niezmienniczy wzgl¦dem cechowania lagran»jan L(4)
SM w równaniu (1.0.1) jest automa-

tycznie niezmienniczy wzgl¦dem globalnych transformacji U(1)B i U(1)L, których ªadunki

nazywamy odpowiednio liczb¡ barionow¡ i leptonow¡. Liczby te przyporz¡dkowane s¡

nast¦puj¡co (pola zespolenie sprz¦»one maj¡ przeciwne liczby kwantowe):

Liczba barionowa:

q, u, d : +1
3
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q∗, u∗, d∗ : −1
3

pozostaªe : 0

Liczba leptonowa:

l, e : +1

l∗, e∗ : −1

pozostaªe : 0

W niniejszej pracy klasy�kujemy osobno operatory zachowuj¡ce b¡d¹ ªami¡ce te liczby.

Wyra»eniami zachowuj¡cymi tylko liczb¦ barionow¡ i leptonow¡ lecz ªami¡cymi zapach

mog¡ by¢ w ogólno±ci wszystkie operatory zawieraj¡ce pola fermionowe - na ich niezmien-

niczo±¢ wzgl¦dem transformacji cechowania i Lorentza nie ma wpªywu wybór zapachu

poszczególnych pól. Obiekty te s¡ ªatwe do zidenty�kowania bez dodatkowych oznacze«.

Niektóre z nich s¡ jednak ró»ne od zera lub niezale»ne od innych tylko, gdy skªadaj¡ce

si¦ na nie pola nale»¡ do ró»nych generacji, jak np. (q̄ip1up2)ε
ij(q̄jp3dp4). W takim wypadku

jawnie wypiszemy indeksy generacji wszystkich fermionów w danym wyra»eniu, które

mog¡ przyj¡¢ w ogólno±ci dowolne warto±ci, cho¢ do nieznikania wyra»enia potrzeba

zwykle, by odpowiednie dwa pola nale»aªy co najmniej do dwóch ró»nych generacji. Ope-

ratory ªami¡ce globalne liczby barionow¡ i/lub leptonow¡ opiszemy wyra¹nie zaznaczaj¡c

to w tek±cie.

Pochodna kowariantna w dziaªaniu na pole materii ma ogóln¡ posta¢

Dµ = ∂µ + igsT
AGA

µ + igSIW I
µ + ig′Y (2.1.2)

gdzie TA ≡ λA

2 to generator reprezentacji grupy SU(3), SI ≡ τI

2 to generator reprezentacji

grupy SU(2), a Y oznacza hiperªadunek pola, na które dziaªa pochodna.

Tensory pól cechowania Modelu Standardowego w stosowanej przez nas konwencji

(por. Dodatek B) dane s¡ przez komutator pochodnych kowariantnych i przyjmuj¡ nas-

t¦puj¡c¡ posta¢:

• dla SU(3)

GA
µν = ∂µG

A
ν − ∂νGA

µ − gsfABCGB
µG

C
ν (2.1.3)

• dla SU(2)

W I
µν = ∂µW

I
ν − ∂νW I

µ − gεIJKW J
µW

K
ν (2.1.4)

• dla U(1)Y
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (2.1.5)
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2.1.2 Transformacje Lorentza

Lagran»jan Modelu Standardowego jest niezmienniczy wzgl¦dem transformacji grupy

SL(2,C) b¦d¡cej podwójnym nakryciem grupy wªa±ciwych i ortochronicznych transformacji

Lorentza L+
↑ . Odpowiednie transformacje pól maj¡ schematycznie posta¢

Φ(x)→ O(g)Φ
(
Λ(g)−1x

)
,

gdzie g ∈ SL(2,C), Λ(g) ∈ L+
↑ , aO(g) dane jest przez pewn¡ nieprzywiedln¡ reprezentacj¦

SL(2,C). Mo»na zatem sklasy�kowa¢ pola i inne tensory lorentzowskie ze wzgl¦du na

przynale»no±¢ do odpowiedniej reprezentacji tej ostatniej grupy, generowanej przez re-

prezentacje algebry Liego sl(2,C). Ka»da z tych reprezentacji mo»e zosta¢ jednoznacznie

zidenty�kowana przez podanie dwóch liczb (P,Q), b¦d¡cych wielokrotno±ciami 1
2 .

Poni»sza tabela klasy�kuje pola, pochodne kowariantne i tensory pól cechowania w

Modelu Standardowym ze wzgl¦du na przynale»no±¢ do odpowiednich reprezentacji sl(2,C).

Tabela 2: Struktura lorentzowska Modelu Standardowego

Wyra»enie wektor tensor spinor Weyla

Vµ Xµν lewoskr¦tny ΨW
L prawoskr¦tny ΨW

R

Reprezentacja (1
2 ,

1
2) (1, 0)⊕ (0, 1) (1

2 , 0) (0, 1
2)

Obiekt GA
µ ,W

I
µ , Bµ, Dµ Wµν , Gµν , Bµν q, l u, d, e

Pola sprz¦»one do pól o danej skr¦tno±ci transformuj¡ si¦ równowa»nie wzgl¦dem pól

o przeciwnej skr¦tno±ci, co wykorzystamy w analizie operatorów z uwagi na reprezentacje

grupy Lorentza, zakªadaj¡c, »e ψ∗R transformuje si¦ wedle (1
2 , 0), za± ψ∗L wedªug (0, 1

2)

O ile wnioskowanie przy klasy�kacji niezmienników grupowych przeprowadzimy dla

spinorów Weyla ψW , to (z racji zwykle przyjmowanych konwencji) do samego ich zapisu

stosowa¢ b¦dziemy czterowymiarowe bispinory Diraca ψ. W reprezentacji chiralnej wza-

jemnie tªumaczy si¦ je w tych j¦zykach nast¦puj¡co:

ψLα :=
(
ψWLα

0

)
(2.1.1)

ψRα :=
(

0
εψWR

)
=
(

0
ψWα̇
R

)
(2.1.2)

gdzie ε =
(

0 1
−1 0

)
(2.1.3)

za± macierze Diraca γµ wyra»aj¡ si¦ poprzez macierze Pauliego σk, k = 1..3, uzupeªnione
macierz¡ jednostkow¡ σ0 = I2 :

γ0 =
(

0 I2

I2 0

)
γk =

(
0 σk

−σk 0

)
(2.1.4)
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W tej reprezentacji macierz γ5 ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

γ5 =
(
−I2 0

0 I2

)
(2.1.5)

By nie wypisywa¢ jawnie indeksów spinorowych, przyjrzyjmy si¦ dokªadniej niezmiennikom

dziaªania grupy SL(2,C) (wyprowadzonym np. w ksi¡»ce [14], do której dopasowujemy

równie» notacj¦, w której εαβ = εαβ = εα̇β̇ = εα̇β̇). Poni»sze oznaczenia niezmienników i

wektorów zaczerpni¦te zostaªy z ksi¡»ki [15] i s¡ zgodne z tymi wykorzystanymi w pracy [1]

(stosuje si¦ w niej co prawda inne de�nicje wspomnianych macierzy ε dla spinorów lewo- i

prawoskr¦tnych, ale ostateczn¡ symbolik¦ mo»na uzgodni¢, jak poni»ej). Zwró¢my uwag¦,

»e oznaczenia te s¡ nietrywialne, to znaczy nie s¡ konsystentne z zapisem macierzowym,

co widoczne jest w porównaniu zapisu singletów i wektorów lorentzowskich. Powinny by¢

raczej interpretowane jako zapis takiego zw¦»enia indeksów wyst¦puj¡cych obiektów, »e

caªy iloczyn transformuje si¦ wedle odpowiedniej reprezentacji grupy Lorentza. Pierwsze

wyra»enia w wierszach poni»ej zapisane s¡ w intuicyjnej konwencji macierzowej uTMv =
uαMαβvβ.

Singlety:

(ψWL/R)T εψ
′W
L/R = (ψWL/R)α(ψ

′W
L/R)α =: ψTL/Rψ

′
L/R (2.1.6)

ψW †L/Rεψ
′W
R/L =: ψ̄L/Rψ′R/L (2.1.7)

Wektory:

(ψWR/L)T εTσµεψ
′W
L/R = (ψWR/L)ασµ

αβ̇
(ψ
′W
L/R)β̇ =: ψTR/Lγ

µψL/R (2.1.8)

ψW †L/Rε
Tσµεψ

′W
L/R = (ψW †L/R)ασµ

αβ̇
(ψ
′W
L/R)β̇ =: ψ̄L/Rγµψ′L/R (2.1.9)

Tensory 2-go rz¦du:

(ψWL/R)T εTσµνεψ
′W
L/R = (ψWL/R)ασµναβ(ψ

′W
L/R)β =: ψTL/Rψ

′
L/R (2.1.10)

ψW †R/Lε
Tσµνεψ

′W
L/R = (ψW †R/L)ασµναβ(ψ

′W
L/R)β =: ψ̄R/Lψ′L/R (2.1.11)

2.2 G¦sto±¢ funkcji Lagrange'a i równania ruchu

G¦sto±¢ lagran»janu Modelu Standardowego w funkcji uprzednio zde�niowanych pól ma

posta¢ (przed spontanicznym zªamaniem symetrii elektrosªabej):

L0 = −1
4G

A
µνG

Aµν − 1
4W

I
µνW

Iµν − 1
4BµνB

µν

+ (Dµϕ)†(Dµϕ) +m2ϕ†ϕ− 1
2λ(ϕ†ϕ)2

+ il̄ 6Dl + iē 6De+ iq̄ 6Dq + iū 6Du+ id̄ 6Dd+

− [(l̄Γee)ϕ+ (q̄Γuu)ϕ̃+ (q̄Γdd)ϕ+ h.c.]

(2.2.1)

gdzie Γ to macierze staªych Yukawy w przestrzeni zapachu. Wyra»enia iψ̄ 6Dψ s¡ w

niej proporcjonalne do macierzy jednostkowej, co osi¡gamy poprzez rede�nicj¦ pól rz¡d

po rz¦dzie w rachunku zaburze«. W równaniu (2.2.1) pomin¦lismy wyraz θQCDG
A
µνG̃

Aµν
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b¦dacy peªn¡ dywergencj¡ obiektu zale»nego od cechowania. Wyraz ten mo»e mie¢ znaczenie

�zyczne w zale»no±ci od topologii czasoprzestrzeni.

Klasyczne równania Eulera - Lagrange'a maj¡ posta¢:

l̄i : i 6Dli − Γeeϕi = 0 (2.2.2)

ē : i 6De− Γ†eϕ
†l = 0 (2.2.3)

q̄αi : i 6Dqαi − Γuuα(ϕ̃)− Γddαϕi = 0 (2.2.4)

ūα : i 6Duα − Γ†uq
αϕ̃ = 0 (2.2.5)

d̄α : i 6Ddα − Γ†dϕ
†qα = 0 (2.2.6)

ϕ∗i : − (DµD
µϕ)i +m2ϕi − λϕi(ϕ†ϕ)− Γ†eliē− Γuq̄juεji − Γ†dqid̄ = 0 (2.2.7)

Bµ : ∂µBµν + g′(1
2 l̄γ

µl + ēγµe− 1
6 q̄γ

µq − 2
3 ūγ

µu+ 1
3 d̄γ

µd− i
2ϕ
† ↔
D
µ
ϕ) = 0 (2.2.8)

W I
µ : (DνW

νµ)I − 1
2g(iϕ†

↔
D τ Iϕ+ l̄γµτ I l + q̄γµτ Iq) = 0 (2.2.9)

GA
µ : (DνG

νµ)A − 1
2gs(q̄γ

µλAq + ūγµλAu+ d̄γµλAd) = 0 (2.2.10)

2.3 Fundamentalne obiekty u»ywane do konstrukcji operatorów

wy»szych rz¦dów

W niniejszej pracy rozwa»ane s¡ wyra»enia o wymiarze masowym 5 i 6 tzn. ∼ (GeV )5

i ∼ (GeV )6, mog¡ce pojawi¢ si¦ w teoriach efektywnych oddziaªywa« pomi¦dzy polami

Modelu Standardowego. Musz¡ one zachowywa¢ jego symetrie (cechowania i lorentzowsk¡),

a zatem s¡ wielomianami jednorodnymi pól materii Modelu Standardowego, tensorów

pól cechowania i ich pochodnych kowariantnych. Wybór takiej postaci dopuszczalnych

wyra»e« uzasadniony zostaª w Dodatku A. Wyra»enia te nazywa¢ b¦dziemy operatorami,

gdy» po kwantyzacji teorii s¡ one kombinacjami liniowymi operatorów dziaªaj¡cych na

przestrzeni Hilberta stanów kwantowych ukªadu. Tabela 1 zawiera list¦ obiektów z któ-

rych budowa¢ b¦dziemy niezmiennicze wielomiany jednorodne, zestawiaj¡c ich wymiary.

Rodzaj wektor Vµ tensor Xµν spinor Ψ skalar ϕ

Wymiar (GeV )1 (GeV )2 (GeV )
3
2 (GeV )1

Obiekt Dµ Fµν , Gµν , Bµν q, l, u, d, e ϕ

Tabela 3: Wymiary pól w jednostkach ~=c=1.

W zapisie wszystkich równo±ci staramy si¦ nie wypisywa¢ jawnie mo»liwie wielu indeksów

po których ma miejsce sumowanie, w szczególno±ci nigdy nie podajemy sumowania po

indeksach spinorowych (s i s' w poni»szym przykªadzie):

(ϕ†l)γµ(l̄Dµϕ) ≡ ϕ∗I lisγ
µ
ss′ l̄

j
s′(Dµϕ)j
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Podobnie nie umieszczamy indeksów odpowiadaj¡cych kolorowi i izospinowi w reprezen-

tacji fundamentalnej, gdy» sumowanie jest zwykle naturalne:

ūσµν(ϕ̃†τ Iq)W I
µν ≡ ūαs σ

µν
ss′(ϕ

T
i εjiτ

I
jkq

α
s′k)W

I
µν

Tylko tam gdzie nie da si¦ uj¡¢ wszystkich iloczynów w postaci iloczynów wektorów i

macierzy, odpowiednie indeksy wypiszemy jawnie.

Wyra»enia zespolenie sprz¦»one do rozwa»anych operatorów równie» speªniaj¡ wymagane

symetrie, gdy» reprezentacja jednowymiarowa zawsze jest rzeczywista. Wypisywa¢ b¦dziemy

tylko jeden spo±ród wzajemnie sprz¦»onej pary dopuszczalnych operatorów.

3 Schemat wnioskowania

Transformacje cechowania i Lorentza nie mieszaj¡ pól materii z tensorami pól cecho-

wania i nie zmieniaj¡ rz¦du i poªo»enia pochodnych kowariantnych, wi¦c zachowuj¡ rz¡d

wielomianu jednorodnego w ka»dym z wymienionych obiektów. Mo»emy zatem rozpatrywa¢

niezmienniczo±¢ ka»dego operatora wzgl¦dem tych przeksztaªce« niezale»nie.

Wszystkie klasy�kacje prezentowane w dalszej cz¦±ci pracy przebiegaj¡ wedªug schematu:

1. Analiza wymiarowa prowadz¡ca do okre±lenia, jakie obiekty mog¡ skªada¢ si¦ na

operator o danym wymiarze.

2. Narzucenie symetrii ze wzgl¦du na transformacje cechowania.

Rozkªady iloczynów tensorowych reprezentacji okre±laj¡, ile niezmienniczych i nie-

równowa»nych kombinacji elementów multipletów pól mo»na stworzy¢ (szczegóªowa

analiza zawarta jest w podrozdziale 3.1). Zwró¢my uwag¦, i» na tym etapie liczba

singletów w rozkªadzie iloczynu tensorowego reprezentacji jest liczb¡ liniowo nieza-

le»nych kombinacji skªadowych pól w przypadku, gdy pola wyst¦puj¡ce w iloczynie

(ju» albo sprz¦»one albo nie) s¡ ró»ne. W przypadku niektórych operatorów efek-

tywnych mo»e tak nie by¢ i oka»e si¦, »e niezale»nych wyra»e« jest mniej. Przez

liniow¡ niezale»no±¢ rozumiemy przy tym niezale»no±¢ w sensie funkcji:

operatory Ai : M → C, i ∈ I (M-przestrze« Minkowskiego) s¡ liniowo niezale»ne

⇔ [(∀x∈V
∑
i∈I ζiAi(x) = 0, ζi ∈ C)⇒ (∀i∈Iζi = 0)] .

3. Podanie bazy kombinacji pól rozpinaj¡cej przestrze« wyra»e« niezmienniczych wzgl¦-

dem transformacji cechowania, odpowiadaj¡c¡ singletom w rozkªadach odpowiednich

iloczynów tensorowych. Zaznaczona w rozkªadach liczba singletów okre±la wymiar

tej przestrzeni.

4. Narzucenie niezmienniczo±ci wzgl¦dem dziaªania grupy Lorentza.

Przeprowadzimy je na dwa sposoby. W przypadku konstruowania wyra»e« zawiera-

j¡cych wyª¡cznie skalary i wektory lorentzowskie oprzemy si¦ na twierdzeniu, i»

jedynymi niezmienniczymi tensorami lorentzowskimi s¡ tensor metryczny ηµν oraz
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caªkowicie antysymetryczny symbol Levi-Civity w 4 wymiarach εµνρσ. Wszystkie

skªadowe lorentzowskie pól musz¡ by¢ zatem zw¦»one poprzez η b¡d¹ ε.

W przypadku operatorów zawieraj¡cych pola fermionowe, dla których wspomniany

fakt nie ma zastosowania, dokonamy analizy w peªni analogicznej do kroku przepro-

wadzonego dla grup cechowania, to znaczy przeanalizujemy iloczyny tensorowe odpo-

wiednich reprezentacji wªa±ciwej grupy Lorentza.

5. Redukcja zbioru operatorów w oparciu o ich wªasno±ci algebraiczne.

Dokonamy go z uwagi na sam¡ struktur¦ obiektów, tak¡ jak antysymetria tensorów

pól cechowania: Xµν = −Xνµ czy inne wªasno±ci, jak to»samo±¢ Bianchi.

6. Wyodr¦bnienie minimalnego zbioru liniowo niezale»nych operatorów przy pomocy

równa« ruchu Modelu Standardowego.

Klasy�kacj¦ przeprowadzimy po kolei dla ka»dej klasy operatorów zbudowanych z zestawu

obiektów okre±lonego rodzaju. W tek±cie klasy operatorów oznacza¢ b¦dziemy za pomoc¡

wzi¦tych w ramki zestawów symboli ϕ, ψ, X, D, reprezentuj¡cych fundamentalne obiek-

ty zebrane w Tabeli 3. Wraz z kolejnymi szczeblami analizy do zapisu poszczególnych

operatorów niezmienniczych dodawa¢ b¦dziemy kolejne elementy ich struktury. I tak np.

na etapie klasy�kacji niezmienników transformacji cechowania cz¦sto nieistotna b¦dzie

struktura lorentzowska, tzn. tak¡ analiz¦ przeprowadzi¢ mo»emy dla ka»dej skªadowej

lorentzowskiej z osobna. Nieistotnej w danym momencie struktury nie b¦dziemy odwzo-

rowywa¢ - np. przez (q†q)e∗e oznaczymy niezmienniczy ze wzgl¦du na transformacje cecho-

wania operator o tym skªadzie pól.

W redukcji operatorów za pomoc¡ równa« ruchu i pomijania peªnej dywergencji pól

b¦dziemy stara¢ si¦ usun¡¢ operatory zawieraj¡ce pochodne, wykazuj¡c zale»no±¢ kolejnych

klas wyra»e« od innych wedle schematu na Rys.1. Nie scharakteryzujemy zale»no±ci

konkretnych operatorów od pozostaªych, pozostaj¡c na poziomie ogólno±ci klas.

3.1 Rozkªad iloczynów tensorowych reprezentacji grup Liego

Klasy�kacja wielomianów jednorodnych niezmienniczych ze wzgl¦du na transformacje

cechowania oparta zostanie o rozkªad iloczynów tensorowych reprezentacji grup cechowa-

nia na sum¦ prosta reprezentacji nieprzywiedlnych. Odwoªywa¢ b¦dziemy si¦ do rozkªadów

algebr Liego grup cechowania, generuj¡cych reprezentacje grup. Okre±laj¡ one analogiczny

rozkªad indukowanych przez nie reprezentacji grup Liego. Poni»ej podane s¡ wyst¦puj¡ce

w analizie iloczyny tensorowe (w wi¦kszo±ci zaczerpni¦te z pracy [13])- reprezentacje

identy�kujemy wyª¡cznie poprzez ich wymiar D̂ oraz ewentualnie sprz¦»enie zespolone re-

prezentacji o identycznych wymiarach. Interesowa¢ b¦dzie nas jedynie czy rozkªad zawiera

reprezentacj¦ trywialn¡ (jednowymiarow¡). Poprzez ˆ̄D oznaczono reprezentacj¦ sprz¦»on¡

a zapis n · D̂ oznacza n-krotne wyst¡pienie reprezentacji D̂ w sumie prostej.
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Rysunek 1: Schemat redukcji operatorów. Szarym tªem wyró»niono klasy zawieraj¡ce

niezale»ne operatory. Przerywane linie to ±lady po usuni¦ciu tylko cz¦±ci spo±ród opera-

torów danej klasy.

• Reprezentacje su(2):

2̂⊗ 2̂ = 1̂⊕ 3̂ (3.1.1)

2̂⊗ 3̂ = 2̂⊕ 4̂ (3.1.2)

2̂⊗ 4̂ = 3̂⊕ 5̂ (3.1.3)

3̂⊗ 3̂ = 1̂⊕ 3̂⊕ 5̂ (3.1.4)

2̂⊗ 2̂⊗ 2̂ = 2 · 2̂⊕ 4̂ (3.1.5)

2̂⊗ 2̂⊗ 3̂ = 1̂⊕ 2 · 3̂⊕ 5 (3.1.6)

2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂ = 2 · 1̂⊕ 3 · 3̂⊕ 5̂ (3.1.7)

2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 3̂ = 3 · 2̂⊕ 3 · 4̂⊕ 6 (3.1.8)

2̂⊗ 2̂⊗ 3̂⊗ 3̂ = 2 · 1̂⊕ 3 · 3̂⊕ 3 · 5̂⊕ 7̂ (3.1.9)

2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂ = 5 · 2̂⊕ 4 · 4̂⊕ 6̂ (3.1.10)

3̂⊗ 3̂⊗ 3̂ = 1̂⊕ 3 · 3̂⊕ 2 · 5̂⊕ 7̂ (3.1.11)

2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂ = 5 · 1̂⊕ 9 · 3̂⊕ 5 · 5̂⊕ 7̂ (3.1.12)
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• Reprezentacje su(3):

3̂⊗ 3̂ = ˆ̄3⊕ 6̂ (3.1.13)

3̂⊗ ˆ̄3 = 1̂⊕ 8̂ (3.1.14)

3̂⊗ 6̂ = 8̂⊕ 1̂0 (3.1.15)

ˆ̄3⊗ 6̂ = 3̂⊕ 1̂5 (3.1.16)

3̂⊗ 8̂ = 3̂⊕ ˆ̄6⊕ 1̂5 (3.1.17)

6̂⊗ 6̂ = ˆ̄6⊕ 2 · 1̂5 (3.1.18)

6̂⊗ ˆ̄6 = 1̂⊕ 8̂⊕ 2̂7 (3.1.19)

8̂⊗ 8̂ = 1̂⊕ 2 · 8̂⊕ 1̂0⊕ ˆ̄10⊕ 2̂7 (3.1.20)

8̂⊗ 8̂⊗ 8̂ = 2 · 1̂⊕ 8 · 8̂⊕ 4 · 10⊕ 4 · ˆ̄10⊕ 4 · 27⊕ ˆ̄27⊕ 3 · 3̂5⊕ 6̂4
(3.1.21)

3̂⊗ 3̂⊗ 3̂ = 1̂⊕ 2 · 8̂⊕ 1̂0 (3.1.22)

3̂⊗ 3̂⊗ 3̄ = 2 · 3̂⊕ ˆ̄6⊕ 1̂5 (3.1.23)

3̂⊗ 3̂⊗ 8 = 2 · ˆ̄3⊕ 2 · 6̂⊕ 2 · ˆ̄15⊕ ˆ̄24 (3.1.24)

3̂⊗ ˆ̄3⊗ 8̂ = 1̂⊕ 3 · 8̂⊕ 1̂0⊕ ˆ̄10⊕ 2̂7 (3.1.25)

3̂⊗ 3̂⊗ 3̂⊗ 3̂ = 2 · 3̂⊕ 2 · ˆ̄6⊕ 3 · 1̂5 (3.1.26)

3̂⊗ 3̂⊗ 3̂⊗ ˆ̄3 = 3 · ˆ̄3⊕ 3 · 6̂⊕ 1̂5⊕ ˆ̄15⊕ 2̂4 (3.1.27)

3̂⊗ 3̂⊗ ˆ̄3⊗ ˆ̄3 = 2 · 1̂⊕ 4 · 8̂⊕ 1̂0⊕ ˆ̄10⊕ 2̂7 (3.1.28)

(3.1.29)

• Reprezentacje U(1)

Grupa jest abelowa, wi¦c wszystkie reprezentacje nieprzywiedlne s¡ jednowymiarowe

(lemat Schura). W istocie ich dziaªanie polega na mno»eniu przez e−ig
′Y , wi¦c

niezmiennikami tej transformacji s¡ jedynie kombinacje pól, których hiperªadunki

sumuj¡ si¦ do 0 (hiperªadunki pól sprz¦»onych wchodz¡ do sumy ze znakiem minus,

gdy» transformacja cechowania przeprowadza Φ∗ na Φ′∗ = e+ig′Y ).

• Reprezentacje grupy Lorentza

Jak zostaªo to streszczone w rozdziale 2.1.2, ka»da z tych reprezentacji mo»e zosta¢

jednoznacznie zidenty�kowana przez podanie dwóch liczb (P,Q), za± iloczyn tenso-

rowy dwóch reprezentacji rozkªada si¦ wedle wzoru:

(P,Q)⊗ (P ′, Q′) =
∑

|P−P ′|¬p¬P+P ′

|Q−Q′|¬q¬Q+Q′

(p, q) (3.1.30)

Wyra»enia niezmiennicze transformuj¡ si¦ wedle reprezentacji (0, 0).

18



4 Niezmiennicze operatory zawieraj¡ce wyª¡cznie pola

bozonowe

W niniejszym rozdziale przeanalizujemy wielomiany jednorodne nie zawieraj¡ce pól spi-

norowych, tj. zbudowane z pól skalarnych, tensorów pól cechowania oraz pochodnych

kowariantnych. Wnioskowanie zostanie przeprowadzone po kolei dla ka»dego wymiaru

jednomianów.

4.1 Operatory nie zawieraj¡ce pochodnych kowariantnych.

Do osi¡gni¦cia wymiaru 5 konieczna byªaby nieparzysta liczba skalarów Higgsa ([Xµν ] =
(GeV )2), czego jednak wzbrania symetria U(1)Y :

∑
i=1..2n+1(±1

2) 6= 0
Z analizy wymiarowej wynika, »e w±ród operatorów wymiaru 6, nie zawieraj¡cych po-

chodnych kowariantnych ani pól fermionowych, dopuszczalne s¡ tylko wyra»enia postaci

ϕ6, ϕ4X, ϕ2X2 lub X3, gdzie X=G, W, B.

4.1.1 Operatory postaci ϕ6

W tej klasie wyst¦puje jeden niezale»ny niezmienniczy operator.

Z zachowania symetrii U(1)Y wynika, i» szukane wyra»enie musi by¢ kombinacj¡ 3 pól

ϕ i trzech pól zespolenie do nich sprz¦»onych. Warunek zachowania symetrii lorentzowskiej

speªniony jest trywialnie, jako »e wszystkie wyst¦puj¡ce obiekty s¡ relatywistycznymi

skalarami. Mamy tu do czynienia z iloczynem reprezentacji równowa»nych (sko«czenie

wymiarowe reprezentacje SU(2) s¡ rzeczywiste) z równania (3.1.12). W jego rozkªadzie na

sum¦ prost¡ reprezentacji nieprzywiedlnych wyst¦puje 5 reprezentacji trywialnych, czyli

istnieje 5-cio wymiarowa podprzestrzen niezmiennicza kombinacji skladowych sze±ciu pól

ϕ. Je±li rozwa»ymy wyra»enia postaci (na razie zakªadaj¡c, »e mamy do dyspozycji sze±¢

ró»nych pól ϕ)

(ϕ†(i)ϕ1)(ϕ†(ii)ϕ2)(ϕ†(iii)ϕ3) (4.1.1)

to oka»e si¦, »e dokªadnie 5 powy»szych iloczynów (spo±ród 6 ró»ni¡cych si¦ przyporz¡d-

kowaniem pól do mno»onych przez siebie par, w których zawsze mno»ymy pole sprz¦»one z

niesprz¦»onym) jest liniowo niezale»nych.4 Poniewa» s¡ one niezmiennikami transformacji

cechowania (co analizujemy w Dodatku C), musz¡ jednocze±nie stanowi¢ baz¦ wszystkich

wyra»e« o tej wªasno±ci.

W Modelu Standardowym wyst¦puje jednak jeden dublet pól Higgsa ϕ, wszystkie

operatory postaci (4.1.1) s¡ zatem równe

(ϕ†ϕ)3 (4.1.2)

4Stanowi o tym to»samo±¢

δaAδbBδcC + δaBδbCδcA + δaCδbAδcB − δaAδbCδcB − δaBδbAδcC − δaCδbBδcA = 0

Niezale»no±¢ dowolnych 5 wyra»e« omawianej postaci wida¢ po zapisaniu wszystkich iloczynów za pomoc¡

zw¦»e« niezale»nych skªadowych multipletów.
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4.1.2 Operatory postaci ϕ4X

Wyra»enia te nie mog¡ by¢ niezmiennicze ze wzgl¦du na transformacje Lorentza, gdy»

pola ϕ s¡ singletami tych transformacji, za± pola X nie.

4.1.3 Operatory postaci ϕϕXX

W±ród operatorów tej klasy wyst¦powa¢ b¦d¡ po dwa niezale»ne wyra»enia.

Warunek zachowania symetrii Lorentza dopuszcza zw¦»enie czterech wyst¦puj¡cych

indeksów za pomoc¡ dwóch tensorów metrycznych lub εµνρσ, zatem operatory tej klasy

b¦d¡ miaªy posta¢:

ϕϕXµνX
µν (4.1.3)

ϕϕXµνX̃
µν (4.1.4)

1. ϕϕGG

Analiza symetrii SU(3) (3.1.20) pozostawia 1 liniowo niezale»ny singlet. Podobnie, w

iloczynie 2̂⊗ 2̂ reprezentacji grupy SU(2) wyst¦puje jedna niezmiennicza kombinacja

skªadowych multipletów pól. Symetria U(1)Y wymaga, by pola ϕ byªy wzajemnie

sprz¦»one, zatem szukany operator b¦dzie miaª w tej klasie posta¢ (ϕ†ϕ)GG.

Znajd¹my niezmiennik zbudowany z dowolnych dwóch tensorów tego samego pola

cechowania - transformuj¡cych si¦ wedªug reprezentacji doª¡czonej odpowiedniej

grupy. Jawna posta¢ transformacji cechowania obiektu Xµν = XA
µνT

A jest nast¦puj¡ca

Xµν
Φ→UΦ→ UXµνU−1 (4.1.5)

czyli

Tr[XµνX ′ρσ]→ Tr[UXµνU−1UX ′ρσU−1] = Tr[XµνX ′ρσ] (4.1.6)

Zatem jedyne singlety musz¡ by¢ postaci (pomijaj¡c indeksy lorentzowskie):

Tr[XATAXA′TA
′
] = XAXA (4.1.7)

Niezmienniczo±¢ takich wyra»e« alternatywnie wykaza¢ mo»na te» bezpo±rednim

rachunkiem, analogicznie jak w przypadku operatorów sklasy�kowanych w Dodatku

C.

Ostatecznie wyst¦puj¡ w tej klasie dwa nast¦puj¡ce singlety:

(ϕ†ϕ)GA
µνG

Aµν (4.1.8)

(ϕ†ϕ)GA
µνG̃

Aµν (4.1.9)
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2. ϕϕBB

Jak wynika z poprzedzaj¡cej analizy, wyst¦puj¡ tu dwa niezale»ne operatory nie-

zmiennicze:

(ϕ†ϕ)BµνB
µν (4.1.10)

(ϕ†ϕ)BµνB̃
µν (4.1.11)

3. ϕϕWB

Symetria SU(2) (3.1.6) pozwala na istnienie 1 liniowo niezale»nego singletu, np.

postaci: (ϕ†Wϕ)B. Jego niezmienniczo±¢ sprawdzi¢ mo»na wprost w transformacji

cechowania:

ϕ†Wϕ→ ϕ†U−1UWU−1Uϕ = ϕ†Wϕ (4.1.12)

W rozwa»anej tu klasie dopuszczone s¡ zatem nast¦puj¡ce singlety:

(ϕ†τ Iϕ)W I
µνB

µν (4.1.13)

(ϕ†τ Iϕ)W I
µνB̃

µν (4.1.14)

4. ϕϕWW

Zachowanie symetrii SU(2) (3.1.9) pozwala zbudowa¢ 2 liniowo niezale»ne singlety:

(ϕ†ϕ)W IW I ϕ†WWϕ

Pierwsze wyra»enie jest iloczynem wcze±niej omówionych singletów, drugie równie»

jest niezmiennikiem:

ϕ†WWϕ→ ϕ†U−1UWU−1UWU−1Uϕ = ϕ†WWϕ (4.1.15)

Po uwzgl¦dnieniu struktury lorentzowskiej niezmienniki te przyjmuj¡ posta¢:

(ϕ†ϕ)W I
µνW

Iµν (4.1.16)

(ϕ†ϕ)W I
µνW̃

Iµν (4.1.17)

ϕ†WµνWµνϕ (4.1.18)

ϕ†WµνW̃µνϕ (4.1.19)

Oba tensory Wµν maj¡ identyczne indeksy izospinowe, a zatem operatory (4.1.18) i

(4.1.19) sprowadzaj¡ si¦ do (4.1.16) i (4.1.17):

ϕ†WµνW̃µνϕ = (ϕ†τ IτJϕ)W I
µνW̃

Jµν

= 1
2(ϕ†{τ I , τJ}ϕ)W I

µνW̃
Jµν (B.2)∼ (ϕ†ϕ)W I

µνW̃
Iµν ,

(4.1.20)
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gdzie skorzystali±my z faktu, »e W I
µνW̃

Jµν = W J
µνW̃

Iµν . Podsumowuj¡c, niezale»ne

singlety w tej klasie s¡ nast¦puj¡ce:

(ϕ†ϕ)W I
µνW

Iµν (4.1.21)

(ϕ†ϕ)W I
µνW̃

Iµν (4.1.22)

4.1.4 Operatory postaci XXX

Struktura lorentzowska Niezmienniczy tensor lorentzowski 6-go rz¦du mo»na uzyska¢

na dwa sposoby - zw¦»aj¡c indeksy wektorowe za pomoc¡ ηµνηρσηγδ lub wykorzystuj¡c

εµνρσηδγ. W pierwszym wypadku, maj¡c do dyspozycji trzy pary zw¦»anych indeksów

(wiedz¡c »e ka»dy tensor antysymetryczny musi nosi¢ ró»ne indeksy) wyj±¢ musimy od

wyra»enia postaci

X ν
µ Y ρ

ν Z µ
ρ (4.1.23)

Kombinacje uzyskana przez permutacj¦ indeksów µ, ν, ρ równe s¡ podanemu operatorowi

b¡d¹ wyra»eniu do« przeciwnemu dzi¦ki antysymetrii X.

Wa»ny dla nas oka»e si¦ fakt, »e powy»sza kombinacja jest ró»na od zera tylko gdy

wszystkie trzy wyst¦puj¡ce w niej tensory s¡ ró»ne. Wynika on z nast¦puj¡cej to»samo±ci:

X
′ ν
µ X ρ

ν Z
µ

ρ = XρνX
′

νµZ
µ

ρ = {µ→ ν → ρ→ µ} = −X ν
µ X

′ ρ
ν Z µ

ρ (4.1.24)

a zatem

X ν
µ X ρ

ν Z
µ

ρ = 0 (4.1.25)

Drug¡ mo»liwo±ci¡ zw¦»enia pól jest wykorzystanie εµνρσηγδ. Antysymetria X, Y i Z

wymusza przyporz¡dkowanie γ i δ ró»nym tensorom - pozostaªe indeksy musz¡ by¢ zw¦»one

z ε, za± ich kolejno±¢ nie ma znaczenia, ze wzgl¦du na caªkowit¡ antysymetri¦ ε. Zatem

niezmienniki rozró»nia tylko wybór tensora, w którym oba indeksy zw¦»ane s¡ z ε.

εµνρσXρσYρδZ
δ
σ = X̃µνYνδZ

δ
µ (4.1.26)

XρδỸ
ρσZδ

σ (4.1.27)

Xδ
σYρδZ̃

ρσ (4.1.28)

Dla antysymetrycznego tensora 2-go rz¦du Xµν prawdziwy jest fakt (B.13):

XµνX̃
νρ = −1

4δ
ρ

µ XζξX̃
ζξ (4.1.29)

Jego konsekwencj¡ jest zerowanie si¦ powy»szych niezmienników gdy dwa tensory spo±ród

X, Y, Z s¡ jednakowe, np.:

X̃µνXνδZ
δ
µ = −1

4δ
µ
δXζξX̃

ζξZδ
µ = 0 (4.1.30)

gdy» antysymetryczny tensor Z zw¦»any jest z symetrycznym symbolem Kroneckera.

Podsumowuj¡c, zarówno w przypadkach (4.1.23) jak i (4.1.26) wszystkie trzy tensory

X, Y, Z musz¡ by¢ ró»ne (zauwa»my, »e wystarczy, by rozró»niaª je indeks reprezentacji

grupy cechowania).
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Struktura grupowa Tylko Bµν mo»e wyst¡pi¢ samotnie jako singlet wszystkich grup,

pozostaªe tensory musz¡ wyst¡pi¢ przynajmniej jako para. Operatory zªo»one z trzech

tensorów cechowania w Modelu Standardowym mog¡ by¢ nast¦puj¡cych rodzajów:

1. XXB X=W, G, B

W tym wypadku nie otrzymamy »adnego liniowo niezale»nego operatora.

Zarówno dla X=G jak i dla X=W: odpowiednio analiza symetrii SU(3) (3.1.20) i

SU(2) (3.1.4) pozostawia 1 liniowo niezale»ny singlet. Pozostaªe symetrie w przypadku

obu operatorów speªnione s¡ z de�nicji. W wypadku X=B operator jest niezmienniczy

wprost z de�nicji tego tensora.

Na mocy ogólnej analizy przeprowadzonej w punkcie po±wi¦conym operatorowi

ϕϕGG , jedyne singlety musz¡ by¢ postaci (pomijaj¡c indeksy lorentzowskie):

Tr[XATAXA′TA
′
]B = XAXAB (4.1.31)

W wyra»eniu (4.1.31) wyst¦puje para identycznych tensorówXA, a zatem rozwa»ane

wyra»enia s¡ równe zeru na mocy (4.1.25) i (4.1.30).

2. WWW

W±ród operatorów tej klasy wyst¦puj¡ dwa niezale»ne operatory.

Poprzez rozkªad (3.1.11) symetria SU(2) pozwala zbudowa¢ 1 liniowo niezale»ny

operator niezmienniczy, np.

εIJKW IW JWK (4.1.32)

Niezmienniczo±¢ powy»szego wyra»enia oparta jest o niezmienniczo±¢ ±ladu � podobnie

jak w przypadku (4.1.6), niezmiennikiem jest Tr
(
WIWJWK

)
. Z kolei

Tr
(
τ IτJτK

)
= 1

2Tr
(
τ I [τJ , τK ]

)
+ 1

2Tr

τ I {τJ , τK}︸ ︷︷ ︸
∼I2


Tr(τI)=0

= iεI
′JKTr

(
τ Iτ I

′)
= 2iεIJK ,

(4.1.33)

a zatem

Tr
(
WIWJWK

)
∼ εIJKW IW JWK (4.1.34)

Niezale»ne operatory to:

εIJKW I ν
µ W J ρ

ν WK µ
ρ (4.1.35)

εIJKW̃ IµνW J
νδW

Kδ
µ (4.1.36)

Pozostaªe wyra»enia zw¦»ane przez εµνρσ wyra»aj¡ si¦ przez (4.1.36) dzi¦ki caªkowitej

antysymetrii εIJK , gdy» rozró»niaª je wybór tensora w którym oba indeksy zw¦»ane

s¡ z εµνρσ. Przypomnijmy tu fakt (4.1.24), z którego wynika równie» znikanie symetrycz-

nych kombinacji skªadowych trzech identycznych multipletów tensorowych.
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3. GGG

W tym wypadku otrzymamy dwa liniowo niezale»ne operatory.

Symetria SU(3) (3.1.21) ogranicza liczb¦ kombinacji liniowo niezale»nych z punktu

widzenia struktury grupowej do 2. Mo»na zapisa¢ je w postaci: fABCGAGBGC ,

dABCGAGBGC .

Jak poprzednio, zauwa»my »e

fABCGAGBGC ∼ Tr
(
GA[GB,GC ]

)
= Tr

(
GAGBGC

)
− Tr

(
GAGCGB

)
(4.1.37)

za± ka»de z tych wyra»e« jest niezmiennikiem, jak wykazano w (4.1.6). Podobnie

niezmiennikiem jest równie»

dABCGAGBGC ∼ Tr
(
GA{GB,GC}

)
(4.1.38)

jednak ten singlet jest równy zeru po uwzgl¦dnieniu struktury relatywistycznej �

dzi¦ki to»samo±ci (4.1.24) oraz zupeªnej symetrii dABC . Mamy zatem wyª¡cznie:

fABCGA ν
µ GB ρ

ν GC µ
ρ , fABCG̃A ν

µ GB δ
ν GC µ

δ (4.1.39)

4.2 Operatory zawieraj¡ce wyª¡cznie tensory pól cechowania i ich

pochodne kowariantne

Niezmienniczo±¢ ze wzgl¦du na transformacje cechowania wymaga, by wyst¡piªy co naj-

mniej dwa tensory pól cechowania albo jeden Bµν , który jest niezmiennikiem tych przeksz-

taªce«. Analiza wymiarowa pozostawia w tym wypadku operatoryXXD,BDDD wymiaru

5 oraz XXDD, BDDDD wymiaru 6. W miejscach, w których opisujemy ogólne operato-

ry zªo»one z pewnych pól i pochodnych kowariantnych bez precyzowania, na które obiekty

dziaªaj¡ pochodne, b¦dziemy umieszcza¢ je na ko«cu wyra»enia. Faktyczne dziaªanie po-

chodnych kowariantnych przeanalizowane zostanie w kolejnym kroku klasy�kacji.

W±ród nietrywialnych iloczynów tensorowych reprezentacji wektorowych (1
2 ,

1
2) grupy

SL(2,C) singlety wyst¦puj¡ tylko w iloczynach parzystego rz¦du. Argument ten stosuje

si¦ równie» do iloczynów tensorów antysymetrycznych, transformuj¡cych si¦ wedle re-

prezentacji (1, 0)⊕ (0, 1), gdy» zawiera si¦ ona w (1
2 ,

1
2). Pozostaje zatem rozwa»y¢ tylko

wyra»enia, w których wyst¦puje parzy±cie wiele pochodnych kowariantnych: XXDD oraz

BDDDD.

Ka»dy operator zawieraj¡cy pochodne kowariantne jest singletem grup cechowania

równie» gdyby je z niego usun¡¢, co wynika wprost z de�nicji pochodnej kowariantnej.

St¡d analiz¦ struktury reprezentacji grup cechowania przeprowadzimy dla samych pól.

W wyborze liniowo niezale»nych wyra»e« istotne b¦dzie pomijanie peªnych dywergencji

operatorów zawieraj¡cych pola materii b¡d¹ tensory pól cechowania:

DµH
µ(Φ(x)) = ∂µH

µ(Φ(x)), (4.2.1)

gdzie Hµ jest wyrazeniem niezmienniczym wzgl¦dem cechowania. Jak wiadomo, wkªady

do lagran»janu postaci ∂µH
µ(Φ(x)) nie maj¡ wpªywu ani na klasyczne równania ruchu,
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ani na amplitudy �zyczne w przypadku kwantowym. Wykorzystanie reguªy Leibniza dla

pochodnych kowariantych pozwala wyrazi¢ te operatory spo±ród wszystkich mo»liwych

jednomianów zbudowanych z pochodnych kowariantnych Dµ1 ...Dµm i pól φ1...φn jako

kombinacje liniowe wyra»e« nie zawieraj¡cych pochodnych φ1, o ile rozwa»any jednomian

jest liniowy w tym polu.

4.2.1 Operatory postaci BDDDD

Operatory tej postaci stanowi¡ jedynie peªne dywergencje pól, a wi¦c je pomijamy.

4.2.2 Operatory postaci XXDD

Wszystkie operatory tej klasy oka»¡ si¦ liniowo zale»ne od operatorów innych klas.

Z tych samych przyczyn co w przypadku operatorów postaci XXB singletami grupo-

wymi s¡:

W IW IDD, GAGADD, BBDD

Struktura lorentzowska Indeksy rozwa»anego tensor lorentzowskiego 6-go rz¦du zw¦zi¢

mo»na za pomoc¡ trzech tensorów metrycznych, albo tensora metrycznego i εµνρσ. W

pierwszym wypadku antysymetria X poci¡ga za sob¡ konieczno±¢ zw¦»enia co najmniej

pary indeksów pomi¦dzy tensorami X, co pozostawia nast¦puj¡ce niezmienniki:

XA
µνX

AµνDρD
ρ (4.2.2)

XA
µνX

AµρDρD
ν (4.2.3)

W drugim przypadku s¡ to:

X̃A
µνX

AµνDρD
ρ (4.2.4)

X̃A
µνX

AµρDρD
ν (4.2.5)

εµνρσXA
µδX

δ
ρ DνDσ (4.2.6)

Rozwa»aj¡c poªo»enie pochodnej i pomijaj¡c peªne dywergencje pól usuwamy pochodn¡

dziaªaj¡c¡ na skrajnie lewy tensor, otrzymuj¡c z powy»szych niezmienników:

XA
µνDρD

ρXAµν X̃A
µνDρD

ρXAµν (4.2.7)

XA
µνDρD

νXAµρ X̃A
µνDρD

νXAµρ (4.2.8)

XA
µνD

νDρX
Aµρ X̃A

µνD
νDρX

Aµρ (4.2.9)

εµνρσXA
µδDνDσX

Aδ
ρ (4.2.10)

Operatory (4.2.7) redukuj¡ si¦ nast¦puj¡co (rozumowanie jest poprawne równie», gdy

pierwszy z wyst¦puj¡cych poni»ej tensorów jest tensorem dualnym):

XAµν(DρDρXµν)A
(B.12)

= −XAµν [Dρ(DµXνρ +DνXρµ)]A

(B.7)
= −XAµν{DµD

ρXνρ +DνD
ρXρµ + gfabc(XBρ

µX
C
νρ +XBρ

νX
C
ρµ)

(4.2.11)
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gdzie podkre±lone wyra»enia wyrazi¢ mo»emy za pomoc¡ równa« ruchu.

Analogicznie, równie» operatory (4.2.8) nie s¡ niezale»ne:

XAµνDρDµX
Aρ
ν = XAµν(gfABCXB

ρµX
Cρ
ν +DµDρX

ρ
ν ) (4.2.12)

Operatory (4.2.9) zawieraj¡ wyª¡cznie czªony redukowalne przy pomocy równa« ruchu.

Operator (4.2.10) nie jest niezale»ny, bo w ±wietle wzoru na komutator pochodnych

kowariantnych dziaªaj¡cych na tensor pola cechowania (B.7) otrzymujemy

εµνρσXA
µδDνDσX

A δ
ρ = 1

2ε
µνρσXA

µδ([Dν , Dσ]X δ
ρ )A

= −1
2gf

ABCXA
µδX̃

B
µρX

δ
Cρ

(4.2.13)

Dla konkretnych tensorów prowadzi to do:

GGDD ∼ GGG + ψψGD (4.2.14)

WWDD ∼ WWW + ψψWD + ϕϕWDD (4.2.15)

BBDD ∼ BBB + ψψBD + ϕϕBDD (4.2.16)

4.3 Pozostaªe operatory bozonowe.

W wielomianach jednorodnych, zªo»onych z pól ϕ, tensorów pól cechowania i pochod-

nych kowariantnych tych ostatnich musi by¢ parzy±cie wiele ze wzgl¦du na symetri¦

lorentzowsk¡. Dopuszczone s¡ zatem kombinacje: ϕDDDD, ϕ3DD wymiaru 5 oraz ϕ4DD,

ϕ2DDDD, ϕ2XDD wymiaru 6.

Operatory postaci ϕDDDD oraz ϕ3DD nie mog¡ by¢ singletami SU(2) (patrz równanie
(3.1.5)). Pozostaje zatem rozwa»y¢ wyª¡cznie operatory wymiaru masowego 6.

4.3.1 Operatory postaci ϕ4DD

W tym wypadku otrzymamy dwa niezale»ne operatory.

Analogicznie do przypadku 6 pól ϕ, wyst¦puje tu jeden liniowo niezale»ny singlet

grupowy i lorentzowski postaci

(ϕ†ϕ)2DµD
µ

Redukcja Ze wzgl¦du na identyczno±¢ pól ϕ i symetri¦ zamiany pochodnych kowariant-

nych jest 6 mo»liwo±ci ich przyporz¡dkowania:

(ϕ†DµD
µϕ)(ϕ†ϕ) [(DµD

µϕ)†ϕ](ϕ†ϕ) (4.3.1)

[(Dµϕ)†(Dµϕ)](ϕ†ϕ) (4.3.2)

[ϕ†(Dµϕ)][(Dµϕ)†ϕ] (4.3.3)

[(Dµϕ)†ϕ][(Dµϕ)†ϕ] (4.3.4)

(ϕ†Dµϕ)(ϕ†Dµϕ) (4.3.5)
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Pomijamy dwa niezale»ne wyra»enia b¦d¡ce peªn¡ dywergencj¡:

Dµ[(ϕ†ϕ)(ϕ†Dµϕ)] (4.3.6)

Dµ{(ϕ†ϕ)[(Dµϕ)†ϕ]} (4.3.7)

co, przy u»yciu reguªy Leibniza, pozwala wyrazi¢ operatory (4.3.4) i (4.3.5)przez pozostaªe.

Z kolei na mocy równa« ruchu:

(4.3.1)
(2.2.7)

= ϕ4 + ϕ6 + ψψϕ3 (4.3.8)

czyli w±ród niezmienniczych operatorów tej klasy pozostaj¡ tylko dwa niezale»ne wyra»enia:

[(Dµϕ)†(Dµϕ)](ϕ†ϕ) [ϕ†(Dµϕ)][(Dµϕ)†ϕ]

4.3.2 Operatory postaci ϕϕDDDD

Wszystkie operatory tej klasy oka»¡ si¦ liniowo zale»ne od operatorów innych klas.

Symetria grupowa okre±la jeden singlet (3.1.1) : ϕ†ϕ, lorentzowska wymusza zw¦»enie

pochodnych poprzez dwa tensory metryczne lub εµνρσ.

Korzystaj¡c z reguªy Leibniza dla pochodnych kowariantnych i pomijaj¡c peªne dywer-

gencje zapiszemy wszystkie jednomiany tego rodzaju ró»ni¡ce si¦ poªo»eniem pochodnych

poprzez wyra»enia, w których pochodne nie dziaªaj¡ na pole ϕ∗:

ϕ†DDDDϕ

Mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce kombinacje:

ϕ†DµD
νDµD

νϕ (4.3.9)

ϕ†DµD
νDνD

µϕ (4.3.10)

εµνρσϕ†DµDνDρDσϕ (4.3.11)

ϕ†DµD
µDνD

νϕ (4.3.12)

jednak operator (4.3.9) daje si¦ wyrazi¢ przez (4.3.12) i operator klasy ϕϕWDD :

ϕ†DµD
νDµD

νϕ = ϕ†DµD
µDνD

νϕ+ ϕ†Dµ[Dν , Dµ]Dνϕ

= ϕ†DµD
µDνD

νϕ+ igϕ†DµWν
µD

νϕ
(4.3.13)

Wyra»enie (4.3.10) mo»na podobnie rozªo»y¢:

ϕ†DµD
νDνD

µϕ = ϕ†DµD
νDµD

νϕ+ igϕ†W ν
µ DνD

µϕ

= ϕ†DµD
µDνD

νϕ+ igϕ†DµWν
µD

νϕ+ igϕ†W ν
µ DνD

µϕ

= ϕ†DµD
µDνD

νϕ+ ϕϕWDD

(4.3.14)

z kolei operator (4.3.11) wprost sprowadza si¦ do elementu klasy ϕϕWDD :

εµνρσϕ†DµDνDρDσϕ = 1
4ε
µνρσϕ†[Dµ, Dν ][Dρ, Dσ]ϕ

= 1
4ε
µνρσϕ†WµνWρσϕ = 1

4ϕ
†W̃µνWρσϕ

(4.3.15)
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Ostatnie pozostaªe wyra»enie � (4.3.9) � ma najbogatszy rozkªad:

ϕ†DµD
µDνD

νϕ
(2.2.7)

= ϕ†DµD
µ[ ϕ + ϕ3 + ψψ ]

(2.2.7)
= ϕ2 + ϕ4 + ψψϕ + ϕ4DD + ψψϕDD

(4.3.16)

4.3.3 Operatory postaci ϕϕXDD

Wszystkie operatory tej klasy oka»¡ si¦ liniowo zale»ne od operatorów innych klas.

Z zachowania symetrii SU(3) wynika, i» X nie mo»e by¢ tensorem pól cechowania tej

grupy.

1. ϕϕWDD

Rozkªad iloczynu reprezentacji grupy SU(2) (3.1.6) pozwala na zbudowanie jednego

liniowo niezale»nego singletu. Zapiszmy go w postaci analogicznej do poprzedniej

(4.1.12): ϕ†Wϕ. Pochodne mog¡ zosta¢ zw¦»one poprzez dwa tensory metryczne lub

εµνρσ, co pozwala na utworzenie nast¦puj¡cych singletów po usuni¦ciu wszystkich

pochodnych dziaªaj¡cych na ϕ†:

ϕ†WµνDµDνφ (4.3.17)

ϕ†W̃µνDµDνφ (4.3.18)

ϕ†(DµDνWµν)ϕ (4.3.19)

ϕ†(DµWµν)Dνϕ (4.3.20)

ϕ†(DµDνW̃µν)ϕ (4.3.21)

ϕ†(DµW̃µν)Dνϕ (4.3.22)

Z antysymetrii tensora W µν wynika jednak, »e (4.3.17) i (4.3.18) wyra»aj¡ si¦

poprzez operatory postaci ϕ†WWϕ :

ϕ†WµνDµDνϕ = 1
2ϕ
†Wµν [Dµ, Dν ]ϕ = ig 1

2ϕ
†WµνWµνϕ ∼ ϕϕWW (4.3.23)

Operator (4.3.19) dzi¦ki tej samej wªasno±ci sprowadza si¦ do operatora klasy ϕϕWW :

ϕ†(DµDνWµν)ϕ = 1
2ϕ
†([Dµ, Dν ]Wµν)ϕ

(B.7)∼ εABC(ϕ†λAϕ)WB
µνW

Cµν ∼ ϕϕWW
(4.3.24)

za± wyra»enie (4.3.20)

ϕ†(DµWµν)Dνϕ
(2.2.9)∼ ϕ4DD + ψψϕϕD (4.3.25)

Operatory (4.3.21) i (4.3.22) znikaj¡ na mocy to»samo±ci Bianchi (B.12).
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2. ϕϕBDD

W tym wypadku niezmiennicze operatory to:

ϕ†BµνDµDνφ (4.3.26)

ϕ†B̃µνDµDνφ (4.3.27)

ϕ†(DµDνB
µν)ϕ (4.3.28)

ϕ†(DµB
µν)Dνϕ (4.3.29)

ϕ†(DµDνB̃
µν)ϕ (4.3.30)

ϕ†(DµB̃
µν)Dνϕ (4.3.31)

Analogicznie jak dla X=W, zastosowanie to»samo±ci dla komutatora pochodnych

kowariantnych w dziaªaniu na tensor pola cechowania, a nast¦pnie odpowiedniego

równania ruchu, sprowadza powy»sze wyra»enia do kombinacji liniowych operatorów

klas ϕ4DD , ψψϕϕD i ϕϕXX

4.4 Podsumowanie klasy�kacji operatorów bozonowych

Po redukcji otrzymali±my 15 nast¦puj¡cych niezale»nych operatorów zªo»onych z pól

bozonowych i pochodnych kowariantnych, uj¦tych w tabeli 4. W wi¦kszo±ci wypadków

ich niezale»no±¢ wynika wprost z ró»nego skªadu poni»szych iloczynów pól, np. wyra»enie

[ϕ†(Dµϕ)][(Dµϕ)†ϕ] zawiera iloczyn ϕ∗2ϕ1(Dµϕ2)(Dµϕ1), nieobecny w operatorze

(ϕ†ϕ)(Dµϕ)†(Dµϕ). Równania ruchu, ze wzgl¦du na rz¡d w pochodnych kowariantnych,

nie doprowadz¡ do zale»no±ci pomi¦dzy poni»ej sklasy�kowanymi operatorami.

Klasa ϕ6 XXX ϕϕXX ϕ4DD

Operatory

(ϕ†ϕ)3 εIJKW I ν
µ W J ρ

ν WK µ
ρ ϕ†τ IϕW I

µνB
µν (ϕ†ϕ)(Dµϕ)†(Dµϕ)

εIJKW̃ IµνW J
νδW

Kδ
µ ϕ†τ IϕW I

µνB̃
µν [ϕ†(Dµϕ)][(Dµϕ)†ϕ]

fABCGA ν
µ GB ρ

ν GC µ
ρ ϕ†ϕW I

µνW
Iµν

fABCG̃A ν
µ GB δ

ν GC µ
δ ϕ†ϕW I

µνW̃
Iµν

ϕ†ϕGA
µνG

Aµν

ϕ†ϕGA
µνG̃

Aµν

ϕ†ϕBµνB
µν

ϕ†ϕBµνB̃
µν

Tabela 4: Niezale»ne operatory zªo»one z pól bozonowych i pochodnych kowariantnych.
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5 Niezmiennicze operatory zawieraj¡ce pola bozonowe

i fermionowe

Jak zapowiedzieli±my, dla operatorów zawieraj¡cych pola fermionowe niezmienniczo±¢

lorentzowsk¡ analizowa¢ b¦dziemy za pomoc¡ rozkªadania iloczynów tensorowych repre-

zentacji wªa±ciwych transformacji Lorentza na sumy proste reprezentacji nieprzywiedlnych.

5.1 Operatory zawieraj¡ce wyª¡cznie pola fermionowe i pochodne

kowariantne

Ze wzgl¦du na niezmienniczo±¢ lorentzowsk¡ wykluczy¢ musimy operatory zawieraj¡ce

nieparzyst¡ liczb¦ pól fermionowych. Analiza wymiarowa operatorów zªo»onych z pól

fermionowych i pochodnych kowariantnych pozostawia wyra»enia: ψψDD o wymiarze

masowym 5 i ψψDDD wymiaru 6.

5.1.1 Operatory postaci ψψDD

W±ród operatorów tej klasy nie wyst¦puj¡ wyra»enia niezmiennicze ze wzgl¦du na trans-

formacje cechowania i Lorentza.

Z zachowania hiperªadunku wynika, »e pola fermionów musz¡ by¢ wzajemnie sprz¦»one,

co ogranicza nas do wyra»e« postaci ψ∗ψDD. Zarówno ψ∗LψLDD
5 jak i ψ∗RψRDD trans-

formuje si¦ wedle:

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2)⊗ (1
2 ,

1
2)⊗ (1

2 ,
1
2) = (1

2 ,
1
2)⊗ [(0, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)⊕ (1, 1)]

jednak w tym rozkªadzie nie wyst¦puje »aden singlet lorentzowski (0, 0).

5.1.2 Operatory postaci ψψDDD

Wszystkie operatory tej klasy oka»¡ si¦ liniowo zale»ne od operatorów innych klas.

Struktura grupowa jest identyczna jak w klasie ψψDD powy»ej - do dalszego wnios-

kowania wystarczy przy tym (jak poprzednio), »e pola fermionów s¡ wzajemnie sprz¦»one.

Struktura lorentzowska przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2)⊗ (1
2 ,

1
2)⊗ (1

2 ,
1
2)⊗ (1

2 ,
1
2)

= [(0, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)⊕ (1, 1)]⊗ [(0, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)⊕ (1, 1)]

= (0, 0) + (0, 0)︸ ︷︷ ︸
(1,0)⊗(1,0)

+ (0, 0)︸ ︷︷ ︸
(0,1)⊗(0,1)

+ (0, 0)︸ ︷︷ ︸
(1,1)⊗(1,1)

+ pozostaªe
(5.1.1)

i okre±la wyst¦powanie 4 niezale»nych singletów (w istocie jest ich mniej, gdy» pochodne

nie s¡ rozró»nialnymi wektorami lorentzowskimi).

5U»ywamy symbolu sprz¦»enia zespolonego, a nie hermitowskiego, gdy» rozwa»amy nieustalone jeszcze

kombinacje dwóch konkretnych pól fermionowych � skªadowych multipletów grup cechowania.
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Kandydatami na takie singlety s¡ kombinacje pól postaci:

(ψ̄LγµψL)DµDνD
ν , (ψ̄RγµψR)DµDνD

ν

Gdyby pochodne byªy rozró»nialne same z siebie, a nie poprzez pole, na które dziaªaj¡

(tak¡ klasy�kacj¦ uwzgl¦dnimy za chwil¦), to pochodn¡ zw¦»an¡ z macierzami Diraca

mo»na wybra¢ na 3 sposoby, a zatem powy»sze wyra»enie reprezentuje 3 niezale»ne

singlety. Czwarty wybierzmy w postaci:

(ψ̄Lγ[µγνγρ]ψL)DµDνDρ, (ψ̄Rγ[µγνγρ]ψR)DµDνDρ

Uzasadnienie niezmienniczo±ci lorentzowskiej powy»szych wyra»e« znale¹¢ mo»na w klasycz-

nych podr¦cznikach.

Redukcja Stosuj¡c jak zwykle reguª¦ Leibniza i pomijaj¡c peªne dywergencje wybieramy

tylko operatory w których pochodne nie dziaªaj¡ na pole ψ̄, otrzymuj¡c:

ψ̄γµDµDνD
νψ (5.1.2)

ψ̄γµDνDµD
νψ (5.1.3)

ψ̄γµDνDνDµψ (5.1.4)

ψ̄γ[µγνγρ]DµDνDρψ (5.1.5)

Jednak na mocy równania ruchu dla odpowiedniego pola fermionowego (i 6Dψ ∼ ψϕ)

(5.1.2) sprowadza si¦ do:

ψ̄γµDµDνD
νψ = −6DψDνD

νψ + (div)
r.ruchu= ψψϕDD , (5.1.6)

gdzie (div) oznacza peªn¡ dywergencj¦. Z kolei (5.1.3) rozkªada si¦ na

ψ̄γµDνDµD
νψ = −ψ̄DνD

ν 6Dψ + ψ̄γµDν [Dµ, D
ν ]ψ r.ruchu= ψψϕDD + ψψXD (5.1.7)

Kombinacja (5.1.4) wyra»a si¦ jako:

ψ̄DνDν 6Dψ = ψψϕDD (5.1.8)

Operator (5.1.5) równie» nie jest niezale»ny:

ψ̄γ[µγνγρ]DµDνDρψ = 1
2 ψ̄γ[µγνγρ]Dµ[Dν , Dρ]ψ = ψψXD (5.1.9)

Reasumuj¡c, wszystkie operatory tej klasy wyra»aj¡ si¦ poprzez kombinacje liniowe opera-

torów klas ψψXD i ψψϕDD .

5.2 Pozostaªe operatory

Z analizy wymiarowej wynika, i», dopuszczaj¡c wyra»enia zawieraj¡ce pola ϕ oraz tensory

X, otrzymujemy dodatkowo nast¦puj¡ce klasy operatorów wymiaru 5: ψψX, ψψϕϕ oraz

ψψϕD. Wyra»enia wymiaru 6 to: ψψXD, ψψXϕ, ψψϕϕϕ, ψψϕϕD, ψψϕDD. Analizowa¢

b¦dziemy je w kolejno±ci podyktowanej redukcj¡ kolejnych klas, sprowadzaj¡c kolejne

kategorie wyra»e« do klasy�kowanych dalej.
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5.2.1 Operatory postaci ψψX

Symetria U(1)Y wymusza, by pola fermionowe w operatorze byªy wzajemnie sprz¦»one,

st¡d operatory te s¡ nast¦puj¡cym iloczynem reprezentacji gr. Lorentza:

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2)⊗ [(1, 0)⊕ (0, 1)] = (1
2 ,

1
2)⊕ (3

2 ,
1
2)⊕ (1

2 ,
1
2)⊕ (1

2 ,
3
2)

który nie zawiera singletu.

5.2.2 Operatory postaci ψψXD

I tym razem rozwa»ana klasa operatorów nie zawiera niezale»nych niezmienników.

Symetria U(1)Y wymaga, by pola fermionowe byªy wzajemnie sprz¦»one. Struktura

lorentzowska tej klasy opisana jest nast¦puj¡cym rozkªadem:

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2)⊗ [(1, 0)⊕ (0, 1)]⊗ (1
2 ,

1
2) = [(0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1)]⊗ [(1, 0)⊕ (0, 1)]

= (0, 0)︸ ︷︷ ︸
(1,0)⊗(1,0)

+ (0, 0)︸ ︷︷ ︸
(0,1)⊗(0,1)

+ pozostaªe

(5.2.1)

W±ród operatorów rozwa»anego rodzaju wyst¦puj¡ zatem 2 singlety lorentzowskie � wy-

ra¹my je w postaci:

(ψ̄γµψ)XµνDν (5.2.2)

(ψ̄γµψ)X̃νρDν (5.2.3)

1. ψψGD

W±ród mo»liwych dla tej klasy iloczynów reprezentacji grupy SU(3) pojedynczy

singlet wyst¦puje wyª¡cznie w ˆ̄3⊗ 3̂⊗ 8̂. Odpowiadaj¡ mu nast¦puj¡ce kombinacje

skªadowych grupowych:

(q̄Gq)D, (ūGu)D, (d̄Gd)D

2. ψψWD

Zachowanie symetrii SU(2) powoduje, i» operatory musz¡ transformowa¢ si¦ wedªug

iloczynu 2̂⊗2̂⊗3̂, w którym wyst¦puje jeden singlet. Przedstawmy go na nast¦puj¡ce

sposoby:

(q̄Wq)D, (l̄Wl)D
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3. ψψBD

Podobnie jak w przypadku klasy ψψDD , dla zachowania hiperªadunku koniecznym

jest, by pola fermionowe byªy wzajemnie sprz¦»one. Singlety iloczynów dwóch wza-

jemnie sprz¦»onych reprezentacji fundamentalnych grup SU(2) i SU(3) maj¡ posta¢

(Φ†1Φ2), uzasadnion¡ rachunkiem (C.1). Otrzymujemy zatem nast¦puj¡ce wyra»enia:

q†qBD (5.2.4)

u†uBD (5.2.5)

d†dBD (5.2.6)

l†lBD (5.2.7)

e†eBD (5.2.8)

Redukcja Pomijaj¡c peªne dywergencje wybieramy tylko operatory, w których pochodne

nie dziaªaj¡ na pole ψ∗, otrzymuj¡c w ogólnym wypadku nast¦puj¡ce wyra»enia:

(ψ̄γµψ)DνX̃
µν (5.2.9)

(ψ̄γµψ)DνX
µν (5.2.10)

(ψ̄γµDνψ)X̃µν (5.2.11)

(ψ̄γµDνψ)Xµν (5.2.12)

Operator (5.2.9) jest równy zeru na mocy to»samo±ci Bianchi (B.12).

Jak wynika z równa« ruchu dla bozonów cechowania, operatory (5.2.10) wyra»aj¡ si¦

poprzez wyra»enia innych klas:

(ψ̄γµλAψ)DνG
Aµν ∼ ψψψψ (5.2.13)

(ψ̄γµτ Iψ)DνW
Iµν ∼ ψψψψ + ψψϕϕD (5.2.14)

(ψ̄γµψ)DνB
µν ∼ ψψψψ + ψψϕϕD (5.2.15)

W celu znalezienia zale»no±ci wi¡»¡cych pozostaªe operatory, przeanalizujmy to»samo±ci

opisuj¡ce iloczyny trzech macierzy Diraca. Dzi¦ki rozkªadowi

γµγργν = ηµργν + ηρνγµ − ηµνγρ − iεσµρνγσγ5 (5.2.16)

w jego cz¦±ci antysymetrycznej ze wzgl¦du na zamian¦ µ↔ ρ

σµργν = i(ηρνγµ − ηµνγρ) + εσµρνγ
σγ5 (5.2.17)

otrzymujemy wzór

2X̃µνγµDνψL/R = ∓Xρδε
µνρδγµγ

5DνψL/R = ∓Xρδε
µρδνγµγ

5DνψL/R
(5.2.17)

= ∓Xρδ[σρδγν − i(ηδνγρ − ηρνγδ)]DνψL/R

= ∓(2iXνργρDν +Xρδσρδ 6D)ψL/R

(5.2.18)
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Na mocy powy»szej to»samo±ci oraz równa« ruchu (6Dψ ∼ ψϕ) operatory postaci

(5.2.11) sprowadzaj¡ si¦ do (5.2.12) i operatorów klasy ψψXϕ :

(ψ̄γµDνψL/R)X̃µν = ∓2i(ψ̄γρDνψL/R)Xνρ ∓ (ψ̄σρδ 6DψL/R︸ ︷︷ ︸
ψϕ

)Xρδ (5.2.19)

Ostatnie pozostaªe operatory (5.2.12) postaci (ψ̄γµDνψ)Xµν równie» da si¦ wyelimi-

nowa¢ po nieco dªu»szym rachunku:

(ψ̄γµDνψ)Xµν = (ψ̄γµηνρDρψ)Xµν = 1
2(ψ̄γµ{γν , γρ}Dρψ)Xµν

= 1
2(ψ̄γµγν 6Dψ︸︷︷︸

ψϕ

)Xµν + 1
2(ψ̄γµγργνDρψ)Xµν

= ψψXϕ + 1
2 [Dρ(ψ̄γµγργνψ)]Xµν − 1

2(ψ̄
←
Dρ γµγργνψ)Xµν

= ψψXϕ − 1
2(ψ̄γµγργνψ)DρXµν + 1

2(ψ̄
←
6D︸ ︷︷ ︸

ψϕ

γµγνψ)Xµν − (ψ̄
←
Dµ γνψ)Xµν+

+ (div)

= ψψXϕ − 1
2(ψ̄γµγργνψ)DρXµν − (ψ̄

←
Dµ γνψ)Xµν + (div).

(5.2.20)

Przy pomocy wzoru (5.2.16) mo»emy wykaza¢ znikanie drugiego wyra»enia:

(ψ̄γµγργνψ)DρXµν = (ψ̄γνψ)DµX
µν + (ψ̄γµψ)DνX

µν − (ψ̄γρψ)Dρ ηµνX
µν︸ ︷︷ ︸

=0

+ i(ψ̄γσγ5ψ) εσρµνDρXµν︸ ︷︷ ︸
(B.12)

= 0

= 0, (5.2.21)

gdy» pierwsze dwa wyrazy sumuj¡ si¦ do zera dzi¦ki antysymetrii tensora Xµν . Zatem:

(ψ̄γµDνψ)Xµν = ψψXϕ − (ψ̄
←
Dµ γνψ)Xµν (5.2.22)

Ostatnie wyra»enie mo»emy zapisa¢ w nast¦puj¡cy sposób (zbieraj¡c pochodne do peªnej

dywergencji i korzystaj¡c z antysymetrii Xµν):

(ψ̄
←
Dµ γνψ)Xµν = [Dµ(ψ̄γνψ)]Xµν − (ψ̄γνDµψ)Xµν

= −(ψ̄γνψ)]DµX
µν + (ψ̄γµDνψ)Xµν + (div)

= ψψϕϕD + ψψψψ + (ψ̄γµDνψ)Xµν + (div).

(5.2.23)

Podstawiaj¡c powy»szy wynik do równania (5.2.20), przenosz¡c wyra»enia (ψ̄γµDνψ)Xµν

na jedn¡ stron¦ i pomijaj¡c peªne dywergencje otrzymujemy:

(ψ̄γµDνψ)Xµν ∼ ψψXϕ + ψψψψ + ψψϕϕD (5.2.24)

Reasumuj¡c, wszystkie operatory tej klasy s¡ zale»ne od wyra»e« nale»¡cych do klas:

ψψXϕ , ψψψψ , ψψϕϕD
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5.2.3 Operatory postaci ψψϕD

W tej klasie nie wyst¦puj¡ wyra»enia niezmiennicze wzgl¦dem transformacji cechowania

i Lorentza.

W rozkªadzie iloczynów tensorowych reprezentacji grupy SU(2) pojedynczy singlet

wyst¦puje wyª¡cznie w 2̂ ⊗ 2̂, czyli w poszukiwanym operatorze wyst¡pi¢ musz¡ pola

ψLψRϕ. Z zachowania hiperªadunku wynika, i» jedyne dopuszczone operatory (por. z

Tabel¡ 1) to:

(ϕ̃†q)u∗, (ϕ†q)d∗, (ϕ†l)e∗, + h.c.

lub ich sprz¦»enia hermitowskie. Rozwa»amy zatem wyra»enia postaci

ψ∗R(ϕ†ψL)D (5.2.25)

lub

ψ∗R(ϕ̃†ψL)D (5.2.26)

Niezmienniczo±¢ tych kombinacji wynika w przypadku (5.2.25) wprost z prawa trans-

formacyjnego:

ϕ†ψL → ϕ†U †UψL = ϕ†ψL

za± w przypadku (5.2.26) ze wzoru (B.16). Wynika ze«, i» dla dowolnych macierzy o

wyznaczniku równym 1, a zatem i dla reprezentacji fundamentalnej SU(2), i» (UT εU)il =
εjkUjiUkl = εil, czyli

ϕ̃†ψL = −ϕT εψL → −ϕUT εUψL = ϕ̃†ψL

Struktura lorentzowska W obu wypadkach struktura lorentzowska analizowanych

wyra»e« jest nast¦puj¡ca:

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0)⊗ (1
2 ,

1
2) = ⊕(., 1

2)

Powy»szy rozkªad nie zawiera singletu, czyli nie istniej¡ niezmienniki transformacji Lorentza

i cechowania o »¡danym skªadzie.

5.2.4 Operatory postaci ψψϕDD

Wszystkie operatory tej klasy oka»¡ si¦ liniowo zale»ne od operatorów innych klas.

Struktura grup cechowania jest taka sama jak w klasie ψψϕD powy»ej. Struktura

lorentzowska przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0)⊗ (1
2 ,

1
2)⊗ (1

2 ,
1
2) = [(0, 0)⊕ (1, 0)]⊗ [(0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1)]

= (0, 0)⊕ (0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (2, 0)⊕ (1, 1)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1)

⊕ (2, 1)
(5.2.27)

Dopuszcza ona istnienie 2 niezale»nych singletów. S¡ to

ψ̄LψRϕDµD
µ ψ̄LσµνψRϕD

µDν

i analogicznie dla ϕ̃.
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Redukcja Korzystaj¡c z reguªy Leibniza i pomijaj¡c peªne dywergencje, wybieramy

tylko operatory, w których pochodne nie dziaªaj¡ na pole ψ̄, otrzymuj¡c w ogólnym

wypadku (pami¦taj¡c o antysymetrii σµν , która czyni zale»nymi operatory z pochodnymi

zamienionymi miejscami):

(ψ̄LσµνψR)(DµDνϕ) (5.2.28)

(ψ̄LσµνDµDνψR)ϕ (5.2.29)

(ψ̄LσµνDµψR)(Dνϕ) (5.2.30)

(ψ̄LDµD
µψR)ϕ (5.2.31)

(ψ̄LDµψR)(Dµϕ) (5.2.32)

(ψ̄LψR)(DµD
µϕ) (5.2.33)

W operatorach (5.2.28) i (5.2.29) pochodne wyrazi¢ mo»na poprzez tensory pól cechowania

(zale»ne od reprezentacji do której nale»¡ pola fermionowe), co prowadzi do nast¦puj¡cych

to»samo±ci dla pierwszego z nich:

(ψ̄LσµνψR)(DµDνϕ) = 1
2(ψ̄LσµνψR)([Dµ, Dν ]ϕ) = 1

2(ψ̄LσµνψR)(igWµν + ig′Bµν)ϕ
∼ ψψXϕ

(5.2.34)

Dla drugiego operatora otrzymujemy:

(ψ̄LσµνDµDνψR)ϕ =
∑
k

(ψ̄LσµνX
µν
k ψR)ϕ ∼ ψψXϕ (5.2.35)

Problem operatora (5.2.30) sprowadzi¢ mo»na do redukcji wyra»enia (5.2.32) przy wyko-

rzystaniu wzoru

γµγν = −γνγµ + 2ηµνI4 ⇒ σµν = iηµνI4 − iγνγµ (5.2.36)

czyli (w ostatnim kroku korzystamy z równa« ruchu):

(ψ̄LσµνDµψR)(Dνϕ) = i(ψ̄LDµψR)(Dµϕ)− i(ψ̄Lγν 6DψR)(Dνϕ)

= i(ψ̄LDµψR)(Dµϕ) + ψψϕϕD
(5.2.37)

Podobnie post¡pimy z operatorem (5.2.31) - wykorzystuj¡c powy»szy trick oraz równania

ruchu i komutator pochodnych kowariantnych:

DµD
µψ = Dνη

νµDµψ
(5.2.36)

= 6D 6Dψ︸︷︷︸∑
ψϕ

+ i
2σ

νµ [Dν , Dµ]ψ︸ ︷︷ ︸
Xµνψ

=
∑
6Dψ︸︷︷︸∑
ψϕ

ϕ+
∑

γνψDνϕ+ i
2σ

νµXνµψ
(5.2.38)

czyli

ψ̄LDµD
µψRϕ = ψψϕϕϕ + ψψϕϕD + ψψXϕ (5.2.39)
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Eliminacja wyra»enia (5.2.32) wymaga nieco dªu»szego rachunku:

(ψ̄Dµψ)(Dµϕ) = (ψ̄Dνη
νµψ)(Dµϕ) = (ψ̄Dν

1
2{γ

ν , γµ}ψ)(Dµϕ)

= 1
2(ψ̄ 6Dγµψ)(Dµϕ) + 1

2(ψ̄γµ 6Dψ)(Dµϕ) =

= ψψϕϕD + 1
2Dν [(ψ̄γνγµψ)(Dµϕ)]− 1

2(ψ̄
←
6D γµψ)(Dµϕ)+

− 1
2(ψ̄γνγµψ)(DνDµϕ)

(5.2.40)

za±

(ψ̄γνγµψ)(DνDµϕ) = (ψ̄(−i)σνµψ)(
∑
k

Xk
νµϕ) + (ψ̄ψ)(DµDµϕ)︸ ︷︷ ︸

(5.2.33)

(5.2.41)

czyli

(ψ̄LDµψR)(Dµϕ) = ψψϕϕD + ψψXϕ + ψψϕ + ψψϕϕϕ + ψψψψ , (5.2.42)

gdy» operator (5.2.33) redukuje si¦ na mocy równania ruchu dla pola ϕ:

(ψ̄LψR)(DµD
µϕ) = ψψϕ + ψψϕϕϕ + ψψψψ (5.2.43)

Podsumowuje to redukcj¦ operatorów klasy ψψϕDD , które s¡ zale»ne od operatorów

klas ψψϕϕD , ψψXϕ , ψψϕ , ψψϕϕϕ , ψψψψ .

5.2.5 Operatory postaci ψψϕϕ

W tej klasie wyst¦puje tylko jeden niezmienniczy ze wzgl¦du na transformacje cechowania

i Lorentza operator, ªami¡cy zasad¦ zachowania liczby leptonowej. Przeanalizujemy tu

niezmienniczo±¢ typowych wyra»e«, które b¦dziemy wykorzystywa¢ w dalszej cz¦±ci pracy,

bez powtarzania u»ytych tu argumentów. Ich podstaw¡ b¦dzie wnioskowanie zawarte w

Dodatku C, w którym opisujemy zachowywanie pewnych ogólnych rodzajów operatorów

przez unitarne transformacje cechowania dowolnej grupy Liego.

W±ród iloczynów tensorowych reprezentacji grupy SU(2) pojedynczy singlet wyst¦puje

w 2̂⊗ 2̂ (3.1.1), za± 2 singlety w 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂⊗ 2̂ (3.1.7), a zatem dopuszczone s¡ wyra»enia

postaci:

ψLψLϕϕ, ψRψRϕϕ

Z symetrii ze wzgl¦du na dziaªanie grupy SU(3) wynika, i» pola fermionowe to albo dwa

wzajemnie sprz¦»one pola kwarków albo dwa dowolne leptony.

• Dwa kwarki

◦ Dwa kwarki lewoskr¦tne

Zachowanie hiperªadunku wymaga, by operator byª postaci q∗qϕ∗ϕ co prowadzi
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do nast¦puj¡cych niezmienników6

(q†q)(ϕ†ϕ), (q†τ Iq)(ϕ†τ Iϕ)

◦ Dwa kwarki prawoskr¦tne

Symetria U(1)Y dopuszcza nast¦puj¡ce operatory (ich niezmienniczo±¢ ze wzgl¦du

na transformacje cechowania grupy SU(2) zostaªa ju» uzasadniona poni»ej

równania (5.2.26)):

(d†u)(ϕ†ϕ̃), (u†u)(ϕ†ϕ), (d†d)(ϕ†ϕ)

Pierwszy z nich jest jednak równy zeru gdy» identyczne pola ϕ zw¦»one s¡ za

pomoc¡ antysymetrycznej macierzy.

• Dwa leptony

Zachowanie hiperªadunku ogranicza nas do nast¦puj¡cych wyra»e«:

◦ dla prawoskr¦tnych leptonów w rozkªadzie rozwa»anego iloczynu tensorowego

reprezentacji SU(2) wyst¦puje 1 singlet

e∗e(ϕ†ϕ) (5.2.45)

◦ z kolei dla lewoskr¦tnych leptonów otrzymujemy po 2 niezmienniki dziaªania

grupy SU(2)

(l†l)(ϕ†ϕ), (l†ϕ)(ϕ†l) (5.2.46)

oraz ªami¡ce liczb¦ leptonow¡ wyra»enia7

(lTp1εlp2)(ϕ̃
†ϕ), (lTp1ϕ̃

∗)(ϕ̃†lp2) (5.2.47)

z których pierwsze jest równe zeru, gdy» identyczne pola ϕ zw¦»one s¡ w nim

za pomoc¡ antysymetrycznej macierzy.

6Analizuj¡c operatory (4.1.1) wybierali±my baz¦ w podprzestrzeni iloczynu tych samych reprezentacji

co powy»ej spo±ród wyra»e« innej postaci, co podyktowane byªo ªatwo±ci¡ uzasadnienia faktu rozpinania

przez nie caªej podprzestrzeni niezmienniczej. Zastosowanie generatorów reprezentacji pozwala na zapis

niezmienników bez jawnego wypisywania indeksów skªadowych grupowych i jest konwencj¡ stosowan¡ od

dziesi¦cioleci. Mogliby±my równie» zdecydowa¢ si¦ na baz¦ opart¡ o wyra»enia sklasy�kowane w Dodatku

C:

(q†τ Iϕ)(ϕ†τ Iq), (q†τ Iq)(ϕ†τ Iϕ) (5.2.44)

O równowa»no±ci wszystkich tych wyborów stanowi to»samo±¢ (B.11).
7W ogólno±ci spo±ród 3 niezmienników postaci (ΦT1 εΦ2)(Φ

T
3 εΦ4), dla danych czterech pól Φi b¦d¡cych

dubletami SU(2), tylko 2 s¡ niezale»ne, o czym stanowi nast¦puj¡ca to»samo±¢:

εijεkl = εikεjl + εilεjk
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Struktura lorentzowska Mamy do czynienia z mno»onymi przez skalary obiektami

dwóch rodzajów:

• iloczynem ψ∗L/RψL/R - nie nios¡cym singletu lorentzowskiego iloczynie

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2) = (1
2 ,

1
2)

• iloczynem pól leptonów lewoskr¦tnych ll, zawieraj¡cym 1 singlet:

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0) = (0, 0)⊕ (1, 0)

postaci lT l (przypomnijmy tu, »e obja±nienia stosowanych oznacze« zebrane s¡ na

s.13).

Pozostawia to jedyny niezmienniczy operator tej klasy (ªami¡cy zasad¦ zachowania liczby

leptonowej):

(lTp1ϕ̃
∗)(ϕ̃†lp2) (5.2.48)

5.2.6 Operatory postaci ψψϕϕD

Cz¦±¢ operatorów tej klasy oka»e si¦ liniowo zale»na od operatorów innych klas, pozosta-

wiaj¡c 8 niezale»nych wyra»e«.

Struktura reprezentacji grup cechowania jest identyczna jak dla klasy ψψϕϕ . Stru-

ktura lorentzowska ma nast¦puj¡cy charakter:

• wyra»enia ψ∗L/RψL/RD:

(1
2 , 0)⊗ (0, 1

2)⊗ (1
2 ,

1
2) = (0, 0)⊕ (0, 1)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1)

zawieraj¡ 1 singlet postaci ψ̄L/Rγ
µψL/RDµ

• wyra»enie llD:

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0)⊗ (1
2 ,

1
2) =

⊕
(·, 1

2)

nie zawiera singletu lorentzowskiego.

Redukcja Stosuj¡c reguª¦ Leibniza i pomijaj¡c peªne dywergencje wybieramy tylko

operatory w których pochodne nie dziaªaj¡ na pole ϕ∗, otrzymuj¡c w ogólnym wypadku

wyra»enia postaci:

(ψ̄
←
6D ψ)(ϕ†ϕ) (5.2.49)

(ψ̄ 6Dψ)(ϕ†ϕ) (5.2.50)

(ψ̄γµψ)(ϕ†Dµϕ) (5.2.51)
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Na mocy równa« ruchu dla odpowiedniego pola fermionowego (lub równania sprz¦»onego)

(5.2.49) i (5.2.50) wyra»aj¡ si¦ poprzez operatory klasy ψψϕϕϕ .

Operatory (5.2.51), do których równania ruchu sprowadziªy ju» inne wyra»enia i które

traktujemy jako cz¦±¢ bazy liniowo niezale»nych operatorów s¡ nast¦puj¡ce:

(q̄γµq)(ϕ†Dµϕ) (5.2.52)

(q̄γµτ Iq)(ϕ†τ IDµϕ) (5.2.53)

(d̄γµu)(ϕ†Dµϕ̃) (5.2.54)

(ūγµu)(ϕ†Dµϕ) (5.2.55)

(d̄γµd)(ϕ†Dµϕ) (5.2.56)

(ēγµe)(ϕ†Dµϕ) (5.2.57)

(l̄γµl)(ϕ†Dµϕ) (5.2.58)

(l̄γµτ I l)(ϕ†τ IDµϕ) (5.2.59)

5.2.7 Operatory postaci ψψϕϕϕ

W tej klasie wyst¦puj¡ 3 niezale»ne operatory niezmiennicze wzgl¦dem transformacji

cechowania i Lorentza.

Analizuj¡c rozkªady iloczynów tensorowych reprezentacji SU(2), zauwa»amy, »e 2

singlety wystepuj¡ w iloczynie 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ ((3.1.7)), co w tej klasie dopuszcza tylko

operatory postaci ψRψLϕϕϕ. Z warunku zachowania symetrii SU(3) wynika, i» fermiony

to albo dwa wzajemnie sprz¦»one pola kwarków albo dwa dowolne leptony.

• Dwa kwarki

Symetria U(1)Y dopuszcza nast¦puj¡ce wyra»enia (po 2 singlety dziaªania grupy

SU(2) dla ka»dej kombinacji pól - ich posta¢ ju» uzasadniali±my):

[u†(ϕ̃†q)](ϕ†ϕ), [u†(ϕ†q)](ϕ̃†ϕ) (5.2.60)

[d†(ϕ†q)](ϕ†ϕ), [d†(ϕ̃†q)](ϕ†ϕ̃) (5.2.61)

Wyra»enia nale»¡ce do drugiej pary s¡ równe 0, gdy» identyczne pola ϕ lub ϕ∗

zw¦»one s¡ za pomoc¡ antysymetrycznej macierzy.

• Dwa leptony

Zachowanie hiperªadunku wymaga by niezmiennicze operatory tej klasy miaªy nast¦-

puj¡cy skªad (dla ka»dej kombinacji pól wyst¦puj¡ po dwa wyra»enia niezmiennicze

wzgl¦dem dziaªania grupy SU(2)):

e∗(ϕ†l)(ϕ†ϕ), e∗(ϕ̃†l)(ϕ†ϕ̃) (5.2.62)

Podobnie jak poprzednio, drugi operator jest równy 0. Poza nimi pozostaje operator

zbudowany z trzech niesprz¦»onych pól ϕ - w jego wypadku dwa singlety SU(2),

analogiczne do powy»szych, s¡ identyczne

e(ϕ̃†l)(ϕ̃†ϕ) (5.2.63)

Jest on jednak równy 0, gdy» identyczne pola ϕ zw¦»one s¡ za pomoc¡ antysymet-

rycznej macierzy.
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Struktura lorentzowska Mamy do czynienia z mno»onym przez skalary obiektem

ψ∗RψL - zawieraj¡cym jeden singlet iloczynem

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0) = (0, 0)⊕ (1, 0)

Odpowiadaj¡ mu ostatecznie nast¦puj¡ce operatory niezmiennicze:

[ū(ϕ̃†q)](ϕ†ϕ) (5.2.64)

[d̄(ϕ†q)](ϕ†ϕ) (5.2.65)

[ē(ϕ†l)](ϕ†ϕ) (5.2.66)

5.2.8 Operatory postaci ψψXϕ

Do tej klasy nale»y 8 niezale»nych operatorów niezmienniczych wzgl¦dem transformacji

cechowania i Lorentza.

1. ψψGϕ

Spo±ród kombinacji pól Modelu Standardowego prowadz¡cych do ró»nych iloczynów

reprezentacji grupy SU(2) (np. ψLψLϕ ∼ 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂) narzucenie niezmienniczo±ci

wzgl¦dem jej dziaªania pozostawia nam 1 singlet pochodz¡cy z iloczynu 2̂⊗ 2̂ (3.1.1),

a zatem operatory tej klasy zawieraj¡ pola ψLψRϕ.

W±ród rozwa»anych tu iloczynów tensorowych reprezentacji grupy SU(3) jedyny,

pojedynczy singlet wyst¦puje wyª¡cznie w iloczynie ˆ̄3 ⊗ 3̂ ⊗ 8̂ (3.1.25), czyli pola

fermionowe to wzajemnie sprz¦»one pola kwarków (niekoniecznie identycznych).

Z zachowania hiperªadunku (por. Tab.1) wynika, i» jedyne pozostaj¡ce operatory

to:

d†G(ϕ†q) (5.2.67)

u†G(ϕ̃†q) (5.2.68)

2. ψψWϕ

Analizuj¡c niezmienniczo±¢ wzgl¦dem dziaªania grupy SU(2) zauwa»amy, »e singlet

pojawia si¦ wyª¡cznie w 2̂⊗ 2̂⊗ 3̂ ((3.1.6)), zatem operatory zawieraj¡ pola ψRψL.

Z zachowania symetrii SU(3) wynika, »e pola fermionowe to albo dwa wzajemnie

sprz¦»one pola kwarków albo dwa dowolne leptony, gdy» pojedynczy nietrywialny

singlet wyst¦puje wyª¡cznie w iloczynie reprezentacji ˆ̄3⊗ 3̂ (3.1.14).

Narzucenie symetrii U(1)Y pozostawia operatory:

d†W(ϕ†q) (5.2.69)

u†W(ϕ̃†q) (5.2.70)

e∗W(ϕ†l) (5.2.71)
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3. ψψBϕ

Ze wzgl¦du na niezmienniczo±¢ tensora Bµν pod dziaªaniem reprezentacji wszystkich

grup operatory te maj¡ t¦ sam¡ struktur¦ grupow¡ co klasa ψψϕD . Jedyne do-

puszczone wyra»enia to:

u†B(ϕ̃†q) (5.2.72)

d†B(ϕ†q) (5.2.73)

e∗B(ϕ†l) (5.2.74)

Struktura lorentzowska Wszystkie wyra»enia niezmiennicze ze wzgl¦du na dziaªanie

reprezentacji grup cechowania maj¡ posta¢ ψ̄RψLXϕ. Odpowiada to zawieraj¡cemu jeden

singlet iloczynowi:

(1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0)⊗ [(0, 1)⊕ (1, 0)] = [(0, 0)⊕ (1, 0)]⊗ [(0, 1)⊕ (1, 0)]

= (0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (2, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0)⊕ (1, 1)
(5.2.75)

Niezmiennikiem jest tu ψRσ
µνψLXµνϕ. Prowadzi to do nast¦puj¡cych operatorów:

d̄σµνλA(ϕ†q)GA
µν (5.2.76)

ūσµνλA(ϕT εq)GA
µν (5.2.77)

d̄σµν(ϕ†τ Iq)W I
µν (5.2.78)

ūσµν(ϕ̃†τ Iq)W I
µν (5.2.79)

ēσµν(ϕ†τ I l)W I
µν (5.2.80)

ūσµν(ϕ̃†q)Bµν (5.2.81)

d̄σµν(ϕ†q)Bµν (5.2.82)

ēσµν(ϕ†l)Bµν (5.2.83)

Nie wyst¦puj¡ w nich pochodne, wi¦c za pomoc¡ równa« ruchu nie mo»na sprowadzi¢ ich

do innych klas.

5.3 Podsumowanie klasy�kacji operatorów zawieraj¡cych pola

fermionowe i bozonowe

Otrzymali±my uj¦t¡ w Tabeli 5 baz¦ 19 liniowo niezale»nych operatorów, zawieraj¡cych

pola bozonowe i fermionowe oraz zachowuj¡cych liczb¦ leptonow¡. Ich niezale»no±¢ ªatwo

stwierdzi¢, zauwa»aj¡c, »e skªadaj¡ si¦ z ró»nych pól. Równie» pary typu (q̄γµq)(ϕ†Dµϕ)
- (q̄γµτ Iq)(ϕ†τ IDµϕ) odpowiadaj¡ w ±wietle to»samo±ci (B.11) bazom dwóch operato-

rów (q̄γµq)(ϕ†Dµϕ) i (q̄iγµqj)(ϕ
†
jDµϕi) (gdzie jawnie zaznaczyli±my zw¦»enie indeksów

izospinu). Drugie wyra»enie jest jawnie niezale»ne od pierwszego, chocia»by ze wzgl¦du

na to, i» wyst¦puje w niej iloczyn q̄1γ
µq2, nieobecny w (q̄γµq)(ϕ†Dµϕ). Równie» i w tym

wypadku rz¡d równa« ruchu (w pochodnych kowariantnych) uniemo»liwia zwi¡zanie nimi

wypisanych tu operatorów. W Tabeli 5 wypisujemy jawnie dowolne w ogólno±ci indeksy

generacji poszczególnych pól fermionowych.
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ψψϕϕD ψψϕϕϕ ψψXϕ

(q̄p1γ
µqp2)(ϕ

†Dµϕ) [ūp1(ϕ̃
†qp2)](ϕ

†ϕ) d̄p1σ
µνλA(ϕ†qp2)G

A
µν

(q̄p1γ
µτ Iqp2)(ϕ

†τ IDµϕ) [d̄p1(ϕ
†qp2)](ϕ

†ϕ) ūp1σ
µνλA(ϕ̃†qp2)G

A
µν

(d̄p1γ
µup2)(ϕ

†Dµϕ̃) [ēp1(ϕ
†lp2)](ϕ

†ϕ) d̄p1σ
µν(ϕ†τ Iqp2)W

I
µν

(ūp1γ
µup2)(ϕ

†Dµϕ) ūp1σ
µν(ϕ̃†τ Iqp2)W

I
µν

(d̄p1γ
µdp2)(ϕ

†Dµϕ) ēp1σ
µν(ϕ†τ I lp2)W

I
µν

(ēp1γ
µep2)(ϕ

†Dµϕ) ūp1σ
µν(ϕ̃†qp2)Bµν

(l̄p1γ
µlp2)(ϕ

†Dµϕ) d̄p1σ
µν(ϕ†qp2)Bµν

(ϕ†lp1)γ
µ(l̄p2Dµϕ) ēp1σ

µν(ϕ†lp2)Bµν

Tabela 5: Niezale»ne operatory wymiaru 6, zawieraj¡ce pola bozonowe i fermionowe.

Poza tym wyznaczyli±my jeden niezmienniczy ze wzgl¦du na transformacje Lorentza i

cechowania operator wymiaru 5:

(lT ϕ̃∗)(ϕ̃†l) (5.3.1)

który nie zachowuje liczby leptonowej.

6 Operatory zªo»one z pól fermionowych

W przypadku samych pól fermionowych niemo»liwe jest zbudowanie operatora ∼ (GeV )5,

natomiast wyra»enia postaci ψψψψ maj¡ wymiar (GeV )6 - tylko te b¦dziemy rozwa»a¢.

Zajmuj¡c si¦ najpierw struktur¡ grup cechowania, wst¦pnie podzielimy je ze wzgl¦du na

dziaªanie reprezentacji grupy SU(3) - na operatory tej klasy mog¡ skªada¢ si¦ nast¦puj¡ce

wyra»enia (przez Q oznaczymy pola kwarków, za± przez L - leptonów):

6.1 Cztery pola kwarków QQQQ

W przypadku operatorów tej postaci konieczne jest algebraiczne rozwi¡zanie sprz¦»onych

zale»no±ci mi¦dzy reprezentacjami grupy SU(3) i hiperªadunkami. Oznaczmy przez nQ
liczb¦ pól Q = q, u, d wyst¦puj¡cych w iloczynie, za± przez n̄Q liczb¦ pól Q∗ = q∗, u∗, d∗.

Reprezentacje grupy SU(2) jako rzeczywiste narzucaj¡ jedynie warunek, i»

(nq + n̄q) jest parzyste (6.1.2)
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Analizuj¡c mo»liwe reprezentacje grupy SU(3) zauwa»amy (s. 18), »e podwójny singlet

wyst¦puje tylko w rozkªadzie iloczynu 3̂⊗ 3̂⊗ ˆ̄3⊗ ˆ̄3 ( to»samo±¢ (3.1.28)), a zatem

∑
q′=q,u,d

nq′ = 2 =
∑

q′=q,u,d

n̄q′ (6.1.3)

Niezmienniczo±¢ ze wzgl¦du na transformacj¦ cechowania grupy U(1)Y wi¡»e liczby pól

nast¦puj¡co:
1
6(nq − n̄q) + 2

3(nu − n̄u)− 1
3(nd − n̄d) = 0 (6.1.4)

Podstawiaj¡c do drugiego równania otrzymane z (6.1.3) zwi¡zki

nd = 2− nq − nu

i

n̄d = 2− n̄q − n̄u

otrzymujemy warunek w postaci:

(nq − n̄q) + 2(nu − n̄u) = 0 (6.1.5)

Poniewa» ∀ini  0, mo»liwe s¡ nast¦puj¡ce przypadki:

• nq = n̄q, zatem nu = n̄u oraz nd = n̄d, za± ogólne liczby kwarków i antykwarków

sumuj¡ si¦ do 2. W przypadku operatorów czterofermionowych istotna jest po-

tencjalna przynale»no±¢ operatorów do ró»nych generacji, st¡d jawnie wypiszemy

odpowiadaj¡ce im indeksy p. Uwzgl¦dniaj¡c na razie wyª¡cznie struktur¦ repre-

zentacji grupy SU(3) � ka»demu zestawowi pól odpowiadaj¡ dwie niezmiennicze

kombinacje � oraz pomijaj¡c operatory sprz¦»one do danych, otrzymujemy:

(q†p1qp2)(q
†
p3
qp4) (q†p1λ

Aqp2)(q
†
p3
λAqp4) (6.1.6)

(q†p1qp2)(u
†
p3
up4) (q†p1λ

Aqp2)(u
†
p3
λAup4) (6.1.7)

(q†p1qp2)(d
†
p3
dp4) (q†p1λ

Aqp2)(d
†
p3
λAdp4) (6.1.8)

(u†p1up2)(u
†
p3
up4) (u†p1λ

Aup2)(u
†
p3
λAup4) (6.1.9)

(u†p1up2)(d
†
p3
dp4) (u†p1λ

Aup2)(d
†
p3
λAdp4) (6.1.10)

(d†p1dp2)(d
†
p3
dp4) (d†p1λ

Adp2)(d
†
p3
λAdp4) (6.1.11)

Niezmienniczo±¢ operatorów w drugiej kolumnie wynika z (C.2) . Zauwa»my, »e

na mocy wzoru (B.11) w przypadku czterech pól, w±ród których dwa ró»ni¡ si¦

co najwy»ej generacjami (sprz¦»enie zespolone rozró»nia tu pola - przynale»¡ one

do ró»nych reprezentacji grupy SU(3)), drugi singlet w danym wierszu sprowadza

si¦ do kombinacji wyra»e« postaci pierwszego � w parach (6.1.6), (6.1.9) i (6.1.11)

niezale»ny w tym sensie jest zatem tylko pierwszy operator. Dalej pominiemy te z

powy»szych indeksów generacyjnych, które nie s¡ istotne.

• |nq − n̄q| = 1, co ªamie warunek (6.1.2).
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• nq = 0, n̄q = 2 co na podstawie (6.1.5) narzuca:

nu − n̄u = 1 (6.1.12)

co znaczy, bior¡c pod uwag¦ zaªo»one warto±ci nq oraz (6.1.3), »e nu = 1, za±
n̄u = 0 oraz nd = 1 i n̄d = 0. Prowadzi to do operatora postaci (nie uwzgl¦dniaj¡cej

struktury SU(2))8:

(q†u)(q†d) (q†λAu)(q†λAd) (6.1.13)

• wybór nq = 2, n̄q = 0 jest przypadkiem zespolenie sprz¦»onym do poprzedniego, co,

dzi¦ki rzeczywistemu charakterowi równa« narzucaj¡cych wi¦zy, odpowiada¢ musi

operatorowi sprz¦»onemu do (6.1.13). Zgodnie z przyj¦t¡ konwencj¡, nie b¦dzie on

wypisywany jawnie w±ród innych niezale»nych operatorów.

Musimy jeszcze uwzgl¦dni¢ struktur¦ reprezentacji SU(2). W iloczynie 2̂⊗ 2̂ wyst¦puje

jeden singlet, za± w 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ dwa. Prowadzi to do nast¦puj¡cej listy niezmienników

dziaªania grup cechowania w podklasie QQQQ (tym razem zastosowana symbolika uwzgl¦d-

nia odpowiednie zw¦»enia wszystkich indeksów poza spinorowymi):

(q†p1qp2)(q
†
p3
qp4) (q†p1τ

Iqp2)(q
†
p3
τ Iqp4) (6.1.14)

(q†q)(u†u) (q†λAq)(u†λAu) (6.1.15)

(q†q)(d†d) (q†λAq)(d†λAd) (6.1.16)

(u†p1up2)(u
†
p3
up4) (6.1.17)

(u†u)(d†d) (u†λAu)(d†λAd) (6.1.18)

(d†p1dp2)(d
†
p3
dp4) (6.1.19)

(q†ip1up2)ε
ij(q†jp3dp4) (q†ip1λ

Aup2)ε
ij(q†jp3λ

Adp4) (6.1.20)

Uwaga Spo±ród czterech mo»liwych i w ogólno±ci niezale»nych niezmienników dziaªania

grupy SU(3)xSU(2) na iloczyn czterech kwarków lewoskr¦tnych:

(q†p1qp2)(q
†
p3
qp4)

(q†p1τ
Iqp2)(q

†
p3
τ Iqp4)

(q†p1λ
Aqp2)(q

†
p3
λAqp4)

(q†p1λ
Aτ Iqp2)(q

†
p3
λAτ Iqp4)

dzi¦ki to»samo±ci (B.11) tylko wyra»enia nast¦puj¡cych dwóch postaci pozostaj¡ liniowo

niezale»ne:

(q†p1qp2)(q
†
p3
qp4)

(q†ip1q
j
p2

)(q†jp3q
i
p4

)

8W tym wypadku dwa niezmienniki dziaªania grupy SU(3) jakie mo»emy zaproponowa¢, s¡ identyczne

z dokªadno±ci¡ do generacji:

(q†p1u)(q†p2d) ∼ (q†p2u)(q†p1d)
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Zamiast nich wybra¢ mo»emy jednak baz¦ (6.1.14), która pozwala unikn¡¢ jawnego wy-

pisania indeksów grupowych.

6.2 Trzy pola kwarków i jedno pole leptonowe QQQL

Operatory o takim skªadzie ªami¡ zasad¦ zachowania liczby leptonowej i barionowej, ale

wypiszemy je dla kompletno±ci analizy.

W±ród mo»liwych w tym wypadku iloczynów reprezentacji grupy SU(3) pojedyncze

singlety zawieraj¡ wyª¡cznie 3̂⊗ 3̂⊗ 3̂ (3.1.22) i iloczyn do niego sprz¦»ony - ostatecznie

wobec rzeczywisto±ci warunków zwi¡zanych z pozostaªymi grupami cechowania prowadzi

on do operatorów sprz¦»onych wzgl¦dem uzyskanych z pierwszego iloczynu. Aby znale¹¢

posta¢ singletu w tym rozkªadzie, wykorzystajmy to»samo±¢ (B.16) dla macierzy 3× 3:

εabcMaa′Mbb′Mcc′ = εa
′b′c′detM (6.2.1)

Niezmiennik dziaªania grupy SU(3) ma zatem w tym wypadku posta¢

εabcQa
1Q

b
2Q

c
3 (6.2.2)

gdy»

εabcQa
1Q

b
2Q

c
3 → εabcUaa′Ubb′Ucc′Q

a′

1 Q
b′

2 Q
c′

3
detU=1= εa

′b′c′Qa′

1 Q
b′

2 Q
c′

3 (6.2.3)

Analizuj¡c struktur¦ pozostaªych grup cechowania, ujmijmy niezmiennicze operatory tej

klasy w Tabeli 6, ukazuj¡cej stopnie wnioskowania, gdy czytamy j¡ od lewej do prawej.

Pole leptonowe
Wniosek z zachowania symetrii

SU(2) - rodzaj pól kwarkowych U(1)Y - skªad peªnego operatora

l
qQRQ

′
R lqud, l∗qdd

qqq lqqq

e
qqQR eqqu

QRQ
′
RQ
′′
R e∗ddd, eduu

Tabela 6: Klasy�kacja operatorów QQQL .

Uwzgl¦dniaj¡c struktur¦ grup cechowania otrzymujemy nast¦puj¡ce operatory (indeksy

izospinowe odpowiadaj¡ notacji macierzowej, za±, tam gdzie to istotne, wypisujemy indeksy

generacji p, natomiast nie rozwa»amy jeszcze indeksów spinorowych):

εabc(lT εqa)ubdc (6.2.4)

εabc(l†p1q
a
p2

)dbp3d
c
p4

(6.2.5)

εabc(lTp1εq
a
p2

)(qbTp3 εq
c
p4

) (6.2.6)

εabcep1(q
aT
p2
εqbp3)u

c
p4

(6.2.7)

εabce∗p1d
a
p2
dbp3d

c
p4

(6.2.8)

εabcep1d
a
p2
ubp3u

c
p4

(6.2.9)
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W przypadku wyra»enia o skªadzie lqqq symetria SU(2) wyró»nia dwie niezale»ne nie-

zmiennicze kombinacje skªadowych multipletów, np. rozró»niane wyborem wektora q,

przez który mno»ony jest l.9 Obie te kombinacje s¡ jednak tej samej postaci, tj. (6.2.6).

6.3 Dwa pola kwarków i dwa pola leptonowe QQLL

Dziel¡c mo»liwe przypadki ze wzgl¦du na dziaªanie grupy SU(2) i pami¦taj¡c, »e singlety

wyst¦puj¡ tylko w iloczynach parzystej liczby jej reprezentacji otrzymujemy podklasy:

1. QLQLLLLL Operatory zªo»one z czterech pól lewoskr¦tnych.

Porównanie hiperªadunków prowadzi do wniosku, i» pola kwarków musz¡ by¢ wza-

jemnie sprz¦»one, podobnie jak pola leptonów. Analogicznie jak wcze±niej, wyst¦puj¡

tu nast¦puj¡ce 2 singlety grupy SU(2):

(q†q)(l†l) (q†τ Iq)(l†τ I l) (6.3.1)

2. QLQLLRLR Operatory zªo»one z dwóch pól kwarków lewoskr¦tnych i dwóch pól

leptonów prawoskr¦tnych.

Argumenty analogiczne do przytoczonych powy»ej prowadz¡ do wniosku, »e w tej

klasie wyst¦puje jedno niezmiennicze wyra»enie, odpowiadaj¡ce :

(q†q)e∗e (6.3.2)

3. QLQRLLLR Operatory zªo»one ze wszystkich mo»liwych w tej klasie rodzajów pól.

Porównanie warto±ci hiperªadunków w Tabeli 1 natychmiast prowadzi nas do jedno-

znacznie wyznaczonego operatora dla ka»dego wyboru prawoskr¦tnego pola kwarko-

wego (pami¦tajmy, »e niezmienniczo±¢ ze wzgl¦du na dziaªanie grupy SU(3) wymaga,

by jedno z pól kwarkowych byªo zespolenie sprz¦»one do pola uj¦tego w tej tabeli,

za± drugie nie). Jak zwykle nie umieszczamy jawnie operatorów sprz¦»onych do

wypisanych. W tej klasie otrzymujemy dwa operatory niezmiennicze:

[(q†l)d]e∗ (6.3.3)

[(q†u)εl∗]e (6.3.4)

4. QLQLLRLR Operatory zªo»one z dwóch pól kwarków prawoskr¦tnych i dwóch pól

leptonów lewoskr¦tnych.

Maj¡c na uwadze te same zastrze»enia co poprzednio, uzyskujemy wyra»enia:

(u†u)(l†l) (6.3.5)

(d†d)(l†l) (6.3.6)

(u†p1dp2)(l
†
p3
εl∗p4) (6.3.7)

przy czym ostatni operator ªamie liczb¦ leptonow¡.

9To stwierdzenie oparte jest na to»samo±ci podanej w przypisie na s.38, wi¡»¡cej ze sob¡ trzy nie-

zmiennicze wyra»enia uzyskiwane poprzez wybór par wzajemnie zw¦»anych przez ε multipletów.
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5. QRQRLRLR Operatory zªo»one z czterech pól prawoskr¦tnych.

W sposób analogiczny jak powy»ej, uzyskujemy operatory:

(u†u)e∗e (6.3.8)

(d†d)e∗e (6.3.9)

6.4 Jedno pole kwarków i trzy pola leptonowe QLLL

Operatory zawieraj¡ce tylko jeden kwark nie mog¡ by¢ niezmiennikami dziaªania grupy

SU(3), wi¦c w tej klasie nie wyst¦puje »adne poszukiwane wyra»enie.

6.5 Tylko pola leptonowe LLLL

Operatory tej podklasy s¡ trywialnymi niezmiennikami grupy SU(3). Dublety leptonowe

l posiadaj¡ poªówkowy hiperªadunek, za± singlety e - caªkowity, zatem by zachowa¢

symetri¦ U(1)Y , konieczne jest wyst¡pienie poszczególnych obiektów wyª¡cznie w parach

L̄L. Mo»liwe s¡ przypadki

1. l∗l∗ll

W tym iloczynie reprezentacji grupy SU(2) (3.1.7) wyst¦puj¡ dwa singlety, postaci

(dla rozró»nienia w ogólno±ci ró»nych pól fermionowych, jawnie wypisujemy indeksy

generacji):

(l†p1lp2)(l
†
p3
lp4) i (l†p1τ

I lp2)(l
†
p3
τ I lp3) (6.5.1)

Podobnie jak w przypadku operatorów zbudowanych z czterech pól kwarków drugie

wyra»enie jest kombinacj¡ liniow¡ iloczynów o postaci pierwszego.

2. l∗e∗le

W operatorze o tym skªadzie istnieje jedna niezmiennicza ze wzgl¦du na dziaªanie

grupy SU(2) kombinacja pól (nale»¡ca do iloczynu 2̂⊗ 2̂):

(l†l)e∗e (6.5.2)

3. e∗e∗ee

Operator tej postaci jest trywialnym singletem grupy SU(2).

Podsumowuj¡c narzuciwszy warunek niezmienniczo±ci ze wzgl¦du na transformacje

cechowania, otrzymali±my nast¦puj¡c¡ list¦ operatorów nie ªami¡cych zasad zachowania

48



liczby barionowej i leptonowej (na razie uwzgl¦dniamy tylko struktur¦ grupow¡):

(q†p1qp2)(q
†
p3
qp4) (q†p1τ

Iqp2)(q
†
p3
τ Iqp4) (6.5.3)

(q†q)(u†u) (q†λAq)(u†λAu) (6.5.4)

(q†q)(d†d) (q†λAq)(d†λAd) (6.5.5)

(u†p1up2)(u
†
p3
up4) (6.5.6)

(u†u)(d†d) (u†λAu)(d†λAd) (6.5.7)

(d†p1dp2)(d
†
p3
dp4) (6.5.8)

(q†p1up2)ε(q
†
p3
dp4)

T (6.5.9)

(q†q)(l†l) (q†τ Iq)(l†τ I l) (6.5.10)

(q†q)e∗e (6.5.11)

(q†l)de∗ (6.5.12)

[(q†u)εl∗]e (6.5.13)

(u†u)(l†l) (6.5.14)

(d†d)(l†l) (6.5.15)

(u†u)e∗e (6.5.16)

(d†d)e∗e (6.5.17)

(l†p1lp2)(l
†
p3
lp4) (6.5.18)

(l†l)e∗e (6.5.19)

e∗e∗ee (6.5.20)

oraz nie zachowuj¡ce tych liczb kwantowych operatory

(u†d)(l†εl∗) (6.5.21)

εabc(lT εqa)ubdc (6.5.22)

εabc(l†p1q
a
p2

)dbp3d
c
p4

(6.5.23)

εabc(lTp1εq
a
p2

)(qbTp3 εq
c
p4

) (6.5.24)

εabcep1(q
aT
p2
εqbp3)u

c
p4

(6.5.25)

εabce∗p1d
a
p2
dbp3d

c
p4

(6.5.26)

εabcep1d
a
p2
ubp3u

c
p4

(6.5.27)

6.6 Struktura lorentzowska

W tej klasie mamy do czynienia z iloczynami izomor�cznymi iloczynom reprezentacji

wªa±ciwej grupy Lorentza nast¦puj¡cych rodzajów (tu przez R oznaczamy reprezentacj¦

(0, 1
2), za± przez L - (1

2 , 0)):

1. RRLL

czyli iloczynowi

(0, 1
2)⊗ (0, 1

2)⊗ (1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0) = (0, 0)⊕ (1, 0)⊕ (0, 1)⊕ (1, 1) (6.6.1)
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w którym wyst¦puje jeden singlet, postaci

(ψ1
Rγµψ

2
L)(ψ3

Rγ
µψ4

L) lub (ψ1
Lγµψ

2
R)(ψ3

Lγ
µψ4

R) (6.6.2)

W rozwa»anej klasie s¡ to operatory:

(q̄p1γµqp2)(q̄p3γ
µqp4) (q̄p1γµτ

Iqp2)(q̄p3γ
µτ Iqp4) (6.6.3)

(q̄u)(ūq) (q̄λAu)(ūλAq) (6.6.4)

(q̄d)(d̄q) (q̄λAd)(d̄λAq) (6.6.5)

(ūp1γµup2)(ūp3γ
µup4) (6.6.6)

(ūγµu)(d̄γµd) (ūγµλAu)(d̄λAd) (6.6.7)

(d̄p1γµdp2)(d̄p3γ
µdp4) (6.6.8)

(q̄γµq)(l̄γµl) (q̄γµτ Iq)(l̄γµτ I l) (6.6.9)

εabc(lTγµua)ε(dbTγµqc) εabc(eTp1γµq
ai
p2

)εij(ubTp3 γ
µqcjp4) (6.6.10)

(q̄e)(ēq) (6.6.11)

(q̄d)(ēl) (6.6.12)

(ūl)(l̄u) (6.6.13)

(d̄l)(l̄d) (6.6.14)

(ūγµu)(ēγµe) (6.6.15)

(d̄γµd)(ēγµe) (6.6.16)

(l̄p1γµlp2)(l̄p3γ
µlp4) (6.6.17)

(l̄e)(ēl) (6.6.18)

(ēγµe)(ēγµe) (6.6.19)

2. RRRR

czyli iloczynowi

(0, 1
2)⊗ (0, 1

2)⊗ (0, 1
2)⊗ (0, 1

2) = [(0, 0)⊕ (0, 1)]⊗ [(0, 0)⊕ (0, 1)]

= (0, 0)⊕ 2 · (0, 1)⊕ (0, 0)⊕ (0, 1)⊕ (0, 2)
(6.6.20)

w którym wyst¦puj¡ dwa singlety. Zapiszmy je w postaci:10

(ψ1T
R ψ2

R)(ψ3T
R ψ4

R) (6.6.21)

(ψ1T
R ψ4

R)(ψ3T
R ψ2

R) (6.6.22)

10Analogicznie jak w przypadku dwóch singletów w iloczynie 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ ⊗ 2̂ reprezentacji grupy SU(2)

(por. z przypisem na s.38) spo±ród trzech ró»nych niezmienniczych wyra»e« tej postaci tylko dwa s¡

niezale»ne.
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Zauwa»my od razu, »e je±li dwa spo±ród rozwa»anych pól fermionowych nale»¡ do

tych samych multipletów (cho¢ by¢ mo»e ró»nych generacji), to oba odpowiednie

niezmienniki maj¡ t¦ sam¡ posta¢. W analizowanej klasie prowadzi to do nast¦pu-

j¡cych operatorów:

(q̄iu)εij(l̄je) (q̄ie)εij(l̄ju) (6.6.23)

(q̄ip1up2)ε
ij(q̄jp3dp4) (q̄ip1λ

Aup2)ε
ij(q̄jp3λ

Adp4) (6.6.24)

εabc(eTp1u
a
p4

)(ubTp3 d
c
p2

) (6.6.25)

Uwaga Wwypadku wyra»e« (6.6.24) odeszli±my od zapisu niezmienników w postaci

zadanej wzorami (6.6.22) � (q̄ip1u)εij(q̄jp2d) i (q̄aip2u
b)εij(q̄bjp1d

a), gdzie nawiasami ozna-

czyli±my niezmienniki lorentzowskie. Stanowi¡ one baz¦ równowa»n¡ do (6.6.24),

któr¡ wybieramy arbitralnie - ª¡czy je wzór (B.11) i dowolno±¢ wyboru generacji do

której nale»¡ pola q̄. Operatory (6.6.25) ze wzgl¦du na caªkowit¡ antysymetri¦ εabc

s¡ identyczne z dokªadno±ci¡ do przynale»no±ci do generacji.

3. RLLL

czyli iloczynowi

(0, 1
2)⊗ (1

2 , 0)⊗ (1
2 , 0)⊗ (1

2 , 0) =
⊕

(·, 1
2) (6.6.26)

w którym nie wyst¦puje singlet lorentzowski.

4. RRRL

w którym równie» z analogicznych przyczyn nie znajdziemy niezmiennika trans-

formacji Lorentza.

5. LLLL

analogicznym do przypadku RRRR i zawieraj¡cym tylko operatory o skªadzie lqqq:

εabc(lTp1εq
a
p2

)(qbTp3 εq
c
p4

) εabc(lT ip1 q
al
p2

)εijεkl(qbkTp3
qcjp4) (6.6.27)

gdzie nawiasami oznaczyli±my iloczyny w ramach skªadowych lorentzowskich. Ana-

logicznie jak w wypadku operatorów (6.6.24) baz¦ operatorów niezmienniczych o

tym skªadzie wybra¢ mo»na w postaci:

εabc(lTp1εq
a
p2

)(qbTp3 εq
c
p4

) (6.6.28)

εabc(lTp1ετ
Iqap2)(q

bT
p3
ετ Iqcp4) (6.6.29)

zyskuj¡c na estetyce i czytelno±ci oraz dopasowuj¡c si¦ do stosowanych w wielu

innych miejscach konwencji.

6.7 Podsumowanie klasy�kacji operatorów czterofermionowych

Otrzymali±my 25 liniowo niezale»nych operatorów, zachowuj¡cych liczb¦ fermionow¡ i

leptonow¡, zestawionych w Tabeli 7. Ich niezale»no±¢ wynika wprost z faktu, i» skªadaj¡
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si¦ z ró»nych pól. Jest tak równie» w wypadku operatorów postaci (ψ̄1T
Aψ2)(ψ̄3T

Aψ4),
odpowiadaj¡ one bowiem w ±wietle to»samo±ci (B.11) kombinacji liniowej dwóch opera-

torów (ψ̄1ψ2)(ψ̄3ψ4) i (ψ̄1ψ4)(ψ̄3ψ2), spo±ród których drugi jest funkcj¡ jawnie niezale»n¡

od tej danej pierwszym wyra»eniem. W tym miejscu jawnie zaznaczymy wszystkie, w

ogólno±ci dowolne, indeksy generacji poszczególnych pól.

L̄LL̄L R̄RR̄R

(l̄p1γµlp2)(l̄p3γ
µlp4) (ēp1γµep2)(ēp3γ

µep4)

(q̄p1γµqp2)(q̄p3γ
µqp4) (ūp1γµup2)(ūp3γ

µup4)

(q̄p1γµτ
Iqp2)(q̄p3γ

µτ Iqp4) (d̄p1γµdp2)(d̄p3γ
µdp4)

(q̄p1γµqp2)(l̄p3γ
µlp4) (ūp1γµup2)(ēp3γ

µep4)

(q̄p1γµτ
Iqp2)(l̄p3γ

µτ I lp4) (d̄p1γµdp2)(ēp3γ
µep4)

(ūp1γµup2)(d̄p3γ
µdp4)

(ūp1γµλ
Aup2)(d̄p3λ

Adp4)

L̄RR̄L L̄RL̄R

(l̄p1ep2)(ēp3lp4) (q̄ip1up2)ε
ij(q̄jp3dp4)

(ūp1lp2)(l̄p3up4) (q̄ip1λ
Aup2)ε

ij(q̄jp3λ
Adp4)

(d̄p1lp2)(l̄p3dp4) (q̄p1up2)ε(l̄p3ep4)
T

(q̄p1ep2)(ēp3qp4) (q̄ip1ep2)ε
ij(l̄jp3up4)

(q̄p1up2)(ūp3qp4)

(q̄p1λ
Aup2)(ūp3λ

Aqp4)

(q̄p1dp2)(d̄p3qp4)

(q̄p1λ
Adp2)(d̄p3λ

Aqp4)

(q̄p1dp2)(ēp3lp4)

Tabela 7: Zªo»one z pól fermionowych, niezale»ne operatory o wymiarze masowym 6,

zachowuj¡ce liczby leptonow¡ i barionow¡.

Poza nimi znale¹li±my 5 niezmienniczych ze wzgl¦du na transformacje cechowania i
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Lorentza operatorów, ªami¡cych zasad¦ zachowania liczby barionowej i leptonowej:

εabc(lTp1γµu
b)p2ε(d

cT
p3
γµqap4) (6.7.30)

εabc(eTp1γµq
ai
p2

)εij(ucTp3 γ
µqbjp4) (6.7.31)

εabc(eTp1u
a
p4

)(ubTp3 d
c
p2

) (6.7.32)

εabc(lTp1εq
a
p2

)(qbTp3 εq
c
p4

) (6.7.33)

εabc(lTp1ετ
Iqap2)(q

bT
p3
ετ Iqcp4) (6.7.34)

7 Porównanie z prac¡ [1]

Operatory wybrane w niniejszej pracy jako baza liniowo niezale»nych operatorów zawiera-

j¡cych bozony tworz¡ podzbiór operatorów z pracy [1], ª¡cznie z operatorem wymiaru 5

ªami¡cym zasad¦ zachowania liczby leptonowej, który wymieniony jest w równaniu (3.1)

tej pracy. Poni»ej zestawione s¡ one z symbolami odpowiadaj¡cymi im w cytowanej pracy,

wedªug schematu: operator=symbol w pracy [1]

(lT ϕ̃∗)(ϕ̃†l) wspomniany wy»ej operator wymiaru 5 (7.1)

(q̄γµq)(ϕ†Dµϕ) = −iO(1)
ϕq (7.2)

(q̄γµτ Iq)(ϕ†τ IDµϕ) = −iO(3)
ϕq (7.3)

(d̄γµu)(ϕ†Dµϕ̃) = iO†ϕϕ (7.4)

(ūγµu)(ϕ†Dµϕ) = −iOϕu (7.5)

(d̄γµd)(ϕ†Dµϕ) = −iOϕd (7.6)

(ēγµe)(ϕ†Dµϕ) = −iOϕe (7.7)

(l̄γµl)(ϕ†Dµϕ) = −iO(1)
ϕl (7.8)

(ϕ†l)γµ(l̄Dµϕ) = −iO(3)
ϕl (7.9)

[ū(ϕ̃†q)](ϕ†ϕ) = O†uϕ (7.10)

[d̄(ϕ†q)](ϕ†ϕ) = O†dϕ (7.11)

[ē(ϕ†l)](ϕ†ϕ) = O†eϕ (7.12)
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d̄σµνλA(ϕ†q)GA
µν = O†dG (7.13)

ūσµνλA(ϕ̃†q)GA
µν = O†uG (7.14)

d̄σµν(ϕ†τ Iq)W I
µν = O(3)†

dW (7.15)

ūσµν(ϕ̃†τ Iq)W I
µν = O†uW (7.16)

ēσµν(ϕ†τ I l)W I
µν = O†eW (7.17)

ūσµν(ϕ̃†q)Bµν = O†uB (7.18)

d̄σµν(ϕ†q)Bµν = O†dB (7.19)

ēσµν(ϕ†l)Bµν = O†eB (7.20)

(ϕ†ϕ)3 = Oϕ (7.21)

εIJKW I ν
µ W J ρ

ν WK µ
ρ = OW εIJKW̃ I;µνW J

νδW
K;δ
µ = O

W̃
(7.22)

fABCGA ν
µ GB ρ

ν GC µ
ρ = OG fABCG̃A ν

µ GB δ
ν GC µ

δ = O
G̃

(7.23)

ϕ†τ IϕW I
µνB

µν = OWB ϕ†τ IϕW I
µνB̃

µν = O
W̃B

(7.24)

ϕ†ϕW I
µνW

Iµν = 2OϕW ϕ†ϕW I
µνW̃

Iµν = O
ϕW̃

(7.25)

ϕ†ϕGA
µνG

Aµν = 2OϕG ϕ†ϕGA
µνG̃

Aµν = O
ϕG̃

(7.26)

ϕ†ϕBµνB
µν = 2OϕB ϕ†ϕBµνB̃

µν = O
ϕB̃

(7.27)

(ϕ†ϕ)(Dµϕ)†(Dµϕ) = O(1)
ϕ [ϕ†(Dµϕ)][(Dµϕ)†ϕ] = O(3)

ϕ (7.28)

Poza nimi w pracy [1] znajduje si¦ 17 operatorów zawieraj¡cych pola bozonowe, które w

±wietle przedstawionych tu oblicze« wyra»aj¡ si¦ poprzez wy»ej wypisane wyra»enia. S¡

to:

• Operator O∂ϕ

• Operatory zawieraj¡ce pochodne kowariantne dziaªaj¡ce na pole fermionowe, ponumero-

wane w [1] jako (3.30)�(3.37):

OlW ,OlB,OeB,OqG,OqW ,OqB,OuG,OuB,OdG,OdB

oraz opatrzone numerami (3.57) - (3.59):

ODe,OD̄e,ODu,OD̄u,ODd,OD̄d

Analogiczne zestawienie w przypadku operatorów czterofermionowych przedstawia si¦

nast¦puj¡co:

(l̄p1γµlp2)(l̄p3γ
µlp4) ∼ O

(1)
ll (7.29)

(q̄p1γµqp2)(q̄p3γ
µqp4) ∼ O(1,1)

qq (q̄p1γµτ
Iqp2)(q̄p3γ

µτ Iqp4) ∼ O(1,3)
qq (7.30)

(q̄γµq)(l̄γµl) ∼ O(1)
lq (q̄γµτ Iq)(l̄γµτ I l) ∼ O(3)

lq (7.31)
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(ēγµe)(ēγµe) ∼ Oee (7.32)

(ūp1γµup2)(ūp3γ
µup4) ∼ O(1)

uu (7.33)

(d̄p1γµdp2)(d̄p3γ
µdp4) ∼ O

(1)
dd (7.34)

(ūγµu)(ēγµe) ∼ Oeu (7.35)

(d̄γµd)(ēγµe) ∼ Oed (7.36)

(ūγµu)(d̄γµd) ∼ O(1)
ud (ūγµλAu)(d̄γµλAd) ∼ O(8)

ud (7.37)

(l̄e)(ēl) ∼ Ole (7.38)

(ūl)(l̄u) ∼ Olu (7.39)

(d̄l)(l̄d) ∼ Old (7.40)

(q̄e)(ēq) ∼ Oqe (7.41)

(q̄u)(ūq) ∼ O(1)
qu (q̄λAu)(ūλAq) ∼ O(8)

qu (7.42)

(q̄d)(d̄q) ∼ O(1)
qd (q̄λAd)(d̄λAq) ∼ O(8)

qd (7.43)

(q̄d)(ēl) ∼ Oqde (7.44)

(q̄p1up2)ε(q̄p3dp4) ∼ O(1)
qq (q̄p1λ

Aup2)ε(q̄p3λ
Adp4) ∼ O(8)

qq (7.45)

(q̄iu)εij(l̄je) ∼ Olq (q̄ie)εij(l̄iu) ∼ O′lq (7.46)

Operatora O′lq zabrakªo w pracy [1], ale pojawiª si¦ on ju» w literaturze, m.in. w artykule

[16]. W publikacji [1] niepotrzebnie znalazªy si¦ z kolei operatory sprowadzaj¡ce si¦ na

mocy wzoru (B.11) do wyra»e« tej samej postaci co odpowiedni operator O(1):

O(3)
ll ,O(8,1)

qq ,O(8,3)
qq ,O(8)

uu ,O
(8)
dd

Przypomnijmy, i» liniowo niezale»ne O(1,1)
qq i O(1,3)

qq rozpinaj¡ przestrze« zawieraj¡c¡ te»

O(8,1)
qq iO(8,3)

qq pod warunkem uwzgl¦dnienia wszystkich mo»liwych przyporz¡dkowa« indeksów

zapachowych w rozwa»anych operatorach.

8 Podsumowanie

Wprzedstawionej pracy sklasy�kowali±my operatory o wymiarach masowych 5 i 6, mog¡ce

pojawia¢ si¦ w teoriach efektywnych opartych na Modelu Standardowym, redukuj¡c list¦

wyra»e« zebranych w pracy [1] do minimalnej bazy operatorów liniowo niezale»nych. Po

opublikowaniu, nasza analiza powinna pomóc innym autorom w poprawnej analizie efek-

tywnych rozszerze« SM, dotychczas cz¦sto rozwa»anych w oparciu o zbyt obszern¡ list¦

[1].

W szczególno±ci, w pierwszych rozdziaªach pracy przypomnieli±my struktur¦ Modelu

Standardowego i przedstawili±my schemat wnioskowania, u»ywanego nast¦pnie przy klasy�-

kacji wszystkich operatorów. Dalej, w ramach wªa±ciwej analizy stworzyli±my kompletn¡

list¦ operatorów niezmienniczych ze wzgl¦du na transformacje cechowania i Lorentza,
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redukuj¡c j¡ nast¦pnie poprzez zadane równaniami ruchu SM zale»no±ci zobrazowane na

Rys. 1 na s. 17. Ostatecznie uzyskali±my minimaln¡ baz¦ zªo»on¡ z 1 operatora wymiaru

5, niezachowuj¡cego globalnej liczby leptonowej oraz 64 niezale»nych niezmienniczych

wyra»e« wymiaru 6. Ostatnia grupa zawiera 15 operatorów nie zawieraj¡cych pól fer-

mionowych, 19 operatorów zawieraj¡cych pola fermionowe i bozonowe lub pochodne

kowariantne oraz 30 wyra»e« zbudowanych z czterech pól fermionowych, w tym 5 opera-

torów ªami¡cych zasad¦ zachowania liczby barionowej i/lub leptonowej. Razem stanowi

to baz¦ 59 operatorów zachowuj¡cych liczby barionow¡ i leptonow¡ oraz 6 wyra»e« je

zmieniaj¡cych.

Porównuj¡c otrzymany rezultat z prac¡ [1], wskazali±my symbole, którymi oznaczone

zostaªy tam wyra»enia wyst¦puj¡ce i na naszej li±cie. Podali±my operator, jaki nale»y

doda¢ do sklasy�kowanych tam obiektów, aby tworzyªy one baz¦ oraz wyszczególnili±my

22 operatory wyst¦puj¡ce w pracy [1], a b¦d¡ce zale»nymi od innych.

A Zapis lagran»janu teorii pola z cechowaniem wyª¡cz-

nie za pomoc¡ pól materii, tensorów pól cechowania

i pochodnych kowariantnych

A.1 Okre±lenie zagadnienia

Chcemy wykaza¢, »e dowolna niezmiennicza wzgl¦dem cechowania g¦sto±¢ funkcji Lagrange'a

teorii pola z cechowaniem o zwartej grupie cechowania, która jest wielomianem pól "materii"

Φi, i = 1..N i ich pochodnych oraz pól cechowania AIµ, I = 1..M , wraz z ich pochodnymi

mo»e zosta¢ zapisana jako wielomian pól materii, tensorów pól cechowania i ich pochod-

nych kowariantnych:

L = L(Φi, ∂µ1 ...∂µnΦi, A
I
µ, ∂µ1 ...∂µmA

I
µ) = L′(Φi, Dµ1 ...DµnΦ, XI

µν , (Dµ1 ...DµmXµν)
I)
(A.1)

W niniejszym dodatku skorzystamy z oznaczenia na symetryzacj¦ tensora:

M(a1,...,an) =
1
n!

∑
σ=permutacje{1..n}

Maσ(1),...,aσ(n)

Przypomnijmy posta¢ transformacji cechowania w stosowanej w pracy konwencji:

Φ→ Φ′ = e−igω
IτI

AIµ → A
′I
µ = AIµ + ∂µω

I + gf IJKAJµω
K

Dalej konsekwentnie dla skrócenia zapisu pola cechowania i materii uwzgl¦dniamy jako

"zerowe pochodne" pól cechowania i materii.
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A.2 Konstrukcja

W celu przej±cia do wy»ej zde�niowanej parametryzacji wykorzystamy nast¦puj¡c¡ strategi¦11:

1. Wyzerujemy zsymetryzowane pochodne pól cechowania dowolnego rz¦du (równie»

samo pole cechowania) w wybranym punkcie x0 za pomoc¡ odpowiedniego wyboru

cechowania w jakim wyra»ana jest g¦sto±¢ funkcji Lagrange'a.

2. Wyrazimy pochodne pola cechowania i ich pochodne wyst¦puj¡ce w lagran»janie

poprzez zsymetryzowane pochodne pól cechowania i pochodne tensora pola cecho-

wania - uwzgl¦dniaj¡c znikanie tych pierwszych otrzymamy:

∂µ1 ...∂µnA
I
ν(x0) =

n!
n+ 1

∂(µ2 ...∂µnX
I
µ1)ν(x0)

3. Zapiszemy pochodne pól materii i tensorów pól cechowania poprzez pochodne kowariant-

ne tych wielko±ci oraz zsymetryzowane pochodne pól cechowania, co dzi¦ki obserwacji

w pkt. 1 doprowadzi nas do »¡danej postaci g¦sto±ci funkcji Lagrange'a w punkcie

x0:

L(Φi, ∂µ1 ...∂µnΦi, A
I
µ, ∂µ1 ...∂µmA

I
µ) = L′′(Φi(x0), Dµ1 ...DµnΦi(x0), (Dµ1 ...DµmXνρ)

I (x0))

4. W dowolnym cechowaniu i dowolnym punkcie g¦sto±¢ lagran»janu L ma posta¢

L” z dokªadno±ci¡ do zsymetryzowanych pochodnych pól cechowania i samych pól

cechowania. Jednak wyj±ciowa g¦sto±¢ lagran»janu L jest niezmiennicza ze wzgl¦du

na lokalne transformacje cechowania w ka»dym punkcie, za± wspomniana transfor-

macja zeruje w dowolnie wybranym punkcie x0 zsymetryzowane pochodne pól cecho-

wania i same pola cechowania zachowuj¡c (niezmiennicze ze wzgl¦du na dowoln¡

transformacj¦ cechowania) L” bez zmian. Dodatkowe wyra»enia musz¡ zatem sumo-

wa¢ si¦ do 0, wi¦c »¡dana równo±¢ zachodzi w caªej czasoprzestrzeni.

W nast¦pnych punktach przeprowadzimy precyzyjniej naszkicowane tu kroki.

A.3 Znikanie zsymetryzowanych pochodnych

Wybierzmy przej±cie do nowych pól poprzez transformacj¦ cechowania zde�niowan¡ jako

ωI = −AIµ(x0)(x− x0)µ (A.2)

wtedy

A
′I
µ (x0) = 0 (A.3)

Nast¦pna t. cechowania

ωI2 = −∂µAIν(x0)(x− x0)µ(x− x0)ν (A.4)

11Pragn¦ podzi¦kowa¢ dr hab. Pawªowi Nurowskiemu za zasugerowanie tej drogi rozumowania.
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nie wpªywa na warto±¢A
′I
µ (x0), za± zsymetryzowana pochodna dzi¦ki to»samo±ciom ωI2(x0) =

0 i ∀µ∂µωI2(x0) = 0

∂(µA
′I
ν)(x0) = ∂(µA

I
ν)(x0)+∂(µ∂ν)ω

I
2(x0)−gf IJK{[∂(µA

J
ν)](x0)ωK2 (x0)+AJ(ν(x0)[∂µ)ω

K
2 (x0)]} = 0

(A.5)

W ten sposób iteracyjnie zeruje si¦ zsymetryzowane pochodne pól cechowania dowolnego

rz¦du - procedura dziaªa ªatwo dzi¦ki temu, »e ostatnie wyra»enie w równaniu (A.5)

(∼ gf IJK) zawiera o jedn¡ pochodn¡ mniej, a wi¦c nie generuje niezerowego wyra»enia z

ωK w punkcie x0.

A.4 Zast¡pienie pochodnych cz¡stkowych dziaªaj¡cych na pola

cechowania przez tensory pola cechowania i ich pochodne

Chcemy wyrazi¢ pochodne samego pola cechowania poprzez pewn¡ kombinacj¦ pochod-

nych tensora pola cechowania, wi¦c rozwa»my najpierw ró»niczkowanie tensora pola cecho-

wania:

n!∂(µ2 ...∂µnX
I
µ1)ν ≡ ∂µ2 ...∂µnX

I
µ1ν

+ ∂µ1∂µ3 ...∂µnX
I
µ2ν

+ ...+ ∂µ1 ...∂µn−1X
I
µnν

z def.=

= n∂µ1 ...∂µnA
I
ν − ∂µ2 ...∂µn∂νAIµ1 − ...− ∂µ1 ...∂νA

I
µn + (∂µ1 ...∂µnA

I
ν − ∂µ1 ...∂µnAIν)+

− gf IJK [∂µ2 ...∂µn(AJµ1A
K
ν ) + ∂µ1∂µ3 ...∂µn(AJµ2A

K
ν ) + ...+ ∂µ1 ...∂µn−1(A

J
µnA

K
ν )] =

= (n+ 1)∂µ1 ...∂µnA
I
ν − (n!)∂(µ2 ...∂µn∂ν)A

I
µ1
− ...− (n!)∂(µ1 ...∂ν)A

I
µn − (n!)∂(µ1 ...∂µn)A

I
ν)+

− (n!)gf IJK∂(µ2 ...∂µn(AJµ1)A
K
ν ) =

=: (n+ 1)∂µ1 ...∂µnA
I
ν − (n+ 1)!∂(µ1 ...∂µnA

I
ν) − gf IJKYJK

(A.6)

czyli

∂µ1 ...∂µnA
I
ν = (n!)∂(µ1 ...∂µnA

I
ν) + gf IJKYJK +

n!
n+ 1

∂(µ2 ...∂µnF
I
µ1)ν (A.7)

Przyjrzyjmy si¦ YJK . Zmierzaj¡c do wyra»enia go poprzez zsymetryzowane pochodne,

zauwa»my, »e:

M(a1,...,an) =
1
n

∑
k∈{1..n}

M(a1,...,ak−1,ak+1,...,an),k =

=
1
n

∑
k1∈{1..n}

1
n− 1

∑
k2∈{1..n}\k1

...
1

n−m+ 1

∑
km∈{1..n}\{k1,...,km−1}

M(a1,...,aki−1,aki+1,...,an),k1,...,km

(A.8)

zatem

YJK ∼
∑

k∈{µ1,...,µn}
∂(µ2 ...∂µn(AJµ1)A

K
ν ) ∼

∑
...
∑

[∂(ρ1 ...∂ρmAµ1)][∂σ1 ...∂σm′Aν ]

Je±li wszystkie zsymetryzowane pochodne oraz samo pole A s¡ równe 0 to wyra»enie

YJK = 0, a zatem:

∂µ1 ...∂µnA
I
ν(x0) =

n!
n+ 1

∂(µ2 ...∂µnX
I
µ1)ν(x0) (A.9)
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czyli równie» po zw¦»eniu z macierzami reprezentacji τ I

∂µ1 ...∂µnAν(x0) =
n!

n+ 1
∂(µ2 ...∂µnXµ1)ν(x0) (A.10)

Reasumuj¡c, udaªo si¦ wyrazi¢ cz¦±¢ wyra»e« zbudowanych z pól cechowania i ich

pochodnych poprzez obiekty zªo»one z tensorów pól cechowania oraz ich pochodnych oraz

wyzerowa¢ pozostaª¡ cz¦±¢ w punkcie x0, czyli w tak wybranym cechowaniu pierwotna

funkcja Lagrange'a

L(x0) = L(Φi(x0), ∂µ1 ...∂µnΦi(x0), AIµ(x0), ∂µ1 ...∂µmA
I
µ(x0)) =

= L′(Φi(x0), ∂µ1 ...∂µnΦi(x0), ∂µ1 ...∂µmX
I
νρ(x0))

(A.11)

A.5 Zamiana pochodnych cz¡stkowych na kowariantne

Je±li zamienimy w L′ (A.11) zwykªe pochodne na kowariantne, to przyjmie on posta¢

z równania (A.1), do której d¡»ymy. Jak zauwa»ymy, ta zamiana nie zmienia postaci

funkcji Lagrange'a w punkcie x0. W tym celu wyka»emy najpierw indukcyjnie po±rednie

przeksztaªcenie postaci pochodnych pola materii:

∂µn ...∂µ1Φ = Dµn ...Dµ1Φ + Z (A.12)

gdzie Z jest kombinacj¡ liniow¡ iloczynów pochodnych pól cechowania i pochodnych ko-

wariantnych pola materii:

Z =
∑∏

αkl(∂kAρk)(DlΦ) (A.13)

gdzie α to pewne staªe wspóªczynniki, za± dla skrócenia zapisu nie wypisali±my indeksów

poszczególnych pochodnych. Pó¹niej istotnym oka»e si¦ fakt, »e zawsze k jest ±ci±le mniejsze

od n. W tym dowodzie chodzi o wykazanie, i» po wydzieleniu zªo»enia samych pochod-

nych kowariantnych, reszt¦ wyra»e« skªadaj¡cych si¦ na ∂µn ...∂µ1Φ mo»na sprowadzi¢ do

postaci Z.

Dla pojedynczej pochodnej (n = 1) powy»sze zaªo»enie indukcyjne jest speªnione:

∂µΦ = (Dµ − igAµ)Φ = DµΦ− ig(Aµ)(Φ) (A.14)

Zakªadaj¡c (A.12) i pami¦taj¡c i», z de�nicji, pochodne kowariantne pól transformuj¡ si¦

tak jak same pola, wi¦c dziaªa na nie taka sama pochodna kowariantna otrzymujemy:

∂µn+1∂µn ...∂µ1Φ
(A.12)

= (Dµn+1 − igAµn+1)Dµn ...Dµ1Φ + ∂µn+1
∑∏

αkl(∂kAρk)(DlΦ)

= Dµn+1Dµn ...Dµ1Φ +
∑∏

αkl[(∂µn+1∂
kAρk)(DlΦ) + (∂kAρk)(Dµn+1D

lΦ)+

− ig(∂kAρk)(Aµn+1)(DlΦ)]− ig(Aµn+1)(Dµn ...Dµ1Φ)

= Dµn+1Dµn ...Dµ1Φ +
∑∏

αk′l′ [(∂k
′Aρk′ )(D

l′Φ)]
(A.15)

co dowodzi postaci rozkªadu (A.12) dla dowolnego n.
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Na mocy (A.10) otrzymujemy w punkcie x0:

(∂µn ...∂µ1Φ)(x0) =
∑∏

α′kl(∂(µk−1 ...∂µ1Xµk)ν)(x0)(DlΦ)(x0) (A.16)

Udaªo nam si¦ ju» pozby¢ zwykªych pochodnych pól materii, spróbujmy domkn¡¢ zamian¦

zwykªych pochodnych na kowariantne, usuwaj¡c zwykªe pochodne tensorów pól cechowa-

nia. W ich wypadku

∂µX
I
νρ = (DµXνρ)I − igf IJKAJµXK

νρ (A.17)

Jak wida¢, we wzorze (A.12) przy zamianie Φ na XB
νρ zmieni si¦ wyª¡cznie struktura

grupowa wyra»enia Z przy zachowaniu jego charakteru - dowód indukcyjny ma analogiczny

przebieg jak poprzednio, prowadz¡c do wniosku:

∂µn ...∂µ1X
I
νρ = (Dµn ...Dµ1Xνρ)I +

∑∏
αIIkJkkl (∂kAIkδk)(D

lXJk
σkσ
′
k
) (A.18)

By pozby¢ si¦ zwykªych pochodnych pól cechowania, wzór (A.9) równie» zastosowa¢

musimy indukcyjnie, dowodz¡c:

∂µn ...∂µ1X
I
νρ(x0) = (Dµn ...Dµ1Xνρ)I(x0) +

∑∏
αk(DkXIk

σkσ
′
k
)(x0) (A.19)

gdzie pomin¦li±my potencjalnie skomplikowan¡ struktur¦ grupow¡ iloczynu.

Dla n = 1:

∂µX
I
νρ(x0)

(A.17)
= (DµXνρ)I(x0)− igf IJK(AJµ(x0))(XK

νρ)(x0)
(A.3)
= (DµXνρ)I(x0) (A.20)

Zakªadaj¡c, »e (A.19) zachodzi dla wszystkich n < m, rozwa»amy:

∂µm∂µm−1 ...∂µ1X
I
νρ(x0)

(A.18)
= (Dµm ...Dµ1Xνρ)I(x0) +

∑∏
αIkJkkl (∂kAIkδk)(D

lXJk
σkσ
′
k
)(x0)

(A.9)
= (Dµm ...Dµ1Xνρ)I(x0)+

+
∑∏

α
′IkJk
kl [∂(νk−1 ...∂ν1Xνk)δk ]

Ik(x0)(DlXJk
σkσ
′
k
)(x0)

(A.21)

ale pod sum¡ zawsze k < m, a zatem na mocy (A.19):

∂µm∂µm−1 ...∂µ1X
I
νρ(x0) = (Dµm ...Dµ1Xνρ)I(x0)+

+
∑∏

αkl(DlXJk
σkσ
′
k
){[D(νk−1 ...Dν1Xνk)δk ]

I(x0)+

+
∑∏

αk(DkXKk
σkσ
′
k
(x0)}

= (Dµm ...Dµ1Xνρ)I(x0) +
∑∏

αk′(Dk′X
Jk′
σk′σ

′
k′

)(x0)

(A.22)

co ko«czy dowód indukcyjny dla dowolnego m.

Podsumowuj¡c, udaªo si¦ wyrazi¢ pochodne tensorów pól cechowania wyª¡cznie poprzez

pochodne kowariantne tych»e obiektów, a zatem pochodne pól materii równie» dane s¡

przez kombinacje pochodnych kowariantnych tych pól oraz pochodnych kowariantnych

tensorów pól cechowania.
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Ostatecznie

L(x0) = L(Φi(x0), ∂µ1 ...∂µnΦi(x0), AIµ(x0), ∂µ1 ...∂µmA
I
µ(x0))

= L′′(Φi(x0), Dµ1 ...DµnΦi(x0), (Dµ1 ...DµmXνρ)
I (x0))

(A.23)

Jak zauwa»yli±my we wst¦pie, zapisanie niezmienniczej wzgl¦dem lokalnych transformacji

cechowania g¦sto±ci lagran»janu w postaci sumy dwóch wyra»e«, z których pierwsze

równie» jest niezmiennicze, a drugie wynosi zero w dowolnie wybranym punkcie x0 w

pewnym cechowaniu oznacza, »e drugie wyra»enie musi zerowa¢ si¦ we wszystkich punktach.

Ostatecznym wnioskiem jest, i» zamiast rozwa»a¢ niezmiennicze wzgl¦dem lokalnych trans-

formacji cechowania funkcje Lagrange'a wyra»one jako wielomiany w

Φi, ∂µ1 ...∂µnΦi, A
I
µ, ∂µ1 ...∂µmA

I
µ

mo»na rozwa»a¢ niezmiennicze wzgl¦dem lokalnych transformacji cechowania funkcje

Lagrange'a wyra»one jako wielomiany w

Φi, Dµ1 ...DµnΦ, XI
µν , (Dµ1 ...DµmXµν)

I

B Konwencje i podstawowe to»samo±ci

Ostateczna baza operatorów wymiaru 5 i 6 jest niezale»na od wyboru wspóªczynników w

poni»szych wyra»eniach, ale zmieniaj¡ one m.in. cz¦±¢ znaków w rachunkach. Stosujemy

nast¦puj¡c¡ konwencj¦:

• Komutatory generatorów grupy cechowania, generowanej przez {TA}, wyznaczaj¡
staªe struktury algebry:

[TA, TB] = ifABCTC (B.1)

W szczególno±ci generatory reprezentacji fundamentalnej grupy SU(2) s¡ proporcjo-
nalne do macierzy Pauliego T I = 1

2τ
I , co prowadzi do staªych struktury ich algebry w

postaci caªkowicie antysymetrycznego symbolu Levi - Civity εIJK . Macierze Pauliego

speªniaj¡ te» relacj¦:

{τ I , τJ} = 2δIJI (B.2)

Dla grupy SU(3) sens ma równie» zde�niowanie caªkowicie symetrycznych staªych

dABC :

{TA, TB} = dABCTC +
1
3
δABI3 (B.3)

Dalej poprzez T oznaczamy generatory reprezentacji fundamentalnej dowolnej grupy

cechowania.

• De�niuj¡c tensor pola cechowania poprzez komutator pochodnych kowariantnych

dziaªaj¡cych na pole materii

[Dµ, Dν ]Φ = igXA
µνT

AΦ =: igXµνΦ (B.4)

otrzymujemy jego nast¦puj¡c¡ posta¢:

XA
µν = ∂µA

A
ν − ∂νAAµ − gfABCABµACν (B.5)
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• Dla nast¦puj¡cego dziaªania pochodnej kowariantnej na tensor pola cechowania

(DµXνρ)A = δAC∂µX
C
νρ + igfABCXB

µ X
C
νρ (B.6)

komutator pochodnych kowariantnych w dziaªaniu na tensor pola cechowania przyj-

muje posta¢

([Dµ, Dν ]Xρσ)A = gfABCXB
µνX

C
ρσ (B.7)

• Korzysta¢ b¦dziemy z nast¦puj¡cej konwencji zapisu antysymetryzowanego iloczynu

dwóch macierzy Diraca:

σµν = i
2 [γµ, γν ] (B.8)

• Tensor dualny do danego oznaczamy standardowo z dodatkow¡ normalizacj¡:

X̃µν = 1
2ε
µνρσXρσ (B.9)

• Przyjmujemy nast¦puj¡c¡ normalizacj¦ generatorów grup cechowania:

Tr
(
TATB

)
= 1

2δ
AB (B.10)

• W tej konwencji prawdziwa jest to»samo±¢ wi¡»¡ca generatory reprezentacji fundamen-

talnych grup SU(N):
TAij T

A
kl = 1

2δilδkj −
1

2N δijδkl (B.11)

• Przy redukcji liczby liniowo niezale»nych operatorów korzysta¢ b¦dziemy z to»samo±ci

Bianchi:

DµX̃
µσ = 0 ⇔ εµσνρDµXνρ = 0 ⇔ DµXνρ +DνXρµ +DρXµν = 0 (B.12)

Fakt 1 B¦dziemy korzysta¢ tak»e z wªasno±ci symetrii iloczynu dwóch wzajemnie dualnych

tensorów antysymetrycznych. Wyka»emy tu poprawno±¢ wzoru

XµνX̃
νρ = −1

4δ
ρ

µ XζξX̃
ζξ (B.13)

Wybierzmy zapo»yczone z elektrodynamiki oznaczenia dla skªadowych ogólnego tensora

antysymetrycznego Xµν :

Xµν =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 (B.14)

W tej notacji otrzymujemy:

X̃νρ = 1
2ε
νρσδXσδ =


0 B1 B2 B3

−B1 0 −E3 E2

−B2 E3 0 −E1

−B3 −E2 E1 0

 = Xνρ{E ↔ −B} (B.15)
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Teraz ju» bardzo ªatwo przekona¢ si¦, »e

XµνX̃
νρ = ( ~E · ~B)δ ρ

µ

za± prawa strona wykazywanego wzoru wynosi

XαβX̃
αβ = −4( ~E · ~B)

co ko«czy dowód.

Fakt 2 We wnioskowaniu wykorzystujemy równie» to»samo±ci zwi¡zane z wyznacznikiem.

Zauwa»my, »e dla dowolnych macierzy Mn×n prawdziwa jest to»samo±¢:

εa1...anMa1a′1
...Mana′n = εa

′
1...a

′
ndetM (B.16)

Wynika ona z de�nicji wyznacznika

detM =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)Mσ(1)1...Mσ(n)n (B.17)

który dla indeksów {a′1, ..., a′n} w miejsce {1, ..., n} daje wynik εa′1...a′ndetM , o czym ªatwo

bezpo±rednio si¦ przekona¢.

C Niezmienniki transformacji cechowania

Dowiedziemy tu niezmienniczo±ci wzgl¦dem dziaªania grupy cechowania SM tych spo±ród

wykorzystanych w pracy wyra»e«, w przypadku których dowód ten jest bezpo±rednim

rozwa»eniem transformacji cechowania danego obiektu. Przeanalizujemy tu tylko dziaªanie

reprezentacji grup nieabelowych, analiza zachowania hiperªadunku sprowadza si¦ bowiem

do prostego zsumowania hiperªadunków pól wyst¦puj¡cych w danym operatorze, przy

czym ªadunki pól sprz¦»onych wchodz¡ do sumy z ujemnym znakiem. Dowody przeprowa-

dzimy dla ró»nych pól nale»¡cych do danej reprezentacji grupy cechowania - w niniejszej

pracy bardzo cz¦sto w danym wyra»eniu wyst¦puj¡ identyczne obiekty, jednak poprawne

wnioskowanie poprzez rozkªady iloczynów tensorowych wymaga przeprowadzanej tu ana-

lizy.

Przeanalizujmy niezmienniki zbudowane z pól Φ, które nast¦puj¡co transformuj¡ si¦

wedle tej samej unitarnej reprezentacji U pewnej grupy Liego:

Φ→ Φ′ = UΦ = e−igω
ATAΦ

W niniejszej klasy�kacji bardzo cz¦sto wykorzystywane s¡ operatory kilku rodzajów, któ-

rych niezmienniczego charakteru dowodzimy poni»ej. Dla wi¦kszej przejrzysto±ci wyko-

rzystamy skrótowe oznaczenie form biliniowych (w rachunkach b¦d¡ bowiem odgrywa¢

wyª¡cznie statyczn¡ rol¦) (A) := (Φ†iT
AΦj), podobnie ([A,B]) := (Φ†i [T

A, TB]Φj).

• Wyra»enie (Φ†1Φ2) transformuje si¦ nast¦puj¡co:

(Φ†1Φ2)→ (Φ†1U
†UΦ2) U†U=I= (Φ†1Φ2) (C.1)
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• Wyra»enie (Φ†1TAΦ2)(Φ†3TAΦ4) pod dziaªaniem transformacji in�nitezymalnej zmie-

nia si¦ o (uwzgl¦dniaj¡c tylko wyra»enia liniowe w parametrach transformacji):

δ(Φ†1T
AΦ2)(Φ

†
3T

AΦ4)
= ig′ωB(Φ†1[TB, TA]Φ2)(Φ†3T

AΦ4) + ig′ωB(Φ†1T
AΦ2)(Φ†3[TB, TA]Φ4)

= ig′ωBfBAC [(C)(A) + (A)(C)]

= ig′ωB[fBAC + fBCA](C)(A)

= 0
(C.2)

• In�nitezymalna transformacja operatora postaci fABC(Φ†1TAΦ2)(Φ†3TBΦ4)(Φ†5TCΦ6)
pozostawia nas z liniowym dodatkiem:

δfABC(A)(B)(C) = iωDfABC{([D,A])(B)(C) + (A)([D,B])(C) + (A)(B)([D,C])}
= −ωD{fABCfDAE(E)(B)(C) + fABCfDBE(A)(E)(C)

+ fABCfDCE(A)(B)(E)}
(C.3)

co, gdy zmienimy nazwy indeksów w drugim i trzecim wyra»eniu, odpowiednio

{A→ E → B → A} oraz {A→ E → C → A}, prowadzi do wyra»enia

δfABC(A)(B)(C) = −ωD(E)(B)(C)(fABCfDAE + fEACfDAB + fEBAfDAC) (C.4)

Okazuje si¦ za±, »e wyra»enie w nawiasie znika na mocy to»samo±ci Jacobiego, co

wida¢ po kilku przeksztaªceniach:

(fABCfDAE + fEACfDAB + fEBAfDAC)TE =

= fABC [TD, TA] + fDAB[TA, TC ] + fDAC [TB, TA]

= [TD, [TB, TC ]] + [TC , [TD, TB]] + [TB, [TC , TD]]

= 0

(C.5)

Dowodzi to niezmienniczo±ci operatorów rozwa»anej postaci.
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