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PRZEDMOWA

Wazrost mozliwosdci oraz powszechno$¢ ukladéw komputerowych stosowanych
we wspolczesnych urzadzeniach technicznych, stworzyly warunki do szybkiego roz-
woju metod wykrywania uszkodzen w systemach pracujacych w czasie rzeczywistym.
Poczatkowo metody te znalazly zastosowanie przede wszystkim w przemysle lotni-
czym i nuklearnym, gdzie implikacje niewykrycia powstalej awarii daleko przekra-

czajq i tak niemale skutki ekonomiczne. Zakres aplikacji sukcesywnie poszerzany byl

na inne dziedziny techniki, zwlaszcza w przypadkach stosowania urzadzen o wysokim
stopniu zautomatyzowania. Obecnie pojawia si¢ wrgcz poglad, iz konstrukcja syste-
méw coraz odporniejszych na uszkodzenia, o zwigkszonym poziomie zabezpieczenia
przed nastepstwami ewentualnych awarii, jest trzecim — po klasycznej technice regula-
cji i sterowaniu optymalnym — etapem rozwoju automatyki.

Celem niniejszej publikacji jest dostarczenie projektantowi kompletnego ma-
terialu umozliwiajacego skonstruowanie utylitarnego ukladu wczesnego wykrywania
uszkodzen, w zakresie obejmujacym:

(1) detekcje uszkodzen, a wigc stwierdzenie wystgpowania nieprawidlowosci w
stanie technicznym nadzorowanego systemu;
(2) diagnoze uszkodzen, czyli zlokalizowanie i identyfikacj¢ owych nieprawidlo-
wosci;
(3) predykceje uszkodzen, tzn. uprzedzenie o zagrozeniu ich pojawieniem si¢ W nie-
dalekiej przyszlosci (wraz z przypuszczalng klasyfikacja).
Idea ukladu opiera si¢ na metodyce statystyki matematycznej, ze szczegdlnym wyko-
rzystaniem teorii testowania hipotez, techniki estymatoréw jadrowych, a takze proce-
dur prognozowania. Proponowany algorytm przewidziany jest do realizacji w czasie
rzeczywistym, podczas wykonywania przez nadzorowane urzadzenie wlasciwych mu
czynnosci technologicznych. Pracg ukierunkowano na problem wykrywania uszkodzen
w systemach dynamicznych bedacych obiektami sterowania automatycznego, jednak
zasadnicza formula ma charakter uniwersalny i moze by¢ uzyta wobec szerokiej klasy
zagadnien, réwniez spoza zakresu inZynierii.

Niniejsza ksiazka podzielona jest na dziewi¢é rozdzialow.

Pierwszy rozdzial spelnia rol¢ wprowadzenia. Przedstawiono w nim koncepcje
metod wykorzystywanych wspolczesnie przy wykrywaniu uszkodzen w systemach
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dynamicznych.

Treé¢ rozdzialu drugiego stanowia preliminaria matematyczne. Ze wzgledu na
zalozona zwigzla forme, jego funkcja ogranicza si¢ do sprecyzowania podstawowych
pojeé i uscislenia oznaczen stosowanych w dalszej czgsci pracy. Ewentualne szcze-
golowe studia ulatwi¢ moze literatura zamieszczana na koncu poszczegélnych pod-
rozdzialow.

Z uwagi na podobiefistwo uzytego aparatu matematycznego, detekcja i diagnoza
opracowane sg razem w kolejnym, trzecim rozdziale. Na poczatku zaprezentowano
technike estymatorow jadrowych, wykorzystywang pézniej do syntezy funkcji detekcji
i diagnozy uszkodzen. Zwlaszcza estymatory dystrybuanty i kwantyla beda przedmio-
tami szczegOlowych rozwazan teoretycznych.,

Czwarty rozdzial po$wigcony jest predykcji uszkodzen. Jako wprowadzenie
przedstawiono w nim elementy prognozowania statystycznego, przede wszystkim z
zastosowaniem metody regresji, a takze modeli ARIMA i prognozowania bayeso-
wskiego.

Krotki rozdzial pigty dostarcza szeregu koncowych uwag dotyczacych zaprojek- |
towanego ukladu statystycznego wykrywania uszkodzen.

Poprawnos¢ dzialania tego ukladu zostala zweryfikowana za pomoca numery-
cznego programu symulacyjnego. Obiektem jest nieciagly system pozycyjny poddany
dzialaniu losowego sterowania czasooptymalnego. Jego opis oraz oméwienie wynikow
symulacji sklada si¢ na rozdzial szésty.

I wreszcie, rozdzial sibdmy peni rol¢ podsumowania tez i wynikow zawartych
W niniejszej pracy.

Koncowy rozdziak 6smy stanowi dodatek prezentujacy dowody twierdzen,
ktorych tezy wykorzystywane byly we wczesniejszych partiach tekstu. Nalezy
zaznaczy¢, ze uzyty tu aparat matematyczny przekracza swym zaawansowaniem
material poprzednich rozdzialdow, w szczegdlnosci pojgcia wprowadzone w ramach
preliminariow.

Naturalng konsekwencj¢ roéznorodnoséci rozwazanych zagadnien stanowi liczna
bibliografia przedstawiona w rozdziale dziewiatym. Dodatkowa pomoca przy ewentu-
alnych poszukiwaniach po literaturze przedmiotowej moga by¢ szczegélowe uwagi
bibliograficzne, zamieszczane na koncu poszczegdlnych podrozdzialow. Znaczna
czg¢$¢ poruszanych tematow jest niestety nieobecna w zrédiach polskojezycznych.

Piotr Kulczycki

Krakéw, 1997.



1. wstep

Problem wykrywania uszkodzen stal si¢ ostatnio jednym z istotniejszych
zagadnieh nowoczesnej automatyki. Wezesne ustalenie nieprawidlowosci wystepu-
jacych w funkcjonowaniu sterowanego obiektu, od robota przemystowego do reaktora
nuklearnego, pozwala najczeéciej uniknaé powaznych awarii czy wrecz katastrof,
ktérych skutkiem moga by¢ znaczne straty materialne oraz ludzkie tragedie. Z kolei,
stwierdzenie rodzaju i miejsca pojawienia si¢ owych nieprawidlowosci ma zasadnicze
znaczenie, zwlaszcza przy nadzorowaniu wielkich systeméw, takich jak zlozone
instalacje chemiczne, nowoczesne jednostki plywajace lub samoloty. Rangg po-
wyzszych dziatan poteguje czynnik psychologiczny, wyrazajacy si¢ w zwiekszeniu
poczucia bezpieczefistwa uzytkowania, a takze — wynikajace z podobnych przestanek —
racje prestizowe oraz komercyjne. I wreszcie, argumenty ekonomiczne stanowia o
niejednokrotnie znacznej redukcji kosztéw eksploatacji, przede wszystkim poprzez
zapewnienie poprawnoséci warunkow technologicznych oraz racjonalizacje czynnosci
remontowych i ograniczenie napraw.

Za uszkodzenie danego urzadzenia uwazany jest jego nieprawidiowy stan techni-
czny (stan technicznej niesprawnosci), uniemozliwiajacy albo ograniczajacy wiasciwe
uzytkowanie samego urzadzenia lub kompleksu przemystowego, ktérego jest ono
czescia skladowa. Proces wczesnego wykrywania uszkodzen zilustrowany zostal na
rysunku 1.1. Badany system jest tam reprezentowany przez uklad sterujacy i obiekt.
Jego warunki pracy sa sukcesywnie sprawdzane w celu mozliwie jak najszybszego
stwierdzenia ewentualnych nieprawidlowosci w aktualnym stanie technicznym sys-
temu, co stanowi tzw. detekcje uszkodzen. Jezeli taka nieprawidlowos¢ nie zostanie
wykryta, to nie jest podejmowane zadne dzialanie, natomiast w przeciwnym przy-
padku dokonuje si¢ diagnozy uszkodzen, a wigc lokalizacji i mozliwie jak najpel-
niejszej ich identyfikacji. Sukcesywnie dokonywana moze by¢ réwniez predykcja
uszkodzen, czyli okreslenie prawdopodobiefistwa wystapienia ich w przysztosci
zarébwno w sensie detekcji jak i diagnozy, a zatem prognozowana jest nie tylko sama
mozliwo$é pojawienia si¢ nieprawidlowosci, ale takze jej ewentualna lokalizacja oraz
identyfikacja. Wyniki detekcji, diagnozy i predykcji sa podstawa do tzw. serwisu
uszkodzen, czyli dokonania modyfikacji w algorytmie sterowania, polegajacych na
przejeciu funkcji niesprawnych podzespoléw lub tez zmianie reZymu pracy nadzoro-
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predykcja uszkodzen
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diagnoza uszkodzen| j&—

A ukiad wykrywania
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Rys. 1.1. Sterowanie automatyczne z ukladem wykrywania uszkodzen.

wanego urzadzenia, a w ostateczno$ci na zatrzymaniu systemu dla dokonania naprawy,
przy czym spos6b zatrzymania uzalezniony moze by¢ od rodzaju rozpoznanego uszko-
dzenia.

W stosunku do klasycznej hierarchicznej struktury sterowania automatycznego,
skladajacej si¢ z warstw sterowania bezposredniego, optymalizacji i adaptacji, uklad
wykrywania uszkodzen stanowi dla nich warstwe nadrzgdna. Jezeli dzialanie systemu
jest poprawne, to warstwa ta nie ingeruje w proces sterowania. Natomiast w przypadku
wystapienia nieprawidlowosci, modyfikuje ona algorytmy nizszych warstw, az do
przerwania procesu technologicznego wlacznie.

Procedura wykrywania uszkodzen opiera si¢ najczeéciej na informacjach zawar-
tych w nastgpujacych, mierzalnych bezposrednio lub estymo'wanych, wielkosciach:

(1) warto$ciach sterowania i odpowiedzi uktadu,

(2) warto$ciach zmiennych stanu;

(3) warto$ciach parametréw nadzorowanego systemu dynamiczriego;

(4) wielkosciach charakterystycznych oraz towarzyszacych, takich jak wydajnosé
urzadzenia, zuzycie materialéw (np. paliwa lub oleju) oraz spektrum czestotliwo-
$ciowe wibracji 1 wytwarzanego hatasu, rozklad temperatury, itp.

Poszczegolne algorytmy wykorzystuja tylko niektore wielkosci, wybrane przewaznie
spoérod jedynie jednej z grup (1)-(4).

Przedstawione ponizej kompendium metodyki wczesnego wykrywania uszkodzen

w systemach dynamicznych ograniczone zostato z koniecznosci do intuicyjnego zarysu
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podstawowych, wykorzystywanych do tego celu idei. Wnikliwe studia ulatwi¢ moze
literatura przedmiotowa, zamieszczona na koncu niniejszego rozdziatu.

Typowym reprezentantem najstarszych koncepcji byla metoda wartosci grani-
cznych. Polegata ona na sukcesywnym sprawdzaniu czy aktualna warto$¢ wybranej,
charakterystycznej dla nadzorowanego urzadzenia, wielkosci v nalezy do zbioru repre-
zentujacego jego normalne warunki pracy, czyli czy spelniona jest zaleznos¢

Vo SV SV - (1.1)

Odpowiedni dobér analizowanych wielko$ci stwarzat mozliwos¢ zaréwno detekcji, jak
i diagnozy uszkodzef. Z kolei poprzez kontrolg tendencji zmian, tzn. weryfikacje
prawdziwo$ci relacji

Vi SV Vi (1.2)

min =

metoda ta stanowila takze namiastke predykcji. (Jej nikla skutecznos¢ wynikala przede
wszystkim z faktu, iz zaklécenia o nieznacznej nawet amplitudzie moga mie¢ istotny
wplyw na pochodng sygnalu) Czesto wprowadzano kilka poziomow aktywnosci
kryteriow (1.1) i (1.2), przykladowo: pierwszy — podstawowy — bezposrednio wska-
zujacy na wystapienie nieprawidlowosci ze wszystkimi tego implikacjami oraz drugi, o
znaczeniu pomocniczym, jedynie zalecajacy operatorom wzmozona uwagg.

Inng sposréd najstarszych procedur wykrywania uszkodzefi byla nadmiarowos¢
sprzgtowa, w typowym zastosowaniu uzywana do zagadnienia weryfikacji popra-
wnosci pracy czujnika pomiarowego. Polegala ona na instalowaniu trzech takich
samych czujnikéw i sukcesywnym sprawdzaniu identycznosci otrzymanych tym
sposobem wynikow. Jezeli wskazania jednego z czujnikow byly razaco rézne od
dwoch pozostalych (detekcja uszkodzen), to uznawano go za niesprawny (diagnoza) i
do czasu naprawy jego dalsze wskazania byly pomijane (serwis). Oczywiscie,
nadmiarowo$é sprzetowa znacznie zwickszala koszty, a takze cigzar oraz wymiary
nadzorowanegob urzadzenia. Zgodnie z ogodlng tendencja postgpu we wspolczesnej
technice, metodyka wykrywania uszkodzen ewoluowala w kierunku rozwoju regut
wnioskowania, a zatem przetwarzania dostgpnych informacji o pracy systemu dzigki
coraz wigkszym mozliwosciom ukladéw komputerowych. Realizacjq tej idei jest tzw.
nadmiarowo$é analityczna, polegajaca na poréwnywaniu wartosci kilku estymatoréw
tej samej wielkoéci fizycznej, jednak otrzymanych odmiennymi sposobami. (W
szczegblnym przypadku, jako jeden z estymatoréw traktowany by¢ moze bezposredni
pomiar.) Warto zauwazy¢, ze jeSli dzigki odpowiedniej koncepcji, wplyw pewnego
typu zakldcefi na poszczegblne estymatory jest zblizony, to stosowany algorytm staje
si¢ odporny na te zaklocenia.

Procedura aplikacyjna metod z grupy nadmiarowosci analitycznej sklada si¢ zwy-
kle z dwdch etapéw: wygenerowania wektora wielkosci charakteryzujacych aktualny
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stan techniczny urzadzenia, a nastgpnie statystycznej weryfikacji hipotez dotyczacych
ewentualnej obecnosci uszkodzenia oraz jego charakterystyki.

Czgsto pierwszy etap polaczony jest z konstrukcja tzw. residudw. Mianowicie,
Jezeli w przypadku poprawnej pracy systemu obowiazuje dowolna tozsamo$¢

g =h@) , (1.3)
to residuum definiuje sie jako réznice

e()=h(1)-g() , (1.4)

ktéra powinna by¢ réwna zero w normalnych warunkach pracy, w przeciwienstwie do
przypadku wystapienia nieprawidtowosci, gdy relacja (1.3) przestaje by¢ prawdziwa.

Zgodnie z koncepcjg tzw. réwnania zgodnosci, residuum okreéla si¢ jako réznice
mi¢dzy bezposrednim pomiarem wielkosci wyjsciowej oraz jej estymatorem otrzy-
manym dzigki modelowi typu wejscie-wyjécie (statycznemu lub dynamicznemu) i
pomiarowi wejscia.

Z kolei, stosujac uktad dwoch réwnoleglych obserwatoréw (lub filtréw Kalma-
na), ale opartych o odmienne zbiory sygnalow wyjsciowych nadzorowanego systemu,
pordéwnuje si¢ otrzymane estymatory stanu.

I wreszcie, niech dla ilustracji innego zastosowania filtru Kalmana, dany bedzie
uklad dyskretny, ktérego dynamika opisana jest réwnaniami

x(t+1)=Ax(®)+ B u(t) (1.5)

y@)=Cx@) . (1.6)
Residuum mozna zdefiniowa¢ nastepujacym wzorem:

e(t)=y()-Cx(t)t-1) , 1.7

gdzie J oznacza uzyskana empirycznie odpowiedz ukladu, natomiast x(t|t - 1) repre-
zentuje warto$¢ estymatora stanu w chwili 7 otrzymanego na podstawie danych do
chwili 7 -1 wlacznie, dostgpna bezposrednio z filtru Kalmana, Ta szczegblna postaé
residuum nosi nazwe innowacji.

Dla potrzeb procesu diagnozy, residuum e moze by poddane liniowe;j transfor-
macji :

eM)=Se() , (1.8)

przy czym poszczeg6lne skladowe wektora e” przypisane sa do konkretnych rodzajow
uszkodzen, a zatem wyraz s, ; macierzy § wskazuje w jakim stopniu i-ty typ nieprawi-
dlowosci manifestuje si¢ w wartosci j-tej wsp6trzednej residuum e. Wspolczynniki Ly

majg szczegblnie naturalna interpretacje, jesli stosowana koncepcje oparto na 1dentyf1—
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kacji wartoéci parametréw systemu dynamicznego — wiele rodzajow awarii jest bo-
wiem $cisle zwiazanych z jego poszczegblnymi parametrami. ‘

W praktyce warto$¢ residuum moze by¢ rézna od zera nie tylko na skutek poten-
cjalnej obecnosci uszkodzenia, ale takze z powodu wystgpowania zaklécen oraz nie-
dokladno$ci modelu i procedur pomiarowych. Jak wspomniano, ustalenie pochodzenia
wartosci residuum, wskazujacego ewentualnie na niesprawno$é urzadzenia, dokony-
wane jest poprzez testowanie hipotez statystycznych.

Testowanie hipotez realizuje si¢ na podstawie danych zawartych w ustalonym —
specyficznym dla kazdego zagadnienia — zbiorze wielkosci pomiarowych, chara-
kteryzujacych stan techniczny urzadzenia. Przewaznie jest nim wektor Z, ktérego
skladowymi sq wybrane wspotrzgdne sterowania, stanu i odpowiedzi oraz wartosci
parametréw systemu dynamicznego, a takze ich funkcje okreslone na przyklad zgodnie
z przedstawiona powyzej koncepcjg residuum.

Weryfikacji poddawane sg poszczegdlne wspélrzgdne takiego wektora, co jest
naturalne wobec diagnozy, gdy dany rodzaj uszkodzenia najczesciej rozpoznaje si¢ na
podstawie pojedynczej skltadowej. W przypadku detekcji przyjmowane jest natomiast,
iz o stwierdzenin nieprawidlowych warunkéw pracy decyduje pozytywny wynik
przynajmniej jednego testu. Wynika to ze stosowanego czasem uproszczenia procesu
detekcji-diagnozy do sprawdzenia jedynie kilku konkretnych, zalozonych typéw
uszkodzen. Aby uniknaé skutkéw takiej nieuzasadnionej arbitralnoéci, dla potrzeb
detekcji sprowadzi¢ mozna powyzszy wektor do jednowymiarowej (rzeczywistej)
zmiennej, ktéra dopiero staje si¢ podmiotem testowania. Szczegélne zalety posiada
przeksztalcenie

2(1) = Z(f) Cov(Z)™ Z(¢) , (1.9)

gdzie Cov(Z) oznacza macierz kowariancji wektora Z wyznaczong dla poprawnych
warunk6éw pracy nadzorowanego systemu. Transformacja ta uwydatnia bardziej wiary-
godne skladowe, czyli takie ktore nie charakteryzuja si¢ w tych warunkach nadmier-
nymi fluktuacjami.

Doboru typu testu dokonuje si¢ w zaleznosci od tego jaka wlasnos¢ stosowanego
wektora Z ulega najwigkszym zmianom w chwili wystapienia nieprawidlowosci. Nie-
kiedy jest to réwnowazne stwierdzeniu ktéra wlasno$¢ jest najbardziej stabilna w
poprawnych warunkach pracy. I tak, statystyczne wykrywanie uszkodzen realizuje sie
zwykle na podstawie testowania autokorelacji oraz wzajemnej korelacji wspél-
rzgdnych, ich wartosci oczekiwanej, spektrum czestotliwo$ciowego, podobiefistwa
zaklocen do szumu bialego oraz przede wszystkim ilorazu wiarygodnosci. Testy oparte
na ilorazie wiarygodnosci posiadaja rozliczne zalety z punktu widzenia statystyki
matematycznej, jakkolwiek ich zastosowanie do zagadnienia detekcji jest powaznie
ograniczone wymaganiem znajomosci do$¢ szczegblowej charakterystyki ewentual-
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nego uszkodzenia. Innym przykladem uzywanych testow moze by¢ test chi-kwadrat,
czy tez sekwencyjny test Walda.

Dia celéw diagnozy stosowane sg takze procedury oparte na technice rozpozna-
wania obrazéw, czyli w ujeciu statystycznym — zagadnieniu klasyfikacji. Poszczegdlne
rodzaje diagnozowanych uszkodzen sa tu reprezentowane przez mozliwie jak najbar-
dziej zréznicowane wzorce. W przypadku niesprawnos’éi urzadzenia, zasadnicze za-
danie polega na stwierdzeniu do ktérego z nich najbardziej ,,podobny” jest aktualny
pomiar wielkosci charakteryzujacych jego stan techniczny. R6znorodnos¢ mozliwosci
uécislenia owego podobienstwa stanowi o mnogosci uzywanych metod. Aczkolwiek w
podstawowym zakresie sa one precyzyjnie opracowane i poparte sugestywnymi inter-
pretacjami, to w wielu profesjonalnych zastosowaniach trudnym do zaakceptowania
ograniczeniem okazuje si¢ tu niemozno$¢ uzyskania wzorca ,,innego uszkodzenia” (tj.
spoza skoficzonej ilosci konkretnych, diagnozowanych rodzajéw) oraz nieprzewidy-
walne wyniki w przypadku jednoczesnego wystapienia wielu typéw nieprawidiowosci.

Odrebna oryginalnoscia wyrdzniaja si¢ metody oparte na analizie spektralnej
sygnaléw uzyskiwanych z badanego obiektu. Wykryte zmiany moga by¢ podstawa
procesu detekcji uszkodzen, a ich specyficzne cechy — diagnozy. Szczeg6lne miejsce
zajmuje tu tzw. diagnostyka wibroakustyczna, gdzie nosnikiem informacji sa drgania i
hatas, nieodtaczne funkcjonowaniu obiektow mechanicznych.

Powyzsze metody wykrywania uszkodzei uzupelniane sa przez oryginalne
rozwigzania wykorzystywane we wspoiczesnej automatyce, takie jak sieci neuronowe,
logika rozmyta i sieci Petri. Kreowane tu algorytmy nie znalazly jednak jeszcze
zastosowania proporcjonalnego do ich potencjalnych mozliwosci.

Przedstawione powyzej koncepcje stanowig ilustracyjne kompendium metod
uzywanych do zagadnien detekcji i diagnozy. Predykcja uszkodzen jest jeszcze
dziedzina o rutynowej, mato zréznicowanej metodyce — projektowane procedury
opieraja si¢ na technice prognozowania statystycznego lub elementach tzw. sztucznej
inteligencji. Algorytmy serwisu uszkodzen sa $cisle uzaleznione od specyfiki nadzoro-
wanego urzadzenia i jako bezposrednio wynikajace z uwarunkowan technologicznych
znajdujq si¢ poza zakresem rozwazan wiasciwych tematowi tej pracy.

O jakosci uktadu wykrywania uszkodzen §wiadcza nastgpujace jego wlasnosci:

(1) czulo$é, wyrazajaca si¢ minimalnym poziomem wykrywalnej nieprawidlowo-
$ci;

(2) odpomo$¢ na niedoktadnoscei stosowanych modeli 1 zmienno$¢ charakterystyk
systemu oraz zaklocen;

(3)  iloé¢ niewykrytych uszkodzef;

(4) 1iloé¢ falszywych alarmow;

(5)  szybkos¢ dzialania,

(6) umiarkowany koszt osprzgtu, przystepnos¢ stosowanych metod i latwos$¢ ob-
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shigi;

(77) w przypadku detekcji: zakres wykrywalnych uszkodzen;

(7’) w przypadku diagnozy: separacja, ilo§¢ i $cisto$§¢ rozpoznawalnych typow

nieprawidlowosci;

(7°°") w przypadku predykcji: horyzont czasowy, precyzja i poprawno$¢ prognoz.
Nietrudno zauwazy¢, iz wlasnosci te sa ze soba w rozny sposob skorelowane. W
szczegolnoscei, punkty (1) oraz (3) sa pokrewne, podobnie jak (2) i (4). Z drugiej strony
praktyka wskazuje, Ze obie te grupy sq wzajemnie przeciwstawne. Punkty (5) oraz (6)
formuluja zadania sprzeczne zaréwno w stosunku do siebie jak i pozostalych punktéw.
Jesli detekcja traktowana jest jedynie jako suma wynikow sprawdzenia kilku zalozo-
nych typéw diagnozowanych uszkodzen, to zasadniczo przeciwstawne sa punkty (7°)
oraz (7). Oczywiscie, sprzeczno$ci te wymuszaja daleko posuniete kompromisy, co
jest jednak powszechne w praktyce inzynierskie;j.

Uwagi bibliograficzne

Metodyka wykrywania uszkodzen w systemach dynamicznych nie posiada obec-
nie wyczerpujacej pozycji ksiazkowej syntetycznie obejmujacej stosowane wspolcze-
snie techniki. Ogoélnodostepne pozycje [11, 72, 124] sq raczej wasko specjalizowane
lub nieco przestarzale. Braku tego nie moga zrekompensowaé zbiory artykutéw [2, 33,
43, 144]. Obserwowany ostatnio rozwdj tej dyscypliny uwidocznia si¢ w duzej ilo$ci
publikacji przegladowych drukowanych w czasopismach naukowych [8, 47, 59, 74,
77, 85, 114, 156] oraz materialach konferencyjnych [48, 57, 73, 75, 76, 78, 123].
Zawieraja one obszerne bibliografie, ulatwiajace dostep do stosownych Zrédel. Warte
rekomendacji sa zwlaszcza prace [59, 77] w zakresie ogélnego rozeznania w przed-
miocie oraz pozycja [43] dla zagadnien szczegbtowych. Ponadto, w artykutach [9, 10,
25,29, 30, 40, 58, 60, 66, 111, 113, 129, 132, 141, 142, 143, 148, 157, 161] oraz [23,
82] znalezé mozna znaczace rezultaty dotyczace poszczegOlnych, przedstawionych
wyzej metod wykrywania uszkodzef.

Ogolne zasady techniki rozpoznawania obrazéw prezentuja ksiazki [145] i [146,
159], podczas gdy statystyczne ujecie jest przedmiotem monografii [28, 51]. Ma-
tematyczne aspekty przedstawia publikacja [35]. Zastosowanie tej koncepeji do
zagadnien wykrywania uszkodzefi opisano w podrgcznikach [72, 124], odpowiednio w
rozdziatach 6 i 10. Z zakresu wibroakustycznej diagnostyki maszyn warto polecié
opracowania [26] oraz [32].

Kompendium wynikéw najnowszych badahn z zakresu wykrywania uszkodzen
stanowia materialy odbywajacych sig¢ co 3 lata konferencji cyklu ,,JFAC Symposium
on Fault Detection, Supervision and Safety for Techmical Processes — SAFE-
PROCESS”, 1991 w Baden-Baden, 1994 w Helsinkach, 1997 w Hull oraz 2000
zapowiadana w Budapeszcie.
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MATEMATYCZNE

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione podstawowe pojecia matema-
tyczne wykorzystywane w dalszej czgéci pracy. ' Rozleglo$¢ materialu wymusita
zwigzla forme prezentacji, a w elementarnych przypadkach odestanie do literatury
przedmiotowej. W podrozdziale 2.1 przedlozone sa zasadnicze definicje probabilistyki
opartej na teorii miary; uwagi bibliograficzne zawieraja takze wskazowki dotyczace
dziedzin podstawowych matematyki. Podrozdzialy 2.2, 2.3 i 2.4 po$wigcone sa
kolejno poszczegélnym dzialom statystyki: teorii decyzji, estymacji oraz testowaniu
hipotez. Pozostale pojecia definiowane bgda sukcesywnie w miarg pojawiania sig
koniecznosci ich uzycia.

2.1. POJECIA PODSTAWOWE

Symbole N, ®, R oznaczaja w ninigjszej pracy odpowiednio zbiory liczb
naturalnych, wymiernych i rzeczywistych.

Niech Q bedzie zbiorem niepustym. Ustalona rodzina jego podzbioréw X
nazywana jest o -algebra, jesli spelnione sa nastepujace warunki:

BeT ~ 2.1)
Ve =»> Q\VeX (2.2)
,eZ dla i=12,.) = |V eZ . (2.3)

i=1
Z kolei, jako miarg¢ probabilistyczng definiuje si¢ odwzorowanie P : £ —[0,1], gdy
P(O)=1 24
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(V; ez dla i=12,.. oraz VNV, =D gdy i#j) =

= P(U VJ => P, . (2.5)

i=1 i=1
Powyzsza koncepcja jest naturalnym uogolnieniem klasycznego pojecia prawdopo-
dobienstwa opartego na zbiorach skoficzonych i kombinatoryce; wartosci miary P
tradycyjnie nazywane s prawdopodobienstwem.

Zbidr  wraz z wyrdzniona w nim o-algebra ¥ oraz okreSlona na niej miarg
probabilistyczna P stanowi przestrzen probabilistyczng (Q,Z,P). W przypadku gdy
dowolny podzbiér kazdego zbioru zerowej miary P nalezy do o-algebry, przestrzen
taka staje si¢ zupelna. Z kolei, jesli odwzorowanie X: Q — R" jest mierzalne, czyli
gdy dla kazdego zbioru otwartego U —IR” zachodzi warunek

X' WU)ez, (2.6)

to nazywa si¢ je zmienng losowg. OkreSlenie to mozna doprecyzowaé jako
n-wymiarowg zmienng losows, a dla przypadku n=1 — rzeczywista zmienng
losowa. (Warto jeszcze przypomnie¢ fakty bedace przedmiotem badan analizy
matematycznej: jezeli g jest funkcja borelowska, a X mierzalna, to zlozenie go X jest
mierzalne; funkcja (przedziatami) ciagla jest borelowska.)

A teraz, n-wymiarowa zmienna losowa X indukuje przestrzen probabilistyczng
(R",98", R), gdzie 98" oznacza zbi6r n-wymiarowych zbioréw borelowskich, nato-
miast miara probabilistyczna &2 : 98" — [0,1] definiowana jest zalezno$cia

P(B)=P({w eQ: X(w) eBY}) dlakazdego B eg8” 2.7

i okreslana mianem rozkladu zmiennej losowej X. Podstawowa charakterystyke
rozkladu stanowi dystrybuanta, czyli funkcja F: R” — [0,1] dana wzorem

F(x)=P({w eQ: X|(0)<x, X,(@)<x,, ..., X, (@) <x,}), (2.8)

gdzie X, oraz x; oznaczaja odpowiednio i-ta skladowa zmiennej X oraz i-ta wspol-

T

rz¢dng wektora x. Jezeli @2(B)=0 dla kazdego zbioru B €98” zerowej miary
Lebesgue’a, to istnieje wtedy takze funkcja gesto$ci rozkladu zmiennej losowej X,
czyli mierzalne odwzorowanie f: IR” — [0,) takie, Ze

PlweQ: X(0) eBY)=[f(x) &  dlakazdego Be®" . 2.9)
B
W przypadku rzeczywistej zmiennej losowej prawdziwa jest wige zalezno$é

F®=[r0)dy . (2.10)
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Istotng charakterystyke funkcji gestosci stanowi jej nosmik, czyli domknigcie tych
punktéw dziedziny, dla ktérych funkcja przyjmuje wartoéci dodatnie. Jest to zatem
najmniejszy — w sensie relacji inkluzji — zbiér domknigty, ktérego miara probabilisty-
czna & wynosi 1.

 Podstawowe wlasnosci zmiennej losowej na ogdt moga byé réwniez reprezento-
wane przez jej parametry charakterystyczne, zwlaszcza przez warto$¢ oczekiwang

E(X)=[X(0) dP() , 2.11)
wariancje
Var(X) = [ (X(#) - E(X))? dP(o) (2.12)

i kowariancje Cov(X) bedaca macierza wymiaru nxn o wyrazach

6, (X) = [ (X, (@) - E(X)))(X,(0) - E(X)) dP(®) , 2.13)

gdzie J.Q - dP(w) symbolizuje calkg¢ wzgledem miary probabilistycznej, natomiast
X, oraz X, oznaczajag odpowiednie skladowe zmiennej losowej X. Pierwiastek
kwadratowy wariancji nazywany jest odchyleniem standardowym:

o(X) = Var(X) . 2.14)
W dalszej czgsci pracy symbole E, Var, Cov, o uzywane beda konsekwentnie w
pOWYZSzym znaczeniu,

I wreszcie, zmienne losowe X, X,, ... , X, sq niezaleine, jezeli

PlweQ: X (w)eB, X,(®)€B,, .., X, (w)eB,})=

k
=[1PweQ: X,(w)eB})  dladowolnych B, cB" . (2.15)
i=1

Niech TcR oraz T#J.

Jako proces stochastyczny definiowane jest odwzorowanie Y: Qx 7 ->R”
takie, ze dla kazdego ustalonego t €7 funkcja Y( - ,f) spelnia warunki zmiennej
losowej. Nazwe t¢ mozna doprecyzowac jako n-wymiarowy proces stochastyczny,
natomiast gdy n =1 — rzeczywisty proces stochastyczny. Je$li 7 ma posta¢ przedziatu
o niepustym wnetrzu, to proces stochastyczny okresla si¢ mianem cigglego, natomiast
w przypadku T=IN lub 7=IN\{0} - dyskretnego. Dla ustalonego czynnika
losowego, funkcja Y(@, - ) nazywana jest realizacjg procesu stochastycznego Y.
Zmienng ¢ utozsamia si¢ z czasem i dlatego jej wartoSci wystepuja czesto pod
terminem chwil.
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Dla dowolnych k eIN\{0} oraz t1,t,,...,t, €T odwzorowanie R, , . :Q—

..... 1

— R*" dane wzorem

Y( ) ’tl)
Y( ) at)

s =| o (2.16)
Y( : ’tk)

jest (k-n)-wymiarowa zmienng losowa. Rodzing rozkladow zmiennych (2.16),
rozwazana dla wszelkich k¥ eIN\{0} oraz 1,,t,,....t, €T, nazywa si¢ rozkladami
‘skoniczenie wymiarowymi. Jesli rozklady k-wymiarowe nie zmieniaja si¢ przy
translacji parametru 7, czyli dla dowolnego se€R oraz #,1,,...,1;,1, +5,1, +5,...
...,t, +5 € T prawdziwa jest zaleznos¢

R =R

{8yt Sty tS 2

(2.17)

1) 507 5 lg

to proces Y okresla si¢ mianem stacjonarnego w sensie rozkladéw k-wymiarowych.

Szczegélnym przypadkiem procesu stochastycznego jest bialy szum, dla ktorego
zmienne losowe Y( - ,7) maja zerowa warto$¢ oczekiwang, jednakowa dodatnig wa-
riancje, a takze sa nieskorelowane, czyli

IY(Q’,G) Y(@,t,)" dP(0)=0 dla t,,t, €T oraz t, #1, . (2.18)
Q

Jezeli X, X,, ... , X,, oznaczaja niezalezne zmienne losowe o rozkladzie iden-
tycznym ze zmienna X, to stanowig one prostg préoba losowa odpowiadajaca zmiennej
X. (Poniewaz w niniejszej pracy nie rozwaza si¢ innych rodzajéw prob, to prosta proba
losowa nazywana begdzie krotko probg losowa.) Liczba m €IN\{0} wyraza liczno§é
proby losowej, natomiast ciag

X (@), X, (@), ... , X, (@) (2.19)

okresla si¢ mianem wartosci proby losowej. Przy tak sformulowanej definiciji,
warto$¢ proby traktowaé mozna jako m wartoSci zmiennej losowej X, uzyska-
nych za pomocq niezaleznych eksperymentdow reprezentowanych przez zmienne
X, X,;, ..., X,. Jezeli w praktyce wykorzystywane sa jedynie konkretne warto$ci
proby, a jej zalezno$¢ od czynnika losowego nie jest przedmiotem rozwazan, to ciag
(2.19), dla uproszczenia notacji, oznacza si¢ jako

X, Xpy e 5 X (2.20)

m 2

pomijajac w zapisie jej zaleznoé¢ od czynnika w .
Niech X,: Q—->R" (i=12,...,m) beda zmiennymi losowymi okreslonymi
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na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Statystyka nazywa si¢ odwzorowanie

S: R"xR"x ... xR" - R* takie, ze funkcja U : Q — R* zdefiniowana wzorem
(m czynnikéw)

U(w) = S(X, (@), X, (@), ... , X, (o)) 2.21)

jest mierzalna. Kazda funkcja borelowska moze by¢ zatem statystyka. Jezeli statystyke
stosuje si¢ sukcesywnie wraz ze wzrostem wartosci parametru z, to wowczas dla
procesow stochastycznych ¥, : Qx T > R" (i=1,2,...,m) okreslone powyzej odwzo-
rowanie S stanowi statystyke, gdy funkcja U: Qx T — R* dana jako

U(w,1) = S(Y(@,1), Y, (@,1), ..., ¥,(,1)) (2.22)

Jjest mierzalna dla dowolnie ustalonego 7 €7 .

Uwagi bibliograficzne

Literatura poswigcona podstawom matematyki jest wyjatkowo liczna i warto$cio-
wa.

Uzyte w pracy elementarne pojecia algebry liniowej znalezé mozna w monogra-
fiach [14, 116] oraz adresowanym do inZynier6w podrgczniku [121]. Jako wstep do
topologii moze stuzy¢ publikacja [101]. Podstawy analizy matematycznej, a zwlaszcza
teoria miary i calki, interesujaco przedstawione sa w ksiazkach [86, 133]. Specyficzne
zagadnienia teorii funkcji rzeczywistych znajduja si¢ takze w opracowaniu [106],
natomiast wartym polecenia podrecznikiem do analizy funkcjonalnej jest pozycja
[117]. Z powyzszych publikacji pozyskaé mozna definicje i wlasno$ci podstawowych,
uzywanych tu pojec: zbioru i funkcji borelowskiej, zbioru zwartego oraz spéjnego,
odwzorowania projekcji, funkcji mierzalnej i absolutnie ciaglej, powloki wypukiej
domknigtej, wlasnosci ,,prawie wszgdzie” oraz innych elementarnych okreslen wy-
korzystywanych w niniejszej pracy.

Sciste ujecie podstawowych poje¢ teorii miary probabilistycznej zaprezentowane
Jest w ksiazce [15]. Temat ten opracowany jest takze w podrecznikach [17, 46, 52].
Brakuje natomiast wyczerpujacej polskojezycznej pozycji z zakresu proceséw stocha-
stycznych. Réznym aspektom tego zagadnienia po$wigcone sa publikacje [52, 151,
158]. Spoéréd literatury angielskojezycznej wyrézni¢ mozna klasyczna monografie
[38] oraz opracowanie [56].

Pojgcia proby losowej oraz statystyki, jako podstawowe w zagadnieniach estyma-
¢ji i testowania hipotez, sa przedmiotem rozwazan wigkszoéci pozycji bibliograficz-
nych zamieszczonych na koficu podrozdzialéw 2.3 oraz 2.4.

I wreszcie, nalezy takze wspomnieé¢ o pracach encyklopedycznych [41, 64]. W
przypadku zaawansowanych poszukiwan problemowych, moga one stanowi¢ nieoce-
niong pomoc, dzigki swej réznorodnej tematyce i bogatej literaturze.
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2.2. TEORIA DECYZJI

Podstawowe zadanie statystycznej teorii decyzji polega na wyodrgbnieniu ze
zbioru wszystkich mozliwych do podjgcia decyzji optymalnego elementu, jedynie na
podstawie probabilistycznych informacji o otaczajacej rzeczywistosci (naturze), w
szczegolnosei bez znajomoscei jej faktycznego stanu. Niech wige dane beda:

(1) A" — niepusty zbi6r mozliwych stanéw natury;

(2) & - niepusty zbidr potencjalnych decyz;i;

(3) tzw. funkcja strat £ : A" x @D — R {0}, ktorej wartosci £(»,f) interpretuje
si¢ jako straty wynikle z podjecia decyzji & podczas gdy w rzeczywisto$ci wy-
stepuje stan s .

Stratg minimaksowg nazywane jest odwzorowanie Z, : & — R U {*cw0} zdefiniowane
wzorem

L ()= sup {r,o) . (2.23)
neX
Jezeli ponadto na zbiorze A~ okreslona jest przestrzen probabilistyczna (A”,J°, &2) i

dla kazdego & e istnieje calka Iml(m,d) d(»), to odwzorowanie 4 : P —
— IR U {0} dane jako

)= [ Un.d) dB(n) (2.24)

okresla si¢ mianem strat bayesowskich. Wtedy tez, kazdy element <, € @ taki, ze
4,(d) = inf 4,() (2.25)

nosi nazwg¢ decyzji minimaksowej, i analogicznie, dowolne #, € &J spetniajace waru-
nek

4 = inf 4(c) (2.26)

jest decyzja bayesowsks, natomiast powyzsze procedury nazywane sa odpowiednio
regula minimaksowg i bayesowska. Druga z nich minimaliznje warto$¢ oczekiwang
strat, podczas gdy pierwsza — najwigksza stratg jaka moze nastapi¢ po podjeciu danej
decyzji. Regula bayesowska ma zatem charakter racjonalny, natomiast minimaksowa
umozliwia asekuracjg¢ przed wariantem najmniej korzystnym. Stosowanie reguly
bayesowskiej wymaga dodatkowo identyfikacji miary probabilistycznej 2.

Uwagi bibliograficzne

Nustracyjna formule prezentacji statystycznej teorii decyzji znalezé mozna w
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podrgczniku [105], natomiast w postaci matematycznie $cistej zagadnienie to przedsta-
wiono w ksiazce [7] jako rozdzial trzeci.

2.3. ESTYMACJA PUNKTOWA

Zasadniczym celem estymacji punktowej jest wyznaczenie konkretnej wartosci
bedacego przedmiotem zainteresowan parametru, na podstawie pozyskanej ekspery-
mentalnie proby losowej. Estymatorem nazywa si¢ taka statystyke, ktérej wartosci
przyjmowane sg bezpoérednio jako oszacowanie badanego parametru. Wymagane jest
zatem aby rozklad owej statystyki-estymatora bezposrednio byl uzalezniony od anali-
zowanego parametru, co umozliwia wnioskowanie o jego wartosci. Tak wigc podsta-
wowe zadanie estymacji punktowej polega na wyznaczeniu odpowiedniej postaci
estymatora, a nastgpnie — po uzyskaniu wartoéci proby — obliczeniu jego wartosci,
przyjmowanej za warto$¢ danego parametru.

Jedna z wielu technik wyznaczania postaci estymatoréw opiera si¢ na statysty-
cznej teorii decyzji, przedstawionej w poprzednim podrozdziale. Rozwazany parametr
traktowany jest tu jako stan natury, natomiast warto$¢ jego estymatora pehni role
decyzji. Dzigki odpowiedniej postaci funkcji strat mozliwe staje si¢ uwzglednienie
konsekwenc;ji, nieuniknionych przeciez w praktyce, bledéw estymacii.

W zaleznosci od uwarunkowan aplikacyjnych, wobec estymatoréw formulowane
sg réznorodne wymagania normujace podstawowe ich wlasnosci.

Niech b oznacza estymator parametru b €IR, natomiast m — liczno$¢ proby loso-
wej.

Jezeli bez wzgledu na prawdziwa warto$é parametru b:

E(b)=b , (2.27)
to estymator nazywany jest nieobcigZonym, natomiast spetienie warunku

lim E(h) =5 (2.28)

m-yc0

stanowi o jego asymptotycznej nieobcigzonosci. Podobnie, estymator okresla sie
mianem mocno zgodnego gdy

P({w eQ: limb(w)=b}) =1 (2.29)
m—o0
oraz zgodnego jesli dla kazdego & >0 prawdziwe jest, iz

lim P({w €Q: |b(@) B2 £})=0 . (2.30)
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Wilasnos¢ nieobciazonosci implikuje wprost asymptotyczna nieobciazonosé, po-
dobnie jak mocna zgodno$é stanowi réwniez o zgodnosci. Z kolei, jesli

E(b)y<w , (2.31)

to estymator zgodny jest takze asymptotycznie nieobciazony.

W praktyce, nieobciazonosé istotna bywa zwlaszcza przy malej licznos$ci proby
losowej, natomiast w przeciwnym przypadku, jako podstawowa uznaje sie wlasno$é
zgodnosci. Asymptotyczna nieobciazono$¢ jest najstabszym wymaganiem formulowa-
nym wobec stosowanych estymatorow.

Powyzsze pojecia tatwo uogolnia si¢ na przypadek estymacji funkcji 4 : R” —
— R. Dla ustalonego argumentu x jej warto$¢ traktowana jest bowiem tak jak rozwa-
zany wczesniej parametr b, tzn.

4(x)=b . (2.32)

Estymator funkcji moze zatem posiada¢ wlasnosé (mocnej) zgodnosci lub (asymptoty-
cznej) nieobcigzonosci w dowolnym punkcie dziedziny lub tez pewnego jej podzbioru.

Uwagi bibliograficzne

Teoria estymacji jest przedmiotem licznej literatury o zréznicowanym sposobie
prezentacji i stopniu zmatematyzowania. Klasyczna publikacje stanowi monografia
[102]. Szczegolnie uzytecznymi powinny okazaé si¢ réwniez podreczniki [52, 63], a
uzupeieniem moga by¢ prace [125, 139]. W spos6b matematycznie $cisly zagadnie-
nie to prezentuje takze ksiazka [7]; w rozdziale czwartym szczegblowo rozwazane sa
tam estymatory otrzymane z zastosowaniem regul teorii decyzji.

2.4. TESTOWANIE HIPOTEZ
STATYSTYCZNYCH

Kazda dziatalnos¢ poznawcza polega zasadniczo na formulowaniu hipotez, a
nast¢pnie weryfikowaniu ich prawdziwosci. Poszczegdlne dyscypliny wyksztalcity w
tym celu swoje specyficzne sposoby postgpowania, jednak $cisly aparat stworzyla
jedynie, szczegdlnie do tego predestynowana, statystyka matematyczna. Stad tez
wigkszo§¢ zagadnien weryfikacyjnych z zakresu wspolczesnej techniki, ekonomii i
biologii formuluje si¢ obecnie w sposéb umozliwiajacy wykorzystanie teorii testo-
wania hipotez statystycznych. Wymagana jest wtedy dostgpnos¢ zmiennej losowej X,
ktérej rozklad bylby uzalezniony od stanu prawdy-falszu rozwazanego przypuszczenia,
a badanie tego rozkladu stanowiloby podstawe do ostatecznego odrzucenia albo przy-
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jecia testowanego domyshu.

Hipotezg statystyczng nazywane jest dowolne przypuszczenie weryfikowane na
podstawie warto$ci proby losowej. Regule postgpowania, ktéra wszystkim mozliwym
warto$ciom proby jednoznacznie przyporzadkowuje decyzje o przyjeciu albo odrzuce-
niu weryfikowanej hipotezy (lub w ogélnym przypadku takze o niepodjeciu zadnej z
tych decyzji) nazywa sig testem statystyczmym, natomiast samag procedure -
testowaniem hipotezy statystycznej. Podstawe takiego testu stanowi statystyka S,
ktora w zalezno$ci od tego, czy testowana hipoteza jest prawdziwa czy falszywa,
przyjmuje z mozliwie duzym prawdopodobiefistwem wartosci nalezace do rozlacznych
zbioréw: zbioru odrzucenia (krytycznego) 4 cR* w przypadku gdy testowana
hipoteza jest falszywa oraz zbioru przyjecia B —R* jesli hipoteza jest prawdziwa.
Zbiér przyjecia przewaznie okreéla si¢ jako dopetnienie zbioru krytycznego:

B=R*\4 . (2.33)

W podstawowym przypadku & =1, jezeli o falszywosci testowanej hipotezy §wiadcza
male wartosci statystyki testowej, to zbiér krytyczny przyjmuje si¢ w postaci
A=(-o0,a], czyli jako lewostronny zbiér krytyczny, w przeciwnym razie jako
prawostronny zbior krytyczny A =[a,«), przy czym liczba g nazywana jest
warto$cig krytyczng. Ostatecznie, jezeli x,, x,, ... , x,, reprezentuja probe losowa, to
testowana hipoteza zostaje odrzucona gdy

S(xp, x5y o, x,)€4 (2.34)
lub tez przyjeta jesli
S(x,, x5, .. ,x,)EB . (2.35)

W ogolnym przypadku, dopuszczajacym niespelnienie zaleznosci (2.33), mozliwe staje
sie rowniez niepodjecie zadnej z powyzszych decyzji, co najezesciej implikuje dalsze
badania przedmiotowe.

Poza hipoteza testowana H, wyr6zni¢ mozna takze hipotez¢ alternatywng K,
przyjmowang jako prawdziwa w przypadku odrzucenia hipotezy H. Typowa hipoteza
alternatywna jest zaprzeczeniem hipotezy testowanej: K =~H .

Jak wynika z definicji hipotezy statystycznej, nie mozna wykazaé z cala pewno-
écia jej prawdziwosci lub falszywosci, gdyz podstawa wnioskowania jest tu proba
losowa. Mozliwe staje si¢ zatem podjgcie poprawnej decyzji albo tez popehienie je-
dnego z dwoch blgdow: odrzucenia hipotezy prawdziwej, czyli tzw. blad pierwszego
rodzaju, lub przyjecia hipotezy falszywej — blad drugiego rodzaju.

Postaé statystyki testowej i zbioru krytycznego oraz liczno$¢ proby wynikaja
zazwyczaj z samej istoty i uwarunkowan rozwazanego problemu. W tej sytuacji
prawdopodobienstwa bledow zaleza juz bezposrednio od przyjetej wartosci krytycznej,
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przy czym na og6l ewentualna jej zmiana, dokonana w celu zmniejszenia prawdo-
podobienistwa jednego rodzaju bledu, powoduje bezposrednio powigkszenie praw-
dopodobienstwa drugiego. W praktyce czesto stosuje si¢ tzw. testy istotnosci, w
ktérych wymaga si¢ aby prawdopodobienstwo bledu pierwszego rodzaju bylo réwne
zalozonemu poziomowi istotno§ci «, natomiast nie kontroluje si¢ bezposrednio
prawdopodobienstwa bledu drugiego rodzaju. W wyniku takiego postgpowania mozna
odrzucié¢ testowang hipoteze, lecz nie podejmuje si¢ decyzji o jej przyjeciu, gdyz
wowczas zachodziloby niebezpieczefistwo popelnienia niekontrolowanego tu blgdu
drugiego rodzaju. Jednakze w niektorych zastosowaniach sam brak decyzji o przyjeciu
hipotezy, a wigc odstapienie od decyzji i w konsekwencji zaniechanie jakiegokolwiek
dzialania, jest calkowicie wystarczajacy z aplikacyjnego punktu widzenia. (Warto
zauwazy¢, ze w przypadku stosowania testow istotno$ci okreslenie zbioru przyjecia
oraz hipotezy alternatywnej czgsto moze by¢ czynnos$cia zbedna — nie podejmuje si¢
bowiem decyzji o przyjeciu testowanej hipotezy, a zalezne od hipotezy alternatywnej
prawdopodobienstwo bledu drugiego rodzaju jest poza zakresem rozwazan. )

Duze znaczenie w procesie projektowania testu statystycznego ma zeﬂoz‘qna
warto$¢ poziomu istotnoéci a €(0,1). Wybdr jest wlasciwie arbitralny, aczkolwiek
powinien on uwzglednia¢ ekonomiczne konsekwencje ewentualnych blgdéw pierwsze-
go i drugiego rodzaju. Przewaznie uzywane sa wartosci 0,01, 0,02, 0,05 — jako
podstawowa, i 0,1; znacznie rzadziej 0,005 lub 0,2. W ftrakcie stosowania testu
mozliwa jest adaptacja algorytmu polegajaca na zmianach wartosci tego parametru.

Powyzsza, klasyczna koncepcja testowania hipotez jest zgodna z teoria
Neymana-Pearsona. Bardziej wyrafinowana formula Walda oparta zostala na sta-
tystycznej teorii decyzji przedstawionej w podrozdziale 2.2. W typowym przypadku
zaklada si¢ tu dwuelementowy zbiér standw natury — sa one charakteryzowane
odpowiednio przez hipotezy: testowana H, i alternatywna H,. Z kolei przyjecie
hipotezy testowanej albo alternatywnej uznawane jest jako dwie mozliwe do podjgcia
decyzje. Poprzez odpowiednie zdefiniowanie postaci funkcji strat sa tu dodatkowo
uwzgledniane konsekwencje ewentualnych bigdow pierwszego i drugiego rodzaju.

Uwagi bibliograficzne

Testowanie hipotez posiada wyjatkowo bogata literature. Szczegélnie warta
polecenia jest ksiazka [63]. Praca [37] stanowi bogate kompendium najczesciej
stosowanych testow. Monografia [7] ujmuje temat w sposéb matematycznie $cisly.
Klasycznymi podrecznikami sa pozycje [103, 125, 139]. W ostatnim rozdziale trzeciej
z nich oraz w publikacji [105] przedstawione jest zagadnienie testowania hipotez z
wykorzystaniem elementow statystycznej teorii decyzji.



-~
)
\
\
i

3. DETEKCJA I DIAGNOZA
USZKODZEN

Przedmiotem rozwazanh niniejszego rozdziatu jest zagadnienie statystycznej de-
tekcji 1 diagnozy uszkodzen. W podrozdziale 3.1 przedstawione sa elementy teorii
estymatoréw jadrowych, ktére w podrozdziale 3.3 zostang uzyte do zaprojektowania
ukladu diagnozy, natomiast w podrozdziale 3.4 — detekcji uszkodzen. Treéé podroz-
dziatu 3.2 stanowi ucislenie rozwazanego tu problemu.

3.1. ESTYMATORY JADROWE |

Jednym z podstawowych zagadnieni pojawiajacych si¢ w trakcie stosowania
metod probabilistycznych jest zadanie estymacji funkcji gestosci rozktadu zmiennej
losowej. Klasyczny sposéb polega na zalozeniu typu rozkladu badanej zmiennej (co
mozna dodatkowo uwiarygodni¢ poprzez testowanie stosownej hipotezy), a nastepnie
wyznaczeniu parametréw definiujacych tg funkcjg. Sa to tzw. metody parametryczne.
Ich zasadnicza zaleta jest prostota, zaréwno od strony teoretycznej jak i obliczenio-
wej, oraz przede wszystkim powszechna osiagalno$é w literaturze przedmiotowej i
réznorodno$¢ opracowanych algorytméw. Istotna wada, natomiast, polega na arbitral-
nosci zalozenia dotyczacego typu rozkladu oraz niklym zakresie mozliwego wyboru,
ograniczajacego si¢ w praktyce do kilkunastu mozliwoéci. Ostatnia niedogodnosé jest
szczegolnie klopotliwa w przypadku wielowymiarowych zmiennych losowych.

Powyzszej wady pozbawione sa metody nieparametryczne, w ktérych nie formu-
luje si¢ arbitralnych zatozen dotyczacych typu badanej zmiennej, a proces ustalenia
wystepujacych tam funkcji i wspolczynnikow, wspomagany jest przez kryteria
optymalizacyjne. Ze wzgledu na ekspansj¢ techniki komputerowej, coraz szersze
zastosowanie znajduja nalezace do tej grupy tzw. estymatory jadrowe. Stanowig one
przedmiot rozwazan niniejszego podrozdziah. '

Niech dana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X, ktérej rozktad posiada
funkcje gestodci £, Jej estymator f" : R" —[0,00) wyznaczany bedzie w oparciu o
wartoscl m-elementowej préby losowej x,, x,, ..., x,,, ktére interpretuje si¢ jako
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doswiadczalnie uzyskane, w trakcie niezaleznych eksperymentéw, realizacje zmiennej
X. (Zgodnie z uwaga poczyniona w poprzednim rozdziale, ich zalezno$¢ od czynnika
losowego @ nie bedzie explicite zaznaczana.) Estymator jadrowy, w swej podstawo-
wej formie, definiowany jest wzorem

OE m; gk(x_hx’) , 3.1)

gdzie

meN\ {0} 3.2)
h>0 , ' (3.3)
natomiast mierzalna funkcja K : R” —[0,c0) spelnia warunki

[ K@) dc=1 (3.4)
K(x)=K(x,) dla x,,x,eR" takichze |[x,||=|lx,]| (3.5)
K(0) 2 K(x) dla xeR" . (3.6)

Odwzorowanie K reprezentuje zatem funkcje gestosci miary probabilistycznej, radial-
nie symetryczng wzgledem zera i posiadajaca w tym punkcie maksimum globalne. Jest
ono nazywane jadrem (przez analogi¢ do jadra operatora calkowego), natomiast
wspotczynnik 4 okreéla si¢ mianem parametru wygladzania. (Dla potrzeb szczegoto-
wych rozwazan teoretycznych ¢zynione sg ponadto réznorodne dodatkowe zalozenia.
Poniewaz maja one charakter tak ogélny, Ze spelniaja je wszystkie stosowane w prak-
tyce typy jader, zostang w niniejszym tekscie pominigte.)

Interpretacja powyzszej definicji zilustrowana jest na rysunku 3.1. W przypadku
pojedynczej wartodei x,, funkcja K (przesunigta o wektor x, oraz przeskalowana
wspdlczynnikiem /) reprezentuje oszacowanie rozkladu zmiennej losowej X po do-
$wiadczalnym pozyskaniu realizacji x,. Dla m wynikow niezaleznych eksperymentow
X, X5, ... , X, , OSZacOWanie to przyjmuje posta¢ sumy. Wspolczynnik ;1%17 normuje

uzyskana funkcj¢ w celu zagwarantowania warunku
[F)ax=1, 3.7)
m’l

wymaganego wobec miary probabilistyczne;j.
Najozgsciej stosowane typy jader przedstawione sa na rysunku 3.2. Szczegblng
uwage warto zwréci¢ na jadra jednostajne, kwadratowe, a zwlaszcza na jadro normal-
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feo)

0,41

0,21

Rys. 3.1. Jadrowy estymator funkcji gestosci rozkladu rzeczywistej zmiennej losowej (h=0,4).

ne dane wzorem

K, (x)=Q2m) e 2 (3.8)

Wartos¢ parametru wygladzania » ma podstawowe znaczenie dla jakosci esty-
macji (rys. 3.1 i 3.3). Zbyt mala jego warto$¢ (rys. 3.3a) powoduje pojawienie si¢
wielu ekstreméw lokalnych estymatora f, co jest sprzeczne z rzeczywistymi wilasno-
$ciami realnych populacji. Z drugiej strony, za duze warto$ci parametru 4 skutkuja
nadmiernym wygladzeniem, maskujacym specyficzne cechy badanego rozkladu (rys.
3.3b).

Wyboru postaci jadra oraz wartoéci parametrn wygladzania dokona¢ mozna na
podstawie kryterium minimum blgdu $redniokwadratowego, a $cislej — wartoéci
oczekiwanej z catki kwadratu bledu. Zaklada si¢ wtedy dodatkowo warunek f €62, a
takze, iz funkcje f oraz f" sa ograniczone. Niech réwniez dane beda nastepujace
skoniczone wielkosci:

UK) = [yIK() dy (3.9)

V(K)= [K()* dy (3.10)
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Typ jadra K(x)
—1— dy ||x]|€1
jednostajne k, gay <
0 gdy [ix||>1
n(n+1)
— (1 <1
tréjkatne . (-l edy il
0 gdy ||x]j=1
n+2
1- <1
kwadratowe ( =) edy |lxl
0 gdy |Ix||>1
normalne @ ”)—n/z o 2
gamma e M
k,I'(n)

gdzie:

-

rQ=1

® k, jest objetoscia n-wymiarowej kuli jednostkowej: %, =

T(z+D)=:2I(2)

e T" jest funkcja Eulera I' : € — @ dang wzorem I'(z)= .[e"x"’dx ;
0

dla wystepujacych powyzej przypadkéw jej wartos¢ mozna obliczy¢
rekurencyjnie ze wzorow

Re(z)>0 .

Rys. 3.2. Najczesciej stosowane w praktyce typy jader.

w(f)=[(Vf ) dy

4+n
d(n )_ )

(3.11)

(3.12)

gdzie y, reprezentuje dowolng wspotrzedna n-wymiarowego wektora y, natomiast V>
oznacza hesjan, czyli wyznacznik macierzy drugich pochodnych czastkowych. Mini-
mum funkcjonatu $redniokwadratowego J wystgpuje dla
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a) f(x)

0,41
Go"'“é""l'ox
0

0,4

0,21
Ooﬁ_"'é'f"lbx

Rys. 3.3. Jadrowy estymator funkcji gesto$ci rozkladu rzeczywistej zmiennej losowej:
a) dla nadmiernie pomniejszonej wartosci parametru wygladzania (h=0,2),

b) dla nadmiernie powigkszonej wartosci parametru wygladzania (h=0,8).
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V(K V(n+4)
h, = (_"2(_)___) , (3.13)
UK)" W(f)m
a jego warto$¢ wynosi

UK V(K)* W(f)"]”‘"”) | (3.14)

m

J(h,)= d(n)[

Zalezno$¢ (3.14) dostarcza wskazan dotyczacych wyboru typu jadra, czyli posta-
ci funkcji K. Zgodnie z tym wzorem, minimalizowany blad $redniokwadratowy jest
proporcjonalny do wyrazenia (U(K)*"V(K)*)"*¥ . Najmniejsza warto$¢ osiaga ono
dla jadra kwadratowego, jednak ze wzgledu na pierwiastek stopnia n+4 roznice
wobec pozostalych sa nieznaczne. W zwiazku z tym pojawia si¢ mozliwos$é aby przy
specyfikacji funkcji K, bez znaczacego pogorszenia statystycznej jakosci, uwzgledniaé
przede wszystkim wlasnosci otrzymanego estymatora, np. klasg regularnosdei, ograni-
czono$é noénika, prostote obliczeniowa lub tez inne cechy istotne z punktu widzenia
konkretnego problemu. W wielu zastosowamach najkorzystniejsze cechy charaktery-
zuja jadro normalne. Uzyskany z jego uzyciem estymator jest bowiem klasy 6% i
ponadto ma dodatnie wartosci.

Réwnos¢ (3.13) stanowi natomiast podstawe przy wyznaczaniu warto$ci para-
metru wygladzania h. Bezpoérednie stosowanie tego wzoru napotyka wszakze na
trudnosci, gdyz wyrazenie W(f) zalezy od estymowanej, a wigc nieznanej a priori,
funkcji gestosei.

Przyblizona warto$¢ parametru wygladzania mozna uzyskaé przyjmujac, ze w
przypadku standardowego rozkladu normalnego:

w(f) =<27r”2>-"(121-+€}) . (3.15)

Wtedy, ze wzoru (3.13), otrzymuje si¢ wprost

iz V(n+4)
;= (————V(K)z 2 i) , (3.16)
U(K) n+2 m
przy czym dla jadra normalnego obowiazuje zaleznosé
n+2
V(Kn) 71_71/2 2 — 4 (317)

UK, n+2 2n+1

W ogdélnym jednak przypadku, wyznacza si¢ warto$¢ A, realizujacq minimum
funkcji g: R —>[0,0) zdefiniowanej rownoscia
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gdzie
R(x)=K"(x)-2K(») , (3.19)
przy czym K** oznacza kwadrat splotowy funkcji K, tzn.

K ()= [KO) KGx-y) dy . (3.20)

Dla jadra normalnego kwadrat ten wyraza si¢ wzorem

K2 (x) = (4m) "2 e (3.21)

W praktyce wielko$¢ /) stanowi wystarczajace przyblizenie optymalnej w sensie $re-
dniokwadratowym wartosci parametru wygladzania 4, .

Jezeli warto$¢ parametru wygladzania 4 uzaleznia sig od liczno$ci préby m tak
aby prawdziwe byly zaleznosci

limsa=0 (3.22)
m—3e0
limmh" = |, (3.23)
m—>w

to estymator jadrowy jest mocno zgodny, a zatem réwniez zgodny, w kazdym punkcie
ciaglodei funkeji 7 Wzor (3.22) stanowi, iz w miare jak powieksza si¢ ilo$¢ do$wiad-
czalnie pozyskanych wartosci zmiennej losowej, wplyw kazdej z nich powinien mieé
coraz bardziej lokalny charakter, jednak proces ten ogranicza warunek (3.23). Jezeli
warto$¢ parametru /2 okreSlana jest w oparciu o wzory (3.13), (3.16) lub (3.18), to
zaleznosci (3.22)-(3.23) sa spelnione. W przypadku estymatoréw jadrowych wlasnosé
zgodnosci ma podstawowe znaczenie, gdyz zwykle sa one stosowane przy duzych
liczno$ciach préby losowe;.

Jak wynika z definicji (3.1), parametr wygladzania # ma jednakowy wplyw na
poszczegdlne skladowe badanej zmiennej losowej. Ze wzgledu na rézne — w ogdlnym
przypadku — skale wspélrzednych, optymalna warto$¢ tego parametru najczeécie]
okazuje si¢ jednak za mala w przypadku niektérych ze skladowych, a dla innych jest
zbyt duza. W zwiazku z tym rekomendowa¢ mozna dokonanie liniowej transformacji

X=RY , (3.24)
gdzie

R=Cov(X) , (3.25)
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przy czym pierwiastek macierzy Cov(X) definiuje si¢ w sposéb naturalny jako ta-
ka macierz dodatnio pélokre$lona, ktéra pomnozona przez sama siebie jest rowna
Cov(X).

Macierz kowariancji jest symetryczna, a zatem taka jest rowniez macierz R.

Numeryczne wyznaczenie pierwiastka macierzy symetrycznej mozna wigc zrealizowaé

(n+1)

poprzez rozwiazanie uktadu " réwnan kwadratowych. Analitycznie pierwiastek

taki uzyskuje si¢ przeksztalcajac macierz kowariancji do postaci kanonicznej Jordana,
bedacej w tym przypadku macierza diagonalna, trywialnie obliczajac jej pierwiastek i
stosujac przeksztalcenie odwrotne.

Uproszczona wersja transformacji (3.24) polega na ograniczeniu macierzy R do
jej diagonalii:

R =[r, ={\/Var(Xf) gdy i=j (3.26)

0 gdy i%j

gdzie X, oznacza i-ta skladowa zmiennej losowej X.

Jezeli transformacja liniowa definiowana jest przez macierz R”, to wariancje
wszystkich wspéhrzednych zmiennej losowej ¥ sa réwne jednosci. W przypadku
macierzy R, wspéhrzedne te sa réwniez liniowo niezalezne (rys. 3.4).

Poza zdegenerowanymi przypadkami, macierze R oraz R~ sa nieosobliwe. Osob-
liwo$¢ macierzy R~ $wiadczy bowiem o tym, ze co najmniej jedna ze sktadowych
zmiennej losowej X ma rozklad jednopunktowy, a wigc bez zmnigjszenia ogoélnoscei
rozwazan probabilistycznych moze by¢ ona usunigta. Podobnie jest w przypadku
osobliwosci macierzy R, co ma miejsce jedynie wtedy gdy skladowe zmiennej X sa
liniowo zalezne, a wiec niektére z nich mozna pomingé.

Stosowanie transformacji (3.24) prowadzi do konstrukcji estymatora

2 1 “ X=X

T = e Ry Z‘K(R 7 ) ’ @-27)
réwnowaznego definicji (3.1) gdyby R bylo macierza jednostkowa. Analogiczny wzor
obowiazuje réwniez dla macierzy R™. Warto zauwazy¢, ze w przypadku tej ostatniej,
trywialna jest zaréwno sama jej identyfikacja, jak i wyznaczenie macierzy odwrotne;
oraz obliczenie wyznacznika.

Podobne rozwazania prowadza do koncepcji tzw. zmodyfikowanego parametru
wygladzania. Otéz, ekstremalne wartosci zmiennej losowej w wigkszoéci zagadnien
charakteryzuja si¢ malym prawdopodobienistwem, a zatem w obszarach tych noénik
estymatora jadrowego wyznaczony w oparciu o stala wartos¢ parametru 2 moze nawet
nie byé spojny — pozostaje to w sprzecznosci z wlasnosciami rzeczywistych populacji.
Konstrukcje estymatora ze zmodyfikowanym parametrem wygladzania realizuje si¢ w
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Rys. 3.4. Relacja miedzy rozkladem dwuwwymiarowej zmiennej losowej X =[X,,X,1" i ksztaltem
jadra:
a) przy braku transformacyi,
b) gdy transformacja okreslona jest przez macierz R~ zdefiniowang wzorem (3.26),

¢) gdy transformacja okreslona jest przez macierz R danq zaleznosciq (3.25).
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sposob nastepujacy:
(1) wyznaczany jest estymator jadrowy f zgodnie z przedstawionym wczesniej
_schematem;
(2) okre$lane sa parametry modyfikujace 5, >0 (i =12,...,m) postaci

5 = [MJ : (3.28)
N

gdzie c €[0,1], natomiast s~ jest Srednia geometryczna liczb f (x)), f (x,), ...
..., f(x,), dana w postaci réwnania logarytmicznego jako

log(s™)=m™ X log(f(x) ; (3.29)
i=1
(3) definiuje si¢ estymator jadrowy ze zmodyfikowanym parametrem wygladzania za
pomoca wzoru
Foy=— iiK(x_x") (3.30)
mh" =s! hs, ) ’

W rezultacie wprowadzenia powyzszej koncepcji, obszary w ktérych estymator przyj-
muje mata warto$¢ zostaja dodatkowo wygtadzone, w przeciwiefistwie do fragmentow
jego duzych warto$ci, gdzie polepsza si¢ charakteryzacja specyficznych cech rozktadu
(rys. 3.5). Rozwazania wynikajace z kryterium minimum blgdu sredniokwadratowego
wskazuja na warto$é

c=— . 3.31
: (331)
Definicja (3.1) jest szczegblnym przypadkiem wzoru (3.30) gdy ¢=0, co implikuje
s, =1
Jezeli koncepcja modyfikacji parametru wygladzania stosowana jest wraz z
transformacja liniowa, to faczac wzory (3.27) i (3.30) otrzymuje si¢ nastgpujaca forme

estymatora jadrowego:
O S L=l (332)
mh” det(R)" Z's! hs, '

oraz analogiczng posta¢ w przypadku macierzy R™.

Istotna cechg estymatora ze zmodyfikowanym parametrem wygladzania jest jego
mata wrazliwo$¢ na dobér stalej . Cecha ta jest wyjatkowo korzystna i w przypadku
stosowania takiego estymatora wraz z transformacja liniowa przyjgcie wartosci 7,
okreslonej wzorem (3.16) w praktyce najczgéciej okazuje si¢ wystarczajace.
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Rys. 3.5. Jadrowy estymator funkcji gestosci rozkladu rzeczywistej zmiennej losowej:
a) bez modyfikacji parametru wygladzania,
b) z modyfikacjq parametru wygladzania.
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I wreszcie, ostatnim parametrem wymagajacym u$cislenia jest liczno$¢ proby m,
a szczegOllnie zaleznosé tej wielkosci od wymiaru badanej zmiennej losowej. Rysu-
nek 3.6 przedstawia minimalng liczno$¢ proby m, niezbedna w celu zapewnienia
10-procentowej dokladnosci w punkcie zero dla standardowego rozktadu normalnego.
Ze wzgledu na szczegolng regularno$¢ jego funkeji gestoscei oraz znaczny liberalizm
kryterium 10-procentowej dokladnos$ci, wartosci uwidocznione na rysunku 3.6 wydaja
si¢ stanowi¢ bezwzgledne minimum (sugeruje to na przyklad m, =4 dla n=1).
Jednak dzigki mozliwosciom obecnych ukladéw komputerowych oraz zautomatyzo-
waniu proceséw metrologicznych, rosnaca gwaltownie minimalna liczno$¢ proby nie
musi stanowi¢ w zastosowaniach wspolczesnej inzynierii istotnej przeszkody, nawet
przy wymiarze badanej zmiennej losowej zblizonym do 10. Ze statystycznego punktu
widzenia, wskazana jest jak najwigksza liczno$¢ proby, aczkolwiek w praktyce konie-
czny jest pewien kompromis uwzgledniajacy aspekty obliczeniowe, w szczegélnosci
ograniczenia czasowe.

n m,
1 4
2 19
3 67
4 223
5 768
6 2790
7 10700
8 43700
9 187000
10 842000

Rys. 3.6. Minimalna licznosé proby losowej zapewniajqca 10-procentowq dokiadnosé w punkcie zero

dla standardowego rozkladu normalnego.

Podsumowujac: tre$¢ niniejszego podrozdzialu dostarcza pelnego zestawu regut
pozwalajacych wyznaczy¢ jadrowy estymator funkcji gestosci rozkladu n-wymiarowej
zmiennej losowej. Nastepuje to zgodnie z ponizszym schematem:

(1) nalezy uzyskac niezaleznie wartoéci badanej zmiennej losowej x,, x,, ... , X,,,

przy czym minimalna ich liczba podana jest na rysunku 3.6;

(2) wyboru typu jadra (postaci funkcji K) warto dokona¢ w oparciu o uwarunkowa-
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nia problemu, do rozwiazania ktdrego estymator bgdzie stosowany; szczeg6lnie
rekomendowane jest jadro normalne (3.8); _

(3) parametr wygtadzania # mozna wyznaczy¢ znajdujac warto$¢ 4, minimalizujaca
funkcje (3.18); w przypadku stosowania modyfikacji parametru wygladzania
wraz z transformacjg liniowa przyblizona warto$¢ tego parametru /4, uzyskana
zgodnie ze wzorem (3.16), najczesciej okazuje si¢ wystarczajaca; gdy uzywane
jest jadro normalne, warto wykorzystaé rownosci (3.17) i (3.21);

(4) jezeli zastosowana ma by¢ transformacja liniowa, to nalezy okreéli¢ macierz R
zdefiniowang zalezno$cia (3.25) lub jej uproszczona postaé R~ dang wzorem
(3.26);

(5) jesli parametr wygladzania ma podlega¢ modyfikacji, to nalezy wyznaczy¢
rodzing parametréw modyfikujacych s, s,, ... , 5, wedlug réwnan (3.28)~(3.29)
i(3.31);

(6) estymator jadrowy dany jest wzorem (3.32), przy czym redukuje si¢ on do posta-
ci odpowiednio (3.30), (3.27) lub (3.1) w przypadku pominigcia transformacji
liniowej albo modyfikacji parametru wygladzania lub obu tych elementéw jedno-
czesnie.

Uwagi bibliograficzne

Estymatory jadrowe nie doczekaly si¢ dotychczas opracowania w jezyku pol-
skim, oprocz krétkiej wzmianki w podreczniku [52]. Tematowi temu po$wigcone sa
ksiazki [34, 118, 152] oraz szczegllnie warta rekomendacji praca [138]. W formie
zmatematyzowanej zagadnienie to prezentuje natomiast publikacja [128]. Bogata lite-
ratur¢ przedmiotowa mozna takze pozyska¢ z artykuléw przegladowych [12, 50, 131,
153].

Metody optymalizacji, w szczegdlnosci algorytmy poszukiwania ekstremow fun-
keji rzeczywistych, przedstawiono w klasycznej monografii [45].

3.2. USCISLENIE ZAGADNIENIA
WYKRYWANIA USZKODZEN

Statystyczne wnioskowanie o wystgpowaniu uszkodzenia w badanym systemie
dynamicznym dokonywane bedzie na podstawie tzw. wektora symptoméw, czyli
skonczonego zbioru wielkosci pomiarowych charakteryzujacych stan techniczny (stan
technicznej sprawnosci) nadzorowanego urzadzenia. Nazwe t¢ mozna zinterpretowaé
zauwazajac, iz objawy (Symptomy) pojawiajacych si¢ nieprawidlowosci powinny znaj-
dowa¢ stosowne odzwierciedlenie w aktualnych warto$ciach tak okre$lonego wektora.
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Wspéhrzednymi wektora symptoméw mogg by¢ skladowe sterowania, stanu i
odpowiedzi, aktualne warto$ci parametrow systemu dynamicznego oraz szereg innych
wielko$ci charakterystycznych dla danego urzadzenia (np. jego wydajno$¢, temperatu-
ra, zuzycie paliwa i oleju, itp.), a takze ich funkcje (np. réznice, potegi, itd.). Stanowia
one zatem szerokie spektrum danych mogacych by¢ podstawa oceny poprawnosci
warunkow pracy nadzorowanego systemu.

Czesto wnioskowanie o stanie technicznym urzadzenia w oparciu o pewna wiel-
kos$¢ nie jest mozliwe bez uwzglednienia jej zaleznosci od innych czynnikéw. Wtedy
wektor symptoméw powinien by¢ powigkszony nie tylko o te czynniki, ale ewentual-
nie réwniez o aktualne wartoéci parametrow precyzujacych powyzsze zaleznosci.

Powigkszanie wymiaru wektora symptoméw podlega jednakze istotnym ograni-
czeniom, warunkowanym przede wszystkim przez aspekty ekonomiczne, a takze przez
mozliwo$¢ zwigkszania si¢ czasu potrzebnego do wykrycia pojawiajacego si¢ uszko-
dzenia. Ostateczna postaé tego wektora musi wiec by¢ wynikiem podejmowanych
kompromisow, jednak zasadniczym pozostaje tu wymaganie, by wchodzace w jego
skiad wielkosci pomiarowe dostatecznie charakteryzowaly stan techniczny nadzorowa-
nego urzadzenia. To, czy dany wektor symptomoéw spelnia tak ogodlnie sformulowane
zadanie, oceni¢ juz mozna jedynie poprzez empiryczng weryfikacje dzialania zaproje-
ktowanego ukladu. (Na marginesie warto zwrdcié uwage, iz rOwnie nieprecyzyjnie
definiuje si¢ podstawowe pojecie wspélczesnej teorii sterowania, jakim jest stan syste-
mu dynamicznego. Uwzgledniajac swobodg, ktora dysponuje dzigki temu inzynier, w
praktyce okazuje si¢ to wrecz zaleta.)

Powyzsze rozwazania intuicyjnie zilustrowa¢ mozna rozpatrujac przyktad ukladu
napgdowego samochodu. Podstawowymi skladowymi wektora symptoméw sa tu:

(1) cisnienie oleju,
(2) temperatura silnika.
Informacja zawarta we wspotrzednej (1) ulegnie znaczacemu uécisleniu jezeli zostanie
uwzgledniona dodatkowo
(3) predkos¢ obrotowa silnika
i podobnie dla wspotrzednej (2) (biorac pod uwage nikle mozliwosci chlodzenia przy
malych predkosciach):
(4) predkos¢ samochodu,
a takze
(5) temperatura zewngtrzna.
Z kolei informacja uzyskana z punktéw (3)-(4), w polaczeniu ze sktadowa wyrazajaca
(6) numer aktualnie wlaczonego biegu,
pozwala diagnozowac §lizganie si¢ sprzegla, natomiast wspétrzedne (4) i (6) oraz
(7) biezace zuzycie paliwa ‘
$wiadcza o ogodlnej kondycji silnika. Kazdy doswiadczony uzytkownik samochodu
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moze polemizowaé z powyzszym schematem, w szczegolnoéci dodajac wlasne, indy-
widualne spostrzezenia. To wlasnie synteza wiedzy teoretycznej oraz doswiadczenia
praktykow, specyficzne dla kazdego systemu, powinny byé podstawa przy ustalaniu
postaci wektora symptomow.,

Podsumowujgc: zaklada si¢ dostgpno$¢ pomiarowa wektora symptoméw, czyli
skonczonej ilosci zmiennych, ktérych aktualne wartosci oraz relacje pomiedzy po-
szczegblnymi skladowymi bylyby zalezne od stanu techmicznego (stanu technicznej
sprawnosci) nadzorowanego systemu. Wymagane jest zatem, aby zaréwno poprawne
warunki pracy, jak i dowolny typ diagnozowanego uszkodzenia byly zwiazane z
mozliwie jak najbardziej zroznicowanymi zbiorami wartosci lub odmiennymi relacjami
pomigdzy wspotizednymi powyzszego wektora (szczegolowa postaé owych zbioréw i
relacji nie musi byé znana a priori — jej identyfikacja jest integralna czescia pro-
ponowanej tu procedury). Wartosci wektora symptoméw powinny by¢ sukcesywnie
mierzone w czasie pracy ukladu.

Z matematycznego punktu widzenia przyjete zostanie, iz wektor symptoméw jest
n-wymiarowym dyskretnym procesem stochastycznym, a wigc jego wartosci sa
funkcjg czynnika losowego oraz dyskretnej, niezaleznej zmiennej, interpretowanej tu
jako czas. Zalezno$¢ od czynnika losowego jest nieodlaczna metodom statystycznym,
natomiast funkcja czasu wynika z oczywistej dla procesu wczesnego wykrywania
uszkodzen koniecznoséci sukcesywnej aktualizacji wartosci tego wektora. Dyskretny
charakter zmiennej niezaleznej stanowi naturalng konsekwencje sposobu pracy domi-
nujacych wspodlczesnie ukladéw numerycznych. Zalozenie to w zaden jednak sposéb
nie ogranicza mozliwosci zastosowan do systeméw dynamicznych opisywanych mode-
lami ciaglymi.

Aktualne pomiary wartoéci wektora symptoméw beda podstawa procedury staty-
stycznego wykrywania uszkodzen, realizowanego poprzez testowanie hipotez:

H, — prawidlowe dzialanie systemu (3.33)
w przypadku detekcji, a takze
H, — wystapienie k-tego typu uszkodzenia (nieprawidlowosci) (3.34)

dla diagnozy skoficzonej iloéci (k£ = 1,2,...,d ) rozréznialnych jego typow. Nalezy pod-
kreéli¢, ze zakres nieprawidlowo$ci wykrywalnych podczas detekcji nie ogranicza sig
do zbioru podlegajacych diagnozie uszkodzen, tzn. iz prawdziwa jest implikacja

HvH,v .. vH, = ~H,, (3.35)

ale odwrotna relacja nie musi byé prawdziwa (~ H, oznacza zaprzeczenie hipotezy
H)).
Postaé statystyki testowej opieraé si¢ bgdzie na charakterystyce wektora sympto-
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méw dla przypadku poprawnej pracy systemu oraz w warunkach wystapienia po-
szczegblnych typéw diagnozowanych uszkodzef. Przy zalozeniu dowolnej z tych
mozliwoéci przyjete zostanie, iz wektor symptoméw Z jest procesem stochastycznym
stacjonarnym w sensie rozkladéw 1-wymiarowych. Wtedy to dla j,,j, eIN\{0},
zmienne losowe Z( - ,j,) oraz Z( - ,j,) maja takie same rozklady. Niech réwniez,
w kazdym przypadku, 6w wspélny rozklad posiada ograniczong funkcje gestosci klasy
&* z ograniczona druga pochodna.

Ostatecznie przyjmuje si¢ nastgpujace zalozenia:

(1) wektor symptoméw Z jest n-wymiarowym, dyskretnym procesem stochasty-
cznym, okre$lonym na przestrzeni probabilistycznej (€2, S, P) i zbiorze IN\{0};

(2) w kazdym z przypadkéw: przy poprawnych warunkach pracy albo podczas
wystepowania dowolnego typu diagnozowanego uszkodzenia, proces Z jest sta-
cjonarny w sensie rozkladow 1-wymiarowych;

(3) ograniczona funkcja f; : R" —>[0,0) klasy 6*, o ograniczonej drugiej pochod-
nej, stanowi gestosé rozkladu zmiennych losowych Z( - ,j) dla j eIN\{0}, w
przypadku poprawnych warunkéw pracy;

(4) ograniczone funkcje f, : R" >[0,00) (k=12,..,d) Klasy 6*, o ograniczo-
nych drugich pochodnych, reprezentuja gestosci rozktadéw zmiennych losowych
Z( - ,j) dla j eIN\{0}, w warunkach wystapienia k-tego typu diagnozowanego
uszkodzenia.

Jak wspomniano, zalozenie (2), warunkowo stanowiace o stacjonarno$ci w sensie
rozkladéw 1-wymiarowych procesu stochastycznego Z, implikuje wprost, iz zmienne
losowe Z( - ,j) maja identyczne rozklady. Co wigcej, jezeli f: R” - IR oznacza
funkcje borelowska, to proces stochastyczny Y= foZ takze jest stacjonarny w
sensie rozkladéw l-wymiarowych i réwniez w tym przypadku, dla dowolnych
71> J, € N\{0}, rozklady zmiennych losowych Y( - ,j,) i Y( - ,j,) sa takie same.

Warto takze zauwazyé, ze nie zostaly sformulowane Zadne zalozenia dotyczace
postaci funkcji f,, f;, ... , f,; (np. eliminujace istnienie ekstreméw lokalnych). Ponad-
to nie wykluczono jednoczesnego wystapienia kilku typow diagnozowanych uszko-
dzef. Zbedna jest réwniez szczegdétowa znajomo$¢ modelu dynamiki nadzorowanego
systemu.

3.3. DIAGNOZA USZKODZEN,
jadrowy estymator dystrybuanty

Whbrew preferowanej dotychczas kolejnosci, jako pierwsze — w niniejszym pod-
rozdziale — rozwazane jest zagadnienie diagnozy uszkodzefi. W trakcie rozwazan nad
detekcja wykorzystane bowiem zostana elementy opracowanych ponizej rozwiazan.
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Diagnoza uszkodzen realizowana bedzie poprzez sukcesywne testowanie skofi-
czonej ilosci hipotez H,, H,, ... , H, stanowiacych o wystapieniu zatozonych typow
nieprawidlowosci, wobec jednakowej hipotezy alternatywnej H, reprezentujacej po-
prawne warunki pracy. Poszczeg6lne procedury weryfikacyjne wynikaja jednak z tej
samej koncepcji i dlatego indeks k = 1,2,...,d nalezy traktowaé¢ w ponizszym tekécie
Jjako dowolnie ustalony. A zatem diagnoza polegaé bedzie na niezaleznym testowaniu
prawdziwosci d par hipotez postaci: H, wzgledem H,. Do tego celu wykorzystana
zostanie teoria Walda, zgodnie z koncepcja przedstawiong pod koniec podrozdziatu
2.4, w nawigzaniu do teorii decyzji z podrozdziatu 2.2.

Tak wigc, dla dowolnie ustalonego k, zaklada sig, iz zbi6r stanéw natury A, jest
dwuelementowy:

(1) ~;, —wystapienie k-tego typu diagnozowanego uszkodzenia,
(2) ~, — poprawna praca systemu.
Podobnie, zbiér mozliwych do podjecia decyzji &, przyjmuje postaé:
(1) 4, - przyjecie hipotezy H,,
(2) o —przyjecie hipotezy H,. ‘

Niech zatem dane beda nastgpujace proby losowe ztozone z eksperymentalnie

pozyskanych wartosci wektora symptoméw Z:

zf, 2k, ., z,’f,k — w przypadku wystgpowania k-tego typu diagnozowanego
uszkodzenia (3.36)
20,20, ..., z’,‘,’,0 — dla poprawnych warunkéw pracy (3.37)
oraz
Z(w, j) — aktualna (w chwili j) warto$¢ wektora symptoméw . (3.38)

Algorytm prowadzacy do przyjecia hipotezy H, albo H, skladaé si¢ bedzie z trzech
faz. Otdz, najpierw nalezy pozyska¢ na drodze eksperymentalnej préby losowe
(3.36)~(3.37), przy czym w przypadku pierwszej z nich moze wystapié konieczno$é
zasymulowania warunkéw wystgpowania danego typu diagnozowanego uszkodzenia.
Druggq faz¢ stanowi wyznaczenie, na podstawie powyzszych préb, elementéw
procedury podjgcia decyzji, nie podlegajacych juz pézniej zmianom. I wreszcie, faza
trzecia — zasadnicza — polega na samym podjeciu decyzji <, albo o, czyli przyjeciu
hipotez H, lub H,, w oparciu o aktualng warto$¢ wektora symptoméw (3.38).
Zostanie teraz przedstawiona procedura podejmowania decyzji o, albo .
Niech zatem dana bedzie statystyka S, : Qx IN\{0} ~ [0,00) zdefiniowana wzorem

Sk(waf)sz(z(a)’])) > (339)

gdzie borelowskie odwzorowanie f, : R” —[0,0) oznacza funkcje gestosci 1-wy-
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miarowych rozkladéw wektora symptoméw Z przy zalozeniu wystgpowania k-tego
typu diagnozowanego uszkodzenia. (Szczegélowy opis wyznaczania powyzszej fun-
kcji w oparciu o technike estymatoréw jadrowych przedstawiono w podrozdziale 3.1.)
Tak okreslona postaé statystyki pozwala na identyfikacj¢ ewentualnych zmian do-
tyczacych nie tylko wartoéci poszczegolnych skladowych wektora symptoméw, ale
przede wszystkim zlozonych relacji wystgpujacych pomigdzy nimi.

Dla dowolnie ustalonej wartosci j, reprezentujacej odpowiednia chwilg czasowa,
wartodé statystyki S, odnie$¢ mozna do prawdopodobienstwa pojawienia si¢ danej
warto$ci wektora symptoméw w warunkach zaistnienia k-tego typu diagnozowanego
uszkodzenia. Za podjeciem decyzji &, $wiadcza wigc male wartoéci tej statystyki,
czyli nastapi¢ to powinno gdy zachodzi relacja

Se(@,)) €4y (3.40)
gdzie

A, =(-0,a,] . (3.41)
W przeciwienstwie, jesli

Sy(@,)) €B, (3.42)
dla

B, =R\4, , (3.43)

to nalezy podjaé decyzje o . Zgodnie z poczynionymi wczeéniej ustaleniami, podjgcie
decyzji o, albo o, jest rownowazne przyjeciu hipotezy — odpowiednio — H, stano-
wiacej 0 wystapieniu k-tego typu diagnozowanego uszkodzenia lub H, reprezentuja-
cej poprawne warunki pracy nadzorowanego systemu.

W celu wyznaczenia wartoéci krytycznej a, uzyta zostanie podstawowa formula
statystycznej teorii decyzji — regula bayesowska, zgodnie z procedura i oznaczeniami
przedstawionymi w podrozdzialach 2.2 i 2.4. Niech zatem «, >0 oraz 4,>0
oznaczaja odpowiednio straty niewykrycia k-tego typu uszkodzenia lub zwiazanego z
nim falszywego alarmu. Funkcja strat / przyjmuje postac:

0 gdy wyét@puje stan », a podjgto decyzje o,

gdy wystepuje stan »;, a podj¢to decyzje 4,
@, gdy wystepuje stan », a podjeto decyzje o,
b, gdy wystepuje stan »;, a podjeto decyzje &,

lr,d)= R (3.44)

gdzie o €{n,,n,} o1z & €{d,, o} .
Jezeli zatem podjgta zostanie decyzja &, to warto$¢ funkcji strat bayesowskich
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(2.24) wynosi
44)=aa, , (3.45)
natomiast w przypadku decyzji :
4(4) = 4B, , (3.46)
przy czym
a,=PF({oeQ: S,(0,))e4,}) (3.47)'
By =FR({weQ: S(o,))eB,}) , (3.48)

gdy P, oraz P, oznaczaja kolejno prawdopodobiefistwa w przypadku wystepowania
k-tego typu diagnozowanego uszkodzenia i dla poprawnych warunkéw pracy. Zalezno-
§ci (3.39)-(3.43) pozwalaja usciéli¢ powyzsze wzory:

a,=Fh(weQ: fi(Z(w))<a,}) (3.49)

B =F({oeQ: f(Z(w,j)>a,}) , (3.50) -
przy czym drugi z nich jest rtownowazny warunkowi

1-4, = h({lo eQ: f,(Z(w,/))<a,}) , (3.51)
a zatem

e =1-B(lo eQ: f,(Z(@, /) <a,}) . (3.52)

Zgodnie z formulg reguly bayesowskiej (2.26), decyzja &, powinna by¢ podjeta
Jjeshi

@0, <40, , (3.53)
natomiast decyzja o w przypadku gdy

@0, Z 60, . (3.549)
Wartos¢ krytyczna a, ma by¢ zatem ustalona tak aby speliony byt warunek

@0, =40, , (3.55)
a wiec

-‘Z—ak =8, , (3.56)
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czyli ostatecznie, po uwzglgdnieniu zaleznosci (3.49) i (3.52):
Ao eQ: fi(Z(w,)) <a,}) +%"-Pk({w €Q:fi(Z(@,))<a,})=1.(357)
k

Rozwiazanie powyzszego réwnania wymaga okreSlenia warto$ci wystepujacych
tam prawdopodobienistw:

L({oeQ:f(Z(o,))<sa,})=F,, (a) (3.58)
Lo eQ: fi(Z(o.)<a, ) =F;  (a,) , (3.59)

gdzie F feoz|, OTAZ F, ozl oznaczajg dystrybuanty rozkladéw zmiennych losowych
Je°Z( - ,j) — odpowiednio — w przypadku wystapienia k-tego typu diagnozowanego
uszkodzenia i poprawnych warunkéw pracy. Ponizej zostanie przedstawiona koncepcja
wyznaczania dystrybuanty zmiennej losowej z wykorzystaniem techniki estymatoréw
Jjadrowych.

Niech dana bedzie rzeczywista zmienna losowa Y. Jezeli jej rozklad posiada
funkcje gestosci f, to naturalnym jadrowym estymatorem dystrybuanty F tej zmiennej
jest odwzorowanie £ : R — [0,1] zdefiniowane zaleznoscia

Fo)=[f(x) a (3.60)

gdzie f oznacza jadrowy estymator gestosci (3.1), szczegdlowo rozwazany w podroz-
dziale 3.1. I tak, zaleznos$¢ (3.4) gwarantuje istnienie funkcji pierwotnej 7: R — [0,1]
jadra K, czyli

1) = [K(x) dx . (3.61)

Jest ona oczywiscie ciagla, natomiast warunek (3.6) implikuje, iz spetnia takze waru-
nek Lipschitza ze stala

L, =K(0) . (3.62)

Jezeli odwzorowanie K przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, to funkcja 7 jest ponadto
$cidle rosngca.

A zatem, wobec podstawowych wlasnoéci calki, jadrowy estymator dystrybuanty
ostatecznie wyrazi¢é mozna wzorem

F(y) =—71; 21(%) , (3.63)
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gdzie y,, y,, ... , ¥,, oznaczaja doswiadczalniec uzyskane, w trakcie niezaleznych
eksperymentow, wartosci zmiennej losowej Y (rys. 3.7).

Fy)

Rys. 3.7. Jadrowy estymator dystrybuanty.

Jezeli warto$¢ parametru wygladzania 4 uzalezniona jest od licznoéci proby loso-
wej m tak aby spetiony byl warunek

limh=0 , (3.64)

.
to zdefiniowany powyzej estymator dystrybuanty jest mocno zgodny, a zatem réwniez
zgodny, w punktach jej ciaglo$ci. Dowdd, oparty na bardzo stabych zalozeniach,
znalez¢ mozna w dodatku A — podrozdziat 8.1, jako twierdzenie 8.2. Warto zauwazy¢,
Ze zbyteczny okazuje si¢ tu warunek ograniczajacy szybko$¢ zmierzania wartosci
parametru wygladzania 4 do zera przy powigkszaniu licznoéci proby m, co wobec
estymatora funkcji gestoéci sankcjonowala zalezno$¢ (3.23). Ponadto, estymacja
dystrybuanty mozliwa jest takze w przypadku gdy rozklad w ogole nie posiada funkcji
gestosci. Jezeli natomiast funkcja taka istnieje, a zatem dystrybuanta jest ciagla, to
wlasno$¢ mocnej zgodno$ci staje sig globalna.

W przypadku prezentowanej powyzej koncepcji estymacji dystrybuanty, szcze-
gélnie korzystne okazuje si¢ (jednowymiarowe) jadro eksponencjalne
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e—x

KxX)=—— 3.65

W= (3.65)

Jego funkcja pierwotna przyjmuje bowiem dogodna postaé

1
1+e™”

I.(y)= (3.66)

i- co stanowi zaletg w wielu zastosowaniach — jest §cisle rosnaca. Kwadrat splotowy,
wykorzystywany przy wyznaczaniu optymalnej wartoéci parametru wygladzania, wy-
raza si¢ wtedy wzorem

e,{x(e"+1)_ 2 ) dla x#0
x x 2
K*(x)= (" =1 (-1 , (3.67)
1 dla x=0
6
natomiast wyrazenie V((KK)) 5 Wystgpujace w rownosci (3.16) wynosi
VK,) _3 (3.68)
Uk,)* 2r*

W stosunku do estymatora dystrybuanty, prawdziwe pozostaja ogdlne zaga-
dnienia dotyczace estymatoréw jadrowych, przedstawione w podrozdziale 3.1. W
szczegllnodci, jezeli dokonywana jest liniowa transformacja, to dla rzeczywistej
zmiennej losowej Y zaleznosci (3.25)~(3.26) sa réwnowazne, i wtedy

R=R"=\Var(Y) , (3.69)

natomiast definicja estymatora dystrybuanty (3.63) przybiera forme

ﬁ(y)=%gl(%) . - (3.70)

W przypadku stosowania modyfikacji parametru wygladzania, definicja ta dana jest w
postaci

sy L e (Y —y)
FO)y=— > 1| —=—+| ; 3.71
@)mg(m N (371
i wreszcie, gdy wykorzystywane sa obie koncepcje:
N 1 & y—y)
FO)=—> Il —=1| . 3.72
(wmg[mj (372
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Powracajac do zagadnienia diagnozy uszkodzefi: po podstawieniu oznaczen
(3.58)-(3.59) do wzoru (3.57) otrzymuje si¢ kryterium

fkoz| (@) + fkoZ|k (a)=1. (3.73)

W praktyce funkcja gestosei f, oraz dystrybuanty F DZ[ oz{ dostepne sa jedynie
w postaci odpowiednich estymatorow fk , =z|0 F, 2> @ Zatem zaleznosé (3.73)
przyjmuje postaé nastgpujacego rownania:

~ N @, A N _
s (@) +Zka°Z|k @)=1, (3.74)
przy czym jego argument d, stanowi estymator wielkosci a,. W ramach twierdzenia

8.7 przedlozonego w podrozdziale 8.3 (dodatek C) wykazane zostalo, iz jezeli warto$ci
parametréw wygladzania h uzaleznia si¢ od liczno$ci proby m tak aby prawdziwe byto

limh=0 (3.75)
nm—y0
limmh" = oo | (3.76)
m—yeo

to jest on estymatorem mocno zgodnym, a zatem réwniez zgodnym, co z punktu
widzenia statystyki matematycznej $wiadczy o formalnej poprawnosci powyzszej
procedury diagnozy uszkodzen.

Jezeli traktowaé lews strong rownania (3.74) jako funkcje g, : R — R zmiennej
a, , to stosujac kryterium (3.73) nalezy znalez¢ rozwiazanie rownania

g&(@)=1. (3.77)

Prawdziwe sa nastepujace zaleznoSci:

lim g,(4,)=0 (3.78)
ap—>~w

lim g,(a,)=1+Z>1 . (3.79)

ag—>w 4

~“k

Z ciaglosci odwzorowania / wynika, ze funkcja g, takze jest ciagta. Wraz ze wzorami
(3.78)-(3.79) stanowi to o istnieniu rozwiazania réwnania (3.77). Jezeli dla potrzeb
estymacji dystrybuanty stosuje si¢ jadro X o dodatnich wartosciach, to funkcja g, jest
ponadto $cisle rosnaca, co implikuje jednoznaczno$é tego rozwiazania oraz umozliwia
stosowanie efektywnych procedur numerycznych prowadzacych do wyznaczenia jego
warto$ci. W szczeg6lnosci, rozwiazanie to moze by¢ obliczone rekurencyjnie jako
granica ciagu {d,lc }:1 okreslonego wzorami
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a,=0 (3.80)

Al+l

art =al +c,-(1-g. (@) dla 1=12,..., (3.81)
przy czym globalna zbiezno$é powyzszego algorytmu zapewnia warunek
2
O<c, <— , (3.82)
Lgl:

gdzie L, oznacza stala Lipschitza odwzorowania g, (1ys. 3.8a,b). Warto zanwazy¢,
iz dla

== (3.83)

brak zbiezno$ci ma miejsce jedynie wtedy, gdy funkcja g, jest liniowa ze wspolczyn-
nikiem kierunkowym L, w otoczeniu rozwiazania rownania (3.77) (rys. 3.8¢). Jednak
wobec wystepujacej w praktyce silnej nieliniowosci tej funkcji, wartos¢ okreslona
wzorem (3.83) przewaznie zapewnia najszybsza zbiezno$¢ rozwazanego algorytmu
(rys. 3.8d).

Tymczasem, jak wynika z definicji (3.63), jadrowe estymatory F Froz]y OTAZ

A

F Tz, 52 funkcjami Lipschitza ze stalymi — kolejno —
L
L,=—-"L 3.84
o= (3.84)
=L (3.85)
hk

gdzie h;, i h, oznaczaja odpowiednio parametry wygladzania stosowane przy kon-
strukcji tych estymatoréw. Zalezno$¢ (3.74) implikuje z kolei, ze
a

L =L0+7"Lk : (3.86)

8k
&
A zatem, Iaczac powyzsze wyniki z réwnoscig (3.62) otrzymuje si¢ wzor

L, = K(O)(—-l-ﬂﬁi) , (3.87)

hy b by
co po podstawieniu do nieréwnosci (3.82) pozwala uscislié warunek gwarantujacy
zbieznoé¢ algorytmu (3.80)-(3.81). Co wigcej, jezeli stosuje sig jadro, ktérego funkcja
pierwotna nie jest liniowa w zadnym zacie$nieniu, to wlasno$¢ t¢ ma réwniez od-
wzorowanie g, i wtedy stala ¢, powinna by¢ przyjeta zgodnie z réwnoscia (3.83).
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a) AN b) AN
1 14
k3 by
T ~ Y S
dg e dic ey [ dpdpay 4
A4
ay
—p ——s
- «—
> —»
> <
c) [EAEN) d) bz (a)
1 14
1A T '\2_/\!4._7 o AR AIAI'!(.I Lol
=43=. at=ag=... a; a2 4y |ag
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R — >
- —
-— +>
. >

Rys. 3.8. Wlasnosci algorytmu (3.80)-(3.81) w przypadkach gdy:

1
a) Lgt :1, Cp =5,
3
b) L«S’k =1, Cp —‘5,
c) L,=1¢=2,
2
d) Lgk =5, Cp :—5‘

W szczeg6lnosei, dla jadra eksponencjalnego, dzigki zalezno$ciom (3.65) i (3.87),
réwnos¢ tg¢ mozna ostatecznie sprecyzowac jako
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8h.h
¢, =P (3.88)
@
h, + ';hO

k

Jesli wprowadzana jest transformacja liniowa albo modyfikacja parametru wygtadza-
nia czy tez jednoczeénie obie te koncepcje, to wzor (3.84) przyjmuje odpowiednio

postaé
J— (3.89)
ROhO
L &1
Ly=—2% o (3.90)
’ mohy gso,i
y
0 = _él__ L (3.91)
myRohy 5 S0,
i analogicznie dla zaleznosci (3.85):
[ =L (3.92)
Rkhk
L, &1
L=—%— (3.93)
© mh, ;sk,i
Mg
L, = Ly 1 (3.94)

m Ry TS,

gdy R, i R, oraz s, i s,, oznaczaja parametry R oraz s; uzyte przy konstrukcji —
odpowiednio — estymatorow Ia Footla i F n . W konsekwencji réwnosci (3.87)-(3.88)

7y
ulegaja uogdlnieniu na:
Lo |
= K(0) —_— (3.95)
R, h ék R.h,
I, =KO) - slia 1 $1 (3.96)
. 0 i=1 st é“ mkhk i= lskx .

L = —_— _ 3.97
& (moRo ;So: ékmth lesz ¢ )

oraz
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o oo
Rihy, +7Roho
k

8
momkh h, (3.99)

m.h, Z mohy Z——

i=1 Ik k i=1 10

G =

C, = 8m0mkR0Rkh0hk (3 100)
¢ ] g, mop '
m,R.h, Z‘"*'TmoRoho Z—

i=1 Sik * i=1 Si,0

stosownie w przypadkach gdy uzywana jest transformacja liniowa, modyfikacja para-
metru wygladzania albo jednoczesnie obydwie koncepcje.

Tak wigc, technika estymatoréw jadrowych zostata wykorzystana do zagadnienia
diagnozy uszkodzen w dwojaki sposob: przy okrefleniu funkcji gestosci definiujace;j
posta¢ statystyki testowej, po czym do wyznaczenia dystrybuanty jej rozkladu. Nalezy
podkresli¢, iz parametry ustalane w obu tych zastosowaniach nie maja wzajemnego
odniesienia i musza by¢ obliczane niezaleznie.

Podsumowujac, projektowanie ukladu statystycznej diagnozy uszkodzef polega
na:

(1) okre$leniu wartoéci ilorazow %, %, s f/;— uwzgledniajac ekonomiczne
aspekty zagadnienia; P ¢

(2) pozyskaniu na drodze eksperymentalnej warto$ci wektora symptoméw Z:
2y, 23, ..., Zy, — W przypadku poprawnej pracy systemu,

ooy Zy
1

2, 2y z,, —w warunkach wystgpowania 1-ego typu uszkodzenia,
28, 22, ... , z&. —w warunkach wystepowania 2-ego typu uszkodzenia,

my

zl”’ s z;’ s s z;d —w warunkach wystgpowania d-tego typu uszkodzenia,
przy czym licznosci tych prob m,, m,, ... , m, powinny stanowi¢ kompromis
pomigdzy dokladnoscia estymacji a kosztami ich pozyskania i poZniejsza szybko-
scig dzialania ukiadu komputerowego, bedac jednak wigkszymi od przedstawio-
nych na rysunku 3.6;

(3) wyznaczeniu w oparciu o powyzsze proby jadrowych estymatoréw gestoéci roz-
kladéw zmiennych losowych Z( - ,;) w warunkach wystaplema poszczegol—
nych typéw uszkodzen podlegajacych diagnozie, czyli funkcji fl, f2, . fd,
postgpowanie takie, przedstawione zostalo w podrozdziale 3.1, dla kazdej z nich
musi by¢ realizowane niezaleznie; proponowane jest jadro normalne;

(4) zdefiniowaniu rzeczywistych proceséw stochastycznych Y, 1,, ..., ¥, jako
Yl Efl OZ’ YZ El}z °Zs e Yd EfAd OZ;
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(5) okresleniu préb losowych:
— dla zmiennych losowych Y, ( - ,j) (k=12,...,d) przy poprawnych warun-
kach pracy, a zatem wyliczeniu wartosci

N ACIRACH
f;(zf)’ fz(zg)’ ’f2(zr(:10)

Fa@ Fa(@), o fulzn)
— dla zmiennych losowych Y, ( - ,j) w przypadku wystgpowania k-tego typu
diagnozowanego uszkodzenia (k =1,2,...,d), czyli
L@ A&, - fizm)
2@ 12 s fa(zm)

Fa@) fa @) s Ja(z)

(6) ustaleniu na podstawie powyzszych préb procedury wyznaczania jadrowych
estymatoréw dystrybuant rozkladow zmiennych losowych 7, ( - ,7) dla popraw-
nych warunkow pracy oraz k-tego typu uszkodzenia (k=12,...,d); metodyka
przedstawiona zostala w niniejszym podrozdziale, w przypadku kazdego z tych
estymatoréw postepowanie musi by¢ realizowane niezaleznie; rekomendowane
jest jadro eksponencjalne (3.65) — warto wtedy wykorzystaé wzory (3.67)-(3.68);

(7) obliczeniu estymatoréw wartoéci krytycznych 4, 4,, ... , d,, z zastosowaniem
algorytmu (3.80)~(3.81), przy czym w przypadku jadra eksponencjalnego, stale
¢, €5, ... , C; Przyjete moga byé na podstawie odpowiedniej zaleznosci (3.88)
lub (3.98)-(3.100);

(8) zdefiniowaniu zbioréw A4,, 4,, ... , 4, oraz B, B,, ... , B, zgodnie ze wzora-
mi (3.41) i (3.43), po przyjeciu jako wartosci krytycznych ay, a,, ..., a, ich
estymatorow 4,, d,, ... , d,, wyznaczonych w poprzednim punkcie.

Stosowanie w praktyce koncepcji diagnozy uszkodzen wobec urzadzenia pracujacego
W czasie rzeczywistym wymaga uskutecznienia w dowolnej chwili oraz oddzielnie dla
kazdego k =12,...,d nastepujacej procedury:

(9) nalezy wyznaczy¢ dla aktualnej wartoéci wektora symptomow Z wartos¢ statysty-
ki S, na podstawie wzoru (3.39), a nastepnie stwierdzi¢, czy nalezy ona do
zbioru B, czy A,; w pierwszym przypadku wnioskuje si¢ o prawdziwosci
hipotezy H,, a wigc o zaistnieniu k-tego typu uszkodzenia, w drugim — przy-
puszczenie to nalezy odrzucic.

Czynnosci pozycji (9) sa sukcesywnie powtarzane do momentu dezaktualizacji danych
pozyskanych w punktach (2) i ewentualnie (1) — w tym przypadku nalezy powtdrzy¢
powyzszy algorytm.
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Uwagi bibliograficzne

Réznorodne koncepcje nieparametrycznych estymatoréw dystrybuanty sg przed-
miotem artykutow [119, 130].

3.4. DETEKCJA USZKODZEN,
jadrowy 1 pozycyjny estymator kwantyla

Tematem rozwazafi niniejszego podrozdziatu jest statystyczna detekcja uszko-
dzen. Polega¢ ona bedzie na wykorzystywaniu aktnalnych wartosci wektora sympto-
méw do sukcesywnego testowania hipotezy stanowiacej o poprawnej pracy nadzoro-
wanego systemu. Z uwagi na zalozone pelne spektrum wykrywanych nieprawidio-
wosci, implikujace znaczna nieokreslono$¢ ewentualnej hipotezy alternatywnej oraz
prawdopodobienstwa bledu drugiego rodzaju, dla potrzeb detekcji zaprojektowany
zostanie test istotnos$ci, zgodnie z zasadami teorii Neymana-Pearsona opisanej w pod-
rozdziale 2.4.

Niech wigc dane beda statystyczne proby losowe skladajace si¢ z pozyskanych
eksperymentalnie warto$ci wektora symptomow Z:

20,2, ..., z,?,o — dla poprawnych warunkow pracy (3.101)

oraz
Z(w, j) — aktualna (w chwili j) warto§¢ wektora symptoméw . (3.102)

Dystrybuanty rozkladéw zmiennych losowych, z ktérych pochodza powyzsze proby
oznaczane sa odpowiednio jako F, i G. Testowana bgdzie hipoteza H, stanowiaca o
ich tozsamosci:

H,:G=F, . (3.103)

Przyjmuje sig, iz powyzsza hipoteza jest, z praktycznego punktu widzenia, réwno-
wazna formule (3.33). Wariant (3.33) wyraza aspekty aplikacyjne, natomiast wersja
(3.103) zdefiniowana jest zgodnie z wymogami formalnymi statystyki matematycznej.
Podobnie jak w przypadku diagnozy, procedura weryfikacyjna podzielona bedzie
na trzy fazy: eksperymentalnego pozyskania proby losowej (3.101), wyznaczenia na
jej podstawie statystyki oraz zbioru krytycznego, i wreszcie, testowania podczas pracy
systemu hipotezy H, w oparciu o aktualna warto$¢ wektora symptomow (3.102).
Stosowana w tym celu statystyka S, : QxIN\{0} - [0,c0) definiowana jest wzo-

rem
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So(a),])=f0(Z(a),])) b (3104)

gdzie borelowskie odwzorowanie f; : R" —>[0,0) oznacza funkcj¢ gestosci 1-wymia-
rowych rozktadéw wektora symptoméw Z w przypadku poprawnej pracy nadzorowa-
nego systemu (podrozdziat 2.1). Przyjeta postac statystyki umozliwia rozpoznanie
zmian zachodzacych zar6wno w poszczegdlnych sktadowych wektora symptomow, jak
i w ich wzajemnych relacjach.

W kazdej chwili j, warto$¢ powyzszej statystyki jest zwiazana z prawdopodo-
bienstwem wystapienia aktualnego wektora symptoméw przy zalozeniu poprawnych
warunkéw pracy. Przeciw prawdziwosci hipotezy H, $wiadcza wigc male wartosci
statystyki S,, co implikuje lewostronna posta¢ zbioru krytycznego:

Ay =(-0,a,] , (3.105)
przy czym warto$¢ krytyczna a, wyznaczana jest tak aby spetniony byt warunek
B{oeQ): Sy(w,]) €4,}) =, (3.106)

dla ustalonego poziomu istotnosci @, €(0,1), reprezentujacego prawdopodobiefistwo
bledu pierwszego rodzaju, czyli stanowiacego tu o falszywym alarmie.

Dzigki zalezno$ciom (3.104)-(3.105) powyzszy wzor przyjmuje rOwnowazing po-
staé

FR{weQ: fy(Z(w, ) <a})=a, , (3.107)

a zatem warto$¢ krytyczna a, mozna estymowac za pomocy kwantyla rzedu «, roz-
kiadu zmiennych losowych f,oZ( - ,j). W dalszej czgSci zostang przedstawione
dwie koncepcje wyznaczania wartoéci estymatora kwantyla, o wzajemnie uzupeinia-
jacych sie wlasnoéciach: wykorzystujaca technike estymatorow jadrowych oraz oparta
na pojeciu statystyki pozycyjne;.

Rozwazana bedzie rzeczywista zmienna losowa Y. Dla uscislenia: kwantylem
r-tego rzedu (0 <7 < 1) nazywana jest kazda liczba g € R, spelniajaca warunki

PBAwel: Y(w)<q})zr (3.108)
PloeQ: Y(w)zq})2l-r . (3.109)

W przypadku ciaglosci dystrybuanty F' powyzszej zmiennej losowej, kwantyl okreslo-
ny jest rOwnaniem

Fig=r , (3.110)

natomiast $cista monotoniczno$é dystrybuanty w zbiorze F~'((0,1)) implikuje jego
jednoznaczno$é. Wtedy tez kwantyl g dzieli przestrzen warto$ci zmiennej losowej na
dwa podzbiory (-,q] i [g,) tak, iz ich prawdopodobiefistwa wynosza odpowiednio
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r oraz 1—7. (Dla potrzeb opracowywanej tu procedury detekcji uszkodzen nalezy
wigc utozsamié¢ rozklady zmiennych losowych Y i f,oZ( - ,j), a takze przyjaé
g=a,o0razr=a,.)

Najpierw zaproponowana zostanie koncepcja jadrowego estymatora kwantyla,
zunifikowana z metodyka prezentowana w podrozdziatach 3.1 oraz 3.3.

Jadrowy estymator dystrybuanty F', w swej podstawowe] postaci zdefiniowany
jest wzorem (3.63). W przypadku gdy

K(x)>0 , (3.111)

odwzorowanie F jest $cisle rosnace, co stanowi, iz jadrowy estymator kwantyla r-tego
rzgdu — oznaczany przez §, — jednoznacznie okresli¢ mozna réwnoscia

F@g,)=r, (3.112)

a zatem uwzgledniajac zaleznos¢ (3.63):

Z](u) = mr (3.113)
i1 h
(tys. 3.9)
IF(y)
1_
i}
Yy
0 N T
0 577 10

Rys. 3.9. Jadrowy estymator kwantyla.
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Jesli kwantyl r-tego rzedu okreslony jest jednoznacznie oraz warto$¢ parametru
wygladzania h uzaleznia si¢ od liczno$ci proby losowe;j m tak aby
limh=0 , (3.114)

m—>w

to estymator kwantyla definiowany réwnaniem (3.113) spelnia warunek mocne;j zgod-
nosci, a zatem takze zgodno$ci. Dowdd, uwarunkowany bardzo stabymi zalozeniami,
przedlozono w sekcji 8.2.1 dodatku B, jako twierdzenie 8.4. Podobnie do przypadku
dystrybuanty, mocna zgodno$¢ jadrowego estymatora kwantyla §, nie wymaga
warunku ograniczajacego szybko$¢ zmierzania wartosci parametru wygladzania do
zera przy powigkszaniu licznoéci proby. I wreszcie, jezeli rozklad zmiennej losowe;j
posiada funkcje gestosci o spojnym nosniku, to fakt ten gwarantuje jednoznacznos$é
kwantyla.

Analogicznie do estymacji dystrybuanty, takze i tu rekomendowane jest jadro
eksponencjalne, dane wzorem (3.65).

W praktyce, warto$¢ jadrowego estymatora kwantyla §, moze by¢ wyznaczana
rekurencyjnie jako granica ciagu {q“ ! }:1 okreslonego wzorami

4, =0 (3.115)

m Al
g =g +c0-(mr—21[l’—h—3—/ijj dla 1=12,... , (3.116)

i=1
przy czym globalna zbiezno$¢ zagwarantowana jest nierdwnoscia

2h

3.117
o (3.117)

O<e¢, <

2

podczas gdy warto$¢ L,, oznaczajacq stala Lipschitza odwzorowania I, otrzyma¢ mo-
zna z zaleznosci (3.62). Co wigcej, jeSli funkcja g: R — R definiowana wzorem

g(y)=gl(%) (3.118)

nie jest liniowa ze wspolczynnikiem kierunkowym "1 w otoczeniu wartoéci kwan-
tyla, to powyzszy algorytm jest takze zbiezny gdy

2 : (3.119)

mL,

Co

Dla wigkszo$ci wystepujacych w praktyce przypadkéw warto$¢ ta zapewnia najszyb-
sz3 zbiezno$¢ algorytmu (3.115)~(3.116). W szczegélnosci, jezeli stosowane jest jadro
eksponencjalne (3.65), to z uwagi na zaleznos¢ (3.62) nalezy wtedy przyjaé
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8h

Cp =—
m

(3.120)

Wobec zaprezentowanej pbwyZej koncepcji jadrowego estymatora kwantyla,
aktualne sa takze ogolne aspekty odnoszace si¢ do tego typu estymatoréw, prezento-
wane w podrozdziale 3.1. W szczeg6lnoéci, jesli stosowana jest liniowa transformacija,
to réwnanie (3.113) przyjmuje postaé

Zl( A = (.121)
i=1
podobnie w przypadku procedury modyfikacji parametru wygladzania

I(qJ—_—y—") =mr | (3.122)
hs

i

2

m
i=1

natomiast gdy realizowane sq obie te koncepcje:

S d

=

] =mr . (3.123)

Wtedy tez wlasciwej zmiany wymagaja wzory (3.116)-(3.120). Mianowicie, w réwno-
$ciach (3.116) i (3.118) wspolczynnik 4 powinien by¢ zastapiony przez

Rh hs, Rhs, | (3.124)

i i

natomiast prawa strona zaleznosci (3.117) i (3.119) wynosi

2h 2h _2h

TR w (3.125)
s LY~ L RZ—
i=1 si i=1 l
podczas gdy w przypadku formuly (3.120):
8 8 8 (3.126)
mR &
2 RZ~
i=1 Si i=1 1

odpowiednio, gdy stosowana jest transformacja liniowa lub modyfikacja parametru
wygladzania albo tez obie powyzsze koncepcje.

Przedstawiona teraz zostanic odmienna idea estymatora kwantyla, oparta na
pojeciu statystyki pozycyjnej.

Niech zatem dane beda liczby k,m eIN\{0}, przy czym k <m, natomiast
Y, 7Y, ..,Y, ozmacza m-elementowa probe losowa odpowiadajaca rzeczywistej
zmiennej Y. Dla dowolnie ustalonego elementu @ € mozna uporzadkowaé warto$ci
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Y (@), Y(®), ... , ¥, (w) od najmniejszej do najwigkszej, a zatem po przypisaniu od-
powiednich indeksow:
V@)<Y, (@) ... <Y, (0) . (3.127)

Powtarzajac powyzsza procedurg dla kazdego w €€, definiuje si¢ w naturalny sposob
rzeczywista zmienng losowa ¥, , : Q > R, okreSlana mianem statystyki pozycyjnej
rzedu k zmiennej losowej Y. Statystyka taka charakteryzuje zatem k-ta co do wielkosci
warto$¢ m-elementowej proby losowe;j.

W literaturze przedmiotowej znalez¢é mozna wiele propozycji estymatoréw kwan-
tyla, ktorych ideg oparto na pojeciu statystyki pozycyjnej. Jezeli licznos¢ proby loso-
wej m oraz rzad kwantyla r spelniaja warunek:

05<mr<m-05 , (3.128)

to szczegblnie korzystnymi wlasnosciami charakteryzuje si¢ estymator zdefiniowany

wzorem

gp =(05+i—-mr)Y,, +(05-i+ mr)Y i (3.129)
gdzie Y, i ¥,,, oznaczaja st;tystyki pozycyjne, natomiast

i=[mr+05] , (3.130)

przy czym [a] stanowi cz¢$¢ catkowita liczby a € R, natomiast dla $cistoéci notacji
dodefiniowa¢ mozna Y,,,,, =0. Dowod mocnej zgodnosci, a zatem takze zgodnosci,
opisanego powyzej estymatora, warunkowany bardzo stabymi zalozeniami, przedsta-
wiono jako twierdzenie 8.6 w sekcji 8.2.2 dodatku B.

W przypadku projektowanego tu ukladu detekcji uszkodzen, zmienna losowa ¥
przyjmuje warto$ci nieujemne, a zatem jezeli

mr<05 , (3.131)
to formule (3.129) mozna uzupeié poprzez
4y =2mrY,, . (3.132)

Prawdziwe sa bowiem wtedy zaleznosci:

lim §, =0 (3.133)
mr—0*

lim 4,=Y,= lim §, . (3.134)
mr->0,5" ’ mr—0,5%

Podobnie gdy
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mr>m-0,5 | (3.135)
dookreslié mozna
Gp=Y,n - (3.136)

(Biorac jednak pod uwage stosowane w praktyce poziomy istotnosci testéw sta-
tystycznych, stanowiacych w poWstzym zagadnieniu o stopniu kwantyla », wzory
(3.135)-(3.136) maja tu jedynie formalne znaczenie.) Poniewaz warunki (3.128),
(3.131) i (3.135) wyczerpuja wszystkie mozliwosci, to opracowany niniejszym pozy-
cyjny estymator kwantyla moze by¢ ostatecznie zdefiniowany w postaci:

: 2mrY,,, gdy mr<05
gp =4(05+i=mr)Y, , +(05-i+mr)Y,, gdy 05smr<m-05 ,(3.137)
Y gdy mrzm-05

mm

przy czym liczba i opisana jest formula (3.130).

Analiza wlasnoéci przedstawionych powyzej estymatoréw kwantyla, jadrowego
g, okreslonego poprzez réwnanie (3.113) i pozycyjnego §, danego wzorem (3.137),
wskazuje, Ze ich zalety wzajemnie si¢ uzupelniaja:

(1) porownanie pokazanych na rysunku 3.10 érednich bledéw estymacji stanowi o
przewadze estymatora jadrowego §,, zwlaszcza przy licznosciach préb mniej- -
szych od 500,

(2) jezeli przy wyznaczaniu warto$ci estymatora §, stosowana jest procedura
modyfikacji parametru wygladzania, to czas obliczen okazuje si¢ krétszy dla
estymatora pozycyjnego §,; (w praktyce projektowanego ukladu wykrywania
uszkodzeh nie ma to wszakze istotnego znaczenia, poniewaz okres wstepnych
obliczen nie jest tu rygorystycznie limitowany);

(3) wprost z definicji statystyki pozycyjnej wynika, ze uzyskana warto$¢ estymatora
§» nie moze wykracza¢ poza noénik funkcji gestosci badanej zmiennej losowej,
co wobec estymatora jadrowego nie jest w ogélnym przypadku zagwarantowane;
(statystyka S, przyjmuje wartoéci nieujemne, a zatem ujemna warto$é krytyczna
a, dyskwalifikowalaby ukiad detekeji uszkodzen).

Z punktu widzenia aplikacji inzynierskich szczegélnego podkreslenia natomiast wyma-
ga unifikacja aparatu matematycznego, uzytego podczas konstruowania estymatora
Jadrowego §,, z procedurami wykorzystywanymi wczesniej do identyfikacji funkcji
gestoscei i dystrybuanty.

Ostatecznie: dla potrzeb projektowania ukladu detekcji, jako podstawowy warto
uznac pozycyjny estymator kwantyla g, , okreslony wzorem (3.137). Jednak w wyrafi-
nowanych zastosowaniach, gdy mozliwa jest weryfikacja poprawnosci pozyskiwanych
wynikéw, nalezy rekomendowa¢ dokfadniejszy estymator jadrowy §, zdefiniowany
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T 0,1 0,25
m (q=-1,28) (q=-0,67)
@ () @ ()
estymator | estymator || estymator | estymator
jadrowy | pozycyjny | jadrowy | pozycyjny
5 0,532 0,533 0,416 0,418
10 0,378 0,363 0,296 0,328
20 0,266 0,263 . 0,213 0,229
50 0,175 0,179 0,138 0,154
100 0,126 0,132 0,099 0,107
200 0,088 0,092 0,069 0,075
500 0,056 0,059 0,045 0,048
1000 0,040 0,043 0,031 0,034
0,5 0,75 0,9 T
@=0 (q=0,67) (q=1.28) m
@ (b) @ (®) @ (®)
estymator | estymator || estymator | estymator | estymator | estymator
jadrowy | pozycyjny | jadrowy | pozycyjny | jadrowy | pozycyjny
0,378 0,430 0,414 0,419 0,535 0,538 5
0,268 0,293 0,295 0,326 0,382 0,371 10
0,200 0,222 0,212 0,228 0,276 0,281 20
0,125 0,138 0,136 0,148 0,174 0,187 50
0,089 0,099 0,097 0,106 0,128 0,136 100
0,064 0,070 0,070 0,078 0,088 0,095 200
0,041 0,044 0,045 0,048 0,057 0,062 500
0,029 0,031 0,032 0,034 0,040 0,044 1000

Rys. 3.10. Poréwnanie bledow estymacji kwantyla standardowego rozkladu normalnego dla:

a) jadrowego estymatora §, zdefiniowanego poprzez réwnanie (3.113),

B) pozycyjnego estymatora §, danego wzorem (3.137).

réwnaniem (3.113).

Powracajac do zagadnienia detekcji: po wprowadzeniu do warunku (3.107) ozna-

czenia

R(oeQ: fi(Z(a,))<a}) =F 4 (@) .

(3.138)
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przyjmuje on posta¢ nastgpujacego kryterium:
Ffoozlo(ao)=a0 . (3.139) -

W aspekeie aplikacyjnym funkcja gestosci f, i dystrybuanta F fyez|, Zastepowane sa
przez ich estymatory f, oraz I3 oozl zatem powyzsza zalezno§¢ zapisana by¢ moze
w formie rGwnania

Fp @) =a, (3.140)

przy czym jego rozwiazanie 4, stanowi estymator wielkosci a, z kryterium (3.139).
Dodatek D, przediozony jako podrozdziat 8.4, zawiera twierdzenie 8.8 stanowiace, ze
jezeli wartosci parametréw wygladzania / uzaleznia si¢ od licznosci proby m w sposob
gwarantujacy spelnienie warunkow

lim#A=0 (3.141)
m—yw .

limmh" = (3.142)
m—w

to estymator ten jest mocno zgodny, a wige takze zgodny. Powyzsze dowodzi formal-
nej poprawnosci przedstawionej tu procedury detekcji uszkodzen.

Tak wigc, technika estymatoréow jadrowych zostala wykorzystana w problemie
detekcji dwukrotnie: przy okreslaniu funkcji gestosci definiujacej postaé statystyki
testowej oraz opcjonalnie do wyznaczania wartosci jej kwantyla. Parametry ustalane w
obu tych przypadkach nie maja wzajemnego odniesienia i musza by¢ obliczane nieza-
leznie.

Dzigki podobienstwu aparatu matematycznego stosowanego powyzej do zagad-
niefi detekcji i diagnozy mozliwe staje si¢ wykorzystanie specjalistycznych procedur
diagnozy w celu wspomozenia uniwersalnego, a wigc mniej dogodnie uwarunkowa-
nego, testn detekceji.

Ot6z, mozna oczekiwaé, iz procedury diagnozy beda znacznie skuteczm'ejszé
przy wykrywaniu przypisanego im typu uszkodzenia niz test detekcji, nie korzystajacy
przeciez ze szczegdlowych charakterystyk warunkéw wystapienia tej nieprawidtowo-
Sci. Z aplikacyjnego punktu widzenia, korzystne wigc bedzie rozwazenie dla potrzeb
detekcji zmodyfikowane;j hipotezy H, postaci

H;=H0 A ~Hl A ~H2 VANPPPIVAN NHk 5 (3.143)

co w praktyce oznacza, ze o poprawnosci dzialania nadzorowanego systemu stanowil-
by pozytywny wynik weryfikacji hipotezy H, (dotychczasowa koncepcja detekcji)
oraz negatywne rezultaty testow diagnozy. Z teoretycznego punktu widzenia, powyz-
sza zmiana nie wprowadza nowych elementéw, gdyz odrzucenie testowanych w ra-
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mach diagnozy hipotez H, bylo rownoznaczne z przyjeciem hipotezy H ), a zatem
~H,=H, da k=12,..d . (3.144)

W praktyce natomiast, powyzsza modyfikacja wzmacnia skuteczno$¢ ukladu detekeji
uszkodzen.

Dla potrzeb detekcji zaprojektowany zostal test istotnosci. Wynikiem takiego
testu moze by¢ jedynie odrzucenie hipotezy H,, bez podjecia decyzji o jej przyjeciu.
Z aplikacyjnego punktu widzenia nie ma to zasadniczego znaczenia, bowiem przyjgcie
oraz nieodrzucenie hipotezy H, skutkuja jednakowo zaniechaniem realizacji czyn-
no$ci wladciwych serwisowi uszkodzen. Pewna niedogodno$é stanowi tu jednak brak
mozliwos$ci ustalenia poziomu istotnosci ¢, poprzez poréwnanie prawdopodobienstw,
a dzigki zalezno$ci analogicznej do wzoru (3.55) — skutkéw ekonomicznych blgdow
pierwszego i drugiego rodzaju. Poniewaz hipoteza H,, weryfikowana w trakcie de-
tekcji, jest rowniez hipoteza alternatywna testow diagnozy, to warto$¢ parametru o,
moze by¢ poréwnywana ze stalymi f,, a zatem jako wstgpne oszacowanie proponuje
si¢ przyjac Srednig:

a, =Zli >4, . (3.145)

Ewentualne powigkszenie tej wartosci polepsza czulosé ukladu detekcji, ale kosztem
wiekszej ilosci falszywych alarmow; zmniejszenie skutkuje przeciwnymi efektami.
Parametry £, mozna latwo wyznaczy¢ w trakcie rozwiazywania roéwnania (3.74)
uwzgledniajac, iz — zgodnie ze wzorami (3.51) i (3.59) — warto$¢ pierwszego czynnika
lewe;j strony tego rownania jest rtéwna 1- g, .

Ostatecznie, projektujac uklad statystycznej detekeji uszkodzen nalezy wykonac
nastgpujace czynnosci:

(1) ustali¢ poziom istotnosci @,; mozna w tym celu wykorzysta¢ wzor (3.145);

(2) na drodze eksperymentalnej pozyskaé wartoéci wektora symptoméw z, z3, ...

, z,?,o w warunkach poprawnej pracy nadzorowanego systemu, przy czym licz-
no$¢ proby m, powinna stanowi¢ kompromis pomiedzy doktadno$cia estymacji a
kosztami ich pozyskania i p6zniejsza szybkoscia dzialania ukladu komputerowe-
go, musi byé jednak wigksza od przedstawionej na rysunku 3.6;

(3) w oparciu o powyzsza probe wyznaczy¢ jadrowy estymator funkcji gestosci
rozktadu zmiennych losowych Z( - ,j) dla przypadku poprawnych warunkow
pracy, czyli odwzorowanie fo; postgpowanie takie przedstawiono w podroz-
dziale 3.1; proponowane jest jadro normalne;

(4) zdefiniowaé rzeczywisty proces stochastyczny Y, jako ¥ = fo oZ;

(5) wyznaczy¢ probe losowa dla zmiennych Yj( - ,j) w warunkach poprawne;
pracy systemu, a zatem f"o (20), fo(zg ) R fo (zzo);
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(6) na podstawie powyzszej proby obliczy¢ warto$¢ estymatora kwantyla rzedu o,
zmiennych losowych Yy ( - ,j); jesli uzyta zostanie koncepcja estymatora
pozycyjnego, to ustala si¢ porzadek proby losowej (3.127), po czym podsta-
wia odpowiednie wartosci do wzoru (3.137) wraz z formula (3.130); w
przypadku stosowania estymatora jadrowego ¢, nalezy wykorzystaé algorytm
(3.115)-(3.116) ewentualnie ze zmiang (3.124) — dla rekomendowanego tu jadra
eksponencjalnego (3.65) stala ¢, ustalona moze by¢ na podstawie zaleznosci
(3.120) z modyfikacja (3.126);

(7) zdefiniowaé zbior krytyczny A, zgodnie z zaleznoscia (3.105), przyjmujac jako
warto$¢ krytyczna a,, wyznaczong w poprzednim punkcie warto$é estymatora
kwantyla.

Stosowanie ukladu detekcji uszkodzen wobec urzadzenia pracujacego w czasie rzeczy-
wistym polega na uskutecznieniu w dowolnej chwili nastgpujacej procedury:

(8) nalezy wyznaczy¢ dla aktualnego wektora symptoméw Z warto$é statystyki S,
na podstawie wzoru (3.104), a nastgpnie stwierdzi¢ czy wartoé¢ ta nalezy do
zbioru krytycznego A,; w przypadku pozytywnego wyniku wnioskuje si¢ o
falszywosci hipotezy H,, a wigc o niesprawnosci systemu, w przeciwnym razie
brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy H,; jezeli zastosowana zostanie
koncepcja zmodyfikowanej hipotezy Hy, to o zaistnieniu uszkodzenia $wiadczy¢
moze dodatkowo pozytywny wynik weryfikacji ktorejkolwiek z hipotez diagnozy
H,, H,, .., H;, rozwazanych w podrozdziale 3.3.

Czynnosci pozycji (8) sa sukcesywnie powtarzane do momentu dezaktualizacji danych
pozyskanych w punktach (2) i ewentualnie (1) — w tym przypadku nalezy powtérzyé
powyzszy algorytm.

Uwagi bibliograficzne

Podstawowe informacje dotyczace kwantyli znajduja si¢ w monografii [46].
Dodatkowe komentarze na temat prezentowanego powyzej jadrowego estymatora
kwantyla §; pozyskaé mozna z prac [88, 90]. Jego realizacja za pomoca sztucznych
sieci neuronowych jest przedmiotem opracowania [99], a w wersji warunkowej —
publikacji [100, 135]. Opis innych koncepcji estymacji kwantyla oraz stosowna
literatur¢ przedmiotowa pozyska¢ mozna z artykuléw przegladowych [36, 122, 136].
W szczego6lnoscei, drugi z nich zawiera analiz¢ pordwnawcza pozycyjnych estymato-
row kwantyla, ktérej wyniki pozytywnie wyrézniaja postaé (3.129).

Statystyki pozycyjne opisane sa w wigkszosci podrecznikéw z zakresu statystyki
matematycznej, zwlaszcza [7, 46, 63]. Analiza wlasnosci testu, zaproponowanego tu
dla potrzeb ukladu detekcji uszkodzen, jest przedmiotem pracy [89].
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Ponizszy rozdzial poswigcony jest problemowi prognozowania mozliwosci poja-
wienia si¢ w najblizszym czasie nieprawidlowosci w dzialaniu nadzorowanego syste-
mu, czyli zagadnieniu predykcji uszkodzen. Zagadnienie to rozwazane bedzie zar6wno
w sensie detekcji jak i diagnozy — wyznaczane zatem beda prognozy wystapienia
samego uszkodzenia oraz poszczegdlnych, podlegajacych diagnozie, jego typow. Jako
preliminaria, podrozdzial 4.1 zawiera podstawy matematycznej teorii prognozowania.
W podrozdziale 4.2 zostana one wykorzystane do zaprojektowania ukladu predykeji
uszkodzen.

4.1. PROGNOZOWANIE STATYSTYCZNE

Przewidywanie przysztych wydarzef stanowi jedna z zasadniczych dziedzin
ludzkiej dzialalnosci. Wraz z rozwojem nauk $cistych, analiza réznorodnych zagadnien
praktycznych, zwlaszcza z zakresu inzynierii i ekonomii, coraz powszechniej wspo-
magana jest matematyczna teoria prognozowania. Uzyskiwane obecnie wyniki chara-
kteryzuja si¢ jednak znacznym stopniem probabilistycznej nieokreslonosci i w wielu
problemach aplikacyjnych sa raczej traktowane jedynie jako material pomocniczy do
wszechstronnych rozwazaf przedmiotowych. Ponizej zostana scharakteryzowane
najczeéciej stosowane procedury statystycznego prognozowania: metoda regresji,
modele ARIMA oraz prognozowanie bayesowskie (obejmujace uzywany réwniez w
tym celu filtr Kalmana). Wobec zlozonosci problemu, szczegélowo przedstawione
beda tylko te elementy, ktére zostang wykorzystane w dalszej czeSci pracy do
zagadnienia predykcji uszkodzen.

Wielko$¢, ktorej przyszle wartosci sa przednuotem badan prognostycznych,
traktowana bedzie jako dyskretny rzeczywisty proces stochastyczny Y. Jezeli prognoza
dokonywana jest w chwili j, to wymaga si¢ wowczas dostgpnosci empirycznie
uzyskanych dla 1, 2, ... , j wartosci procesu ¥, zwanych obserwacjami i oznaczanych
(podobnie jak w przypadku proby losowej, z pominigciem zaleznosci od czynnika
losowego) przez ,,,, ... , ¥,. Dysponujac sekwenqu obserwacji wyznacza si¢
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prognoze 4, , czyli estymator warto$ci procesu stochastycznego Y dla chwili j+s,
przy czym parametr s € IN\{0} okreSlany jest mianem wyprzedzenia prognozy (rys.
4.1).

LYy H3
model wyznaczony
w chwili j=10
se S
IRARS
R AT
L Yoy " ;IUTJ“
& Y
L] Ys @ :
e Vi oo Ye model naktualniony
. Ya Ys w chwili j=11
Y
o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13

]

wyznaczenie  uaktualnienie
pierwszej  prognozy
prognozy

Rys. 4.1. Prognozowanie statystyczne.

Metoda regresji opiera si¢ na nastgpujacej dekompozycji badanego procesu sto-
chastycznego:
Y(@,))=C"g(j) +e&(®,)) =

=Zcigi(j)+g(a),j) da weQ oraz j=12,.. , “.1)
i=1

przy czym & teprezentuje bialy szum, C=[c,,c,,...,c,]’ oznacza n-wymiarowy we-
ktor parametrow, natomiast funkcja g: IN\{0} - R" ze skladowymi g,, g,, ..., &,
spelnia réwnanie réznicowe

gU+D=Lg()) . (4.2)

gdzie L jest macierza o wymiarze nx n. Wymaga si¢ takze, aby ilo$¢ dostepnych
obserwacji byla nie mniejsza niz wymiar wektora parametréw C, czyli n. Formula
(4.1) nosi nazwe¢ modelu regresji. Proces stochastyczny Y jest zatem traktowany jako
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suma deterministycznego odwzorowania C”g oraz losowych zakldceni ¢.

Funkcja g praktycznie zawsze zawiera skladnik nieokresowy, okreslany mianem
trendu, a ponadto moze by¢ uzupehiona o czynnik okresowy.

W przypadku trendu przyjmowane jest

‘ 1
(== dla i=12,..,n" , 4.3

s()=ghpy A =12 (43)
gdzie n* <n, a wigc przy braku czynnika okresowego (wtedy n* = n) otrzymuje si¢
model wielomianowy

.2 .n"-1

Y(co,j)=c1+c2j+c3j—+ ... +c. { +&(w,j) , 4.4)
2 " (n=-D!

przy czym macierz L o wymiarze n° x n* wyrazi¢ mozna wzorem _

L=[,]1= (_16*17)' dla kzm (4.5)
0 dla k<m
W szczegdlnosei dla n* =2 uzyskqjg sie stosowany czesto przypadek liniowy
Y(o,))=c +c,j+e(a,j) . : (4.6)
Wtedy oczywiscie: |
g(N=1 ' .7)
8, (=17 4.8)
oraz
L =|: Lo :| . 4.9
11

Jezeli do modelu dolaczany jest takze czynnik okresowy, to skladowe trendu
(4.3) uzupehiane sa przez

2., ()= sin(% j) (4.10)
8 ini (= cos(g}ﬂ—ij) s (4.11)

przy czym i=12,...,n", natomiast liczba 7T €(0,0) stanowi okres podstawowy.
Wtedy dla i = 1 wyrazenia (4.10)-(4.11) reprezentuja sktadowa podstawows czynnika
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okresowego, natomiast gdy i=23,..,n” — parami wyznaczaja jego kolejne harmo-
niczne. Oczywiscie, zgodnie z poczynionymi wcze$niej oznaczeniami, spetiony
powinien by¢ warunek

n=n"+2n" . : (4.12)

Po ewentualnym dolaczeniu czynnika okresowego, macierz L przyjmuje postaé
blokowo-diagonalng

L, 0 © 0
0 L 0 - 0

L= 0 0 I, 0, (4.13)
(00 0 L

gdzie L, oznacza podmacierz postaci (4.5) zwiazana z trendem, natomiast
L, L,, ..., L _ przypisane sa do poszczegolnych sktadowych czynnika okresowego i
wyrazaja si¢ wzorem

(27:1) ) (2;:1)
COS| 7 S| T
L= (Zm) (27:1)
—Ssin| —— COS§| —

T T

Wtedy tez zaleznosé (4.4) przybiera forme

dla i=1_2,..,n" . (4.14)

j2 jn—l
Yw,j)=c;+c,j+c,=—+ ... +c. +
(@,))=ci+c,j+c 2 " (" =)
- (27 27 . 115
+Zl C e pry SIN TJ +c.,, Co 7] +e(w,j) . (4.15)

W szczegblnosci, jezeli do modelu liniowego (4.6) dolaczony zostanie czynnik
okresowy zawierajacy jedynie skladowa podstawowa, to otrzymuje sig

Y(@,))=c+c,j+¢, sin(—z—]—{zj) +c, cos(z?”j) +¢e(w,]) . (4.16)
Wtedy oczywiscie
&(N=1 (4.17)

£,0)=J | (4.18)
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g ()= sin(%”j) (4.19)

8.())= 008(27”1) ; (4.20)

a takze na podstawie wzorow (4.13) oraz (4.9) 1 (4.14):

1 1 0 0
L= s(zﬂ) _ (27r)
COS§| — S| —
T T
. (2;:} (2;:)
0 —sinl — | cos} —
T T/ |

Prognoza 3, wyznaczana w chwili j z wyprzedzeniem s, okreslana jest w spo-
sOb naturalny jako

(4.21)

(=)
(=l

=

3 =C"g(s) , (4.22)

gdzie CA} oznacza estymator wektora parametréw C dany w chwili j. Jego wartos¢

ustala si¢ stosujac kryterium minimalizacji funkcjonatu sredniokwadratowego

E(Zw(y —éfg(—z‘))z) : (4.23)

przy czym wspolczynnik w € (0,1] zwany jest parametrem dezaktualizacji. Wyra-
zenie w' sprawia bowiem, ze jesli w e(0,1), to poszczegélnym obserwacjom
¥;» Vs - » Y1 Przyporzadkowywane sa malejace wagi w°, w', ..., w/™', zmniej-
szajace ich znaczenie w miarg utraty aktualnoéci. (Gdy w = 1, wplyw poszczegélnych
obserwacji pozostaje taki sam.)

Uzyskany na podstawie powyzszego kryterium estymator ¢ , jest nieobcigzony 1
wyraza sig wzorem
¢ =Dpd , 4.24)

J
przy czym macierze D i d,, odpowiednio o wymiarach nx n i nx 1, dane sa w po-

staci

D =S wte(k) g7 () (425)
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d =

J

wig(-k) y,, - (4.26)

ML

=
I
o

Po pozyskaniu w chwili j+1 kolejnej obserwacji ), , wyznaczana dzigki
wzorom (4.22) 1 (4.24)-(4.26) prognoza moze by¢ uaktualniona za pomoca nieskompli-
kowanego algorytmu (rys. 4.1). Ot6z, zaleznosci (4.22) i (4.24) okreSlajace prognoze,
podlegaja jedynie dopasowaniu wskaznikow

J}il =C}£1 g(s) (4.27)
C;"+1 =D];‘l dj+1 » (4.28)

natomiast macierze D; oraz d, zmieniane s zgodnie ze wzorami

Dy =D, +w' g(=)) g7 (=) (4.29)
diy = wL™ d,+8(0) ., - (4.30)

Warto zauwazy¢, ze wystgpujaca w powyzszym wzorze macierz L nie zalezy od
parametru j, a zatem jej odwrotno$¢ obliczana moze by¢ tylko jeden raz podczas
wstepnego etapu ustalania postaci modelu. (Co wigcej, jest to o tyle nieskompliko-
wane, Ze macierz ta jest blokowo-diagonalna.) Jezeli w e (0,1), to dla dostatecznie
duzych j wprowadzi¢ mozna procedur¢ eliminujaca takze konieczno$¢ obliczania w
kazdym kroku odwrotno$ci macierzy D,. Mianowicie, w przypadku funkcji g, typu
potegowego i ﬂygonometfycznego, ciag {D;}Z, jest zbiezny:

limD, =D , (4.31)
Je
przy czym
D= w*g(-k)g"(-k) , (4.32)
k=0

a zatem dla duzych wartosci j, zmiany macierzy D, stajg si¢ w praktyce pomijalne.
Modyfikacja wartosci estymatora C;, okreslana wzorami (4.28)-(4.30), jest wtedy
réwnowazna pojedynczej zaleznoSci:

Crn=L"C,+D" g0 ¥, —3}) - (4.33)

Interpretujac powyzszy wzor tatwo zauwazy¢, ze aktualizacja prognozy polega nie
tylko na przesuni¢ciu wskaznikow (skladnik LTéj), ale takze jest reakcja na po-
pelniane bledy — wyrazenie y;,, — j/jl oznacza bowiem blad ostatniej prognozy dla
jednostkowego wyprzedzenia.
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Sama macierz D mozna wyznaczy¢ bezpoérednio z jej definicji (4.32), wyko-
1zystujac sumy szeregéw podanych na rysunku 4.2. W szczegdlnosci dla modelu
liniowego okreslonego zaleznoscia (4.6), otrzymuje si¢

o0

D= w" [1 -k]=

k 0
1-w  (1- w) . '
w(l+w) |’ (4.34)
(1- W) a-wy
wtedy
1-w?  (1-w)®
D= 3|, (4.35)
(1=w)? (1+w)
natomiast wyrazenie D™'g(0) wystepujace we wzorze (4.33) wynosi
. 2
D7 g(0)= I: ] . (4.36)
(1-w)*

W przypadku dotaczenia do modelu liniowego czynnika okresowego skladajacego sig
jedynie ze skladowej podstawowej (4.16), macierz D przyjmuje postaé

1
e _k 27k 27k
7T T
D= wk 1 -% —sm( ) co —) = 4.37
; . (an) [ T T (437
7)
COS| ——
- T -
. (27:) (27{]
—w-sinf —— 1-w-cos| —
1 v N7/ o \T/
1-w (1-w)? [} B
w(l- wl)sin(z—”) 2w — w(l+ wz)cos(zf)
—-w w(l+w) T T
— 1-w)? (1-w)? o cl
. (27:) . (27!) (47:) . (47:) >
—w-sin| — w(l-w)sin| — 1-w-cos| — w-sin| —
T T 1 T T
¢ a 2(1-w) o c
1-w. 005(2—”) 2% —w(+w’ )cos(z) w- siﬂn(4—”) I-w- cos(ﬂj
T T T 1 T
€ cf ¢ 2(1-w) P
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Szereg Suma szeregu
$ Bl
pard 1-w
hd w
kwlc [ A—
kz=0 (1-w)?
© w(l+w)
k*wt *
; ™ (l—w)3
w sin e

Z w¥ sin(w-k)
k=0

1-2wcosw +w?

&k i 1-wcose
w* cos T 9 e £ w2
,; (k) 1-2wcosew + w?

i kw* sin(a;k)

k=0

w(l=w?)sinw
(1-2wcosw +w?)?

> kw* cos(wk)
k=0

_2w? —w(l+w’)cosw
(1-2wcosw+w?)?

iwk sin(e"k) sin(e*k)

k=0

1[ 1-wcos(w™ +ew™)

1-wcos(ewr™ —w”)
2| 1-2wcos(er™ +0™ ) +w*

1-2wcos(er™ — ™ ) +w?

Zw" sin(e"k) cos(e"k)
k=0

wsin(ew ™ — ") J

1 wsin(ew” + @)
1-2wcos(eo™ — ™) +w?

2 1-2wcos(e™ +w™)+w?

Zw" cos(er" k) cos(w"k)
k=0

1[ 1-wcos(er™ +ew™)

1 l-wcos(ew™ — )
1-2wcos(er™ +™ ) +w?

2 1-2wcos(ee™ — ™) +w?

_‘?_ikz 3 i
A= k=oﬁw

przy czym w, e " € (0,00). Dowolny szereg bedacy elementem macierzy D, moze by¢
sprowadzony do jednej z powyzszych postaci za pomoca rézniczkowania, czgsto wielokrotnego.

Jako przyktad rozwazony zostanie szereg potggowy Z k*w* ; prawdziwa jest zaleznogé

a zatem korzystajac ze wzoru (¥) otrzymuje si¢

iksw —w—z:k2 k
k=0

(Niemal jednostajna zbieznos¢ powyzszych szeregow jest zapewniona dla w €(0,1) )

=
i 3 k-1
k=0
_y O wrw) w(l+4w +w?)
ow (1-w)’ a-w*

Rys. 4.2. Sumy szeregdw wykorzystywane przy wyznaczaniu macierzy D.
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gdzie

¢ = 1-2w-cos(-2£) +w? (4.38)
T

c2=2(1—2w-cos(i;)+w2) : - (439)

Aczkolwiek — jak wspomniano — z formalnego punktu widzenia wystarczy
zalozyé, iz liczba dostgpnych obserwacji jest nie mniejsza od wymiaru wektora
parametréw, to w praktyce powinna by¢ ona mozliwie jak najwigksza, a jako minimum
przyjmuje si¢ 20+n, w wyjatkowych przypadkach 10+n.

Tak wigc w celu ostatecznego ustalenia procedury prognozowania metoda re-
gresji, konieczne jest wyznaczenie wartosci parametrow s, w, n*, n oraz T. Nalezy
jednak zaznaczy¢, ze istniejace reguly nie maja charakteru absolutnego i czynnosciom
tym nie powinny by¢ takze obce elementy bazujace na inzynierskiej wyobrazni.

Przyjecie konkretnej warto$ci parametru wyprzedzenia s wynika $cisle z uwarun-
kowan aplikacyjnych. Jego specyfikacja nie stanowi jednak nadmiernego utrudnienia,
gdyz bez znaczacego wzrostu komplikacji obliczei mozliwe jest wyznaczenie prognoz
dla wielu wartosci tego parametru, takze dla calego przedzialu pokrywajacego zakres
zainteresowan uzytkownika. Nalezy jednak podkresli¢, Ze w miarg wzrostu wartosci
wyprzedzenia, dokladno$é otrzymywanej prognozy maleje, czasem dosy¢ gwaltownie.

Wyznaczenie wartosci okresu podstawowego 7' jedynie na podstawie zbioru
obserwacji procesu stochastycznego Y nie rokuje nadziei na zadowalajacy rezultat. W
praktyce warto$¢ parametru T okresla si¢ poprzez amaliz¢ zjawisk o charakterze
fizycznym i technologicznym, towarzyszacych badanemu procesowi. Formulowany
jest wrecz osad, Ze jezeli takie postgpowanie nie prowadzi do wiarygodnych wynikow,
to nalezy zrezygnowaé ze stosowania czynnika okresowego, traktujac go jako czgs¢
zaklocen losowych & (co jednak zmniejsza doktadnos¢ prognozy).

Warto$ci parametréw n* oraz n”, a wigc poprzez zalezno$¢ (4.12) takze n,
ustalane sa najczesciej na podstawie wieloelementowej analizy, gdzie ze $wiadoma
tendencja do nadmiernego powigkszenia okreslane sa wstgpnie ich oszacowania, po
czym testuje si¢ istotno$¢ wspélczynnikéw przy najwigkszych potegach wielomianu
trendu i najwyzszych harmonicznych czynnika okresowego.

Wspomniang analizg oprze¢ mozna na szeregu wskazan uzytecznych w wigkszo-
§ci zastosowan.

I tak, poza specjalnymi przypadkami, unika si¢ stosowania warto$ci parametru
n* wiekszych niz 3. Wynika to z powszechnej cechy aproksymacji na przedzialach
skonczonych stanowiacej, iz funkcja majaca zbyt wiele stopni swobody nie zapewnia
dokladnosci przyblizenia przy krancach takiego przedzialu. Zwlaszcza w zagadnie-
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niach prognozy, powyzisza wlasnos¢ dyskwalifikuje uzycie wielomianéw o wysokich
stopniach. Co wigcej, nawet warto§¢ n* =3 stosowana powinna by¢ z zachowaniem
duzego marginesu ostroznosci. Z kolei gdy »n" =1, kazda prognoza zawarta jest
pomigdzy minimalng i maksymalng wartoscia dotychczasowych obserwacii, co powaz-
nie ogranicza mozliwosci aplikacyjne takiego modelu. Nie jest wigc przypadkiem, ze
model liniowy, dla n* =2, stal si¢ zdecydowanie dominujacym w praktyce prognozo-
wania,

Oceng wartoéci parametru n* uzyska¢ mozna analizujac wykres przyrostow po-
zyskanych obserwacji. W zaleznosci od tego, czy roznice y,,, —y , oscyluja wokoto
zera, czy tez wzdhiz stalej lecz niezerowej wartosci, albo maja tendencje rosnaca,
powinno to wstepnie zasugerowaé odpowiednio n* =1, 2 lub 3.

Podobne wskazowki sformutowaé mozna w odniesieniu do parametru n” . Przede
wszystkim, jego warto$¢ jest ograniczona tzw. warunkiem Nyquista:

T
5 -
Jak wynika ze wzoréw (4.10)-(4.11), niniejszym eliminowane sa bowiem te harmoni-
czne, ktérych okresy nie zawieraja nawet dwoch wartoSci zmiennej niezaleznej j, a
wigc nieidentyfikowalne za pomoca modeli dyskretnych.

Wstepne oszacowanie warto$ci parametru n~ uzyskaé mozna interpretujac
wykres dotychczasowych obserwacji. Warto$¢ ta powinna by¢ réwna liczbie powta-
rzajacych si¢ lokalnych maksiméw lub — jesli latwiej to zaobserwowaé — miniméw.
Uzasadnienie powyzszej reguly ilustruje rysunek 4.3.

W praktyce ilo$¢ rozwazanych harmonicznych najczesciej nie przekracza trzech
(wtedy n~ =4), w wyjatkowych przypadkach pigciu (czyli n~ =6).

Scisly analize wystepujacych harmonicznych przeprowadzi¢ mozna, po ustaleniu
trendu (wyznaczonego z pominigciem czynnika okresowego), rozwazajac wobec pro-
cesu stochastycznego

n’ < (4.40)

*

.2 .n =1

Y(a),j)—-cl—czj——c3]7— . —c. (n{_l)' (4.41)

pojecie gestosci spektralnej, czyli mierzalnej funkcji f: [0,00) &> R takiej, ze wartosé
b

catki I J(w) de interpretuje si¢ jako laczna moc, a $cislej — wariancjg, skladowych

okresowych o czgstotliwosciach « 2z przedziatu [a,b]. Czestotliwo§é najwyzszej

, powinna by¢ zatem zblizona do kresu gérnego nosnika

harmonicznej, czyli
gestosci spekiralnej. W praktyce nalezy jednak pamigtac o czgstej obecnoéei zaklocen

o charakterze szumu bialego, ktorego gesto$¢ spektralna jest funkcja stala. Przeciw-
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Rys. 4.3. Czynnik okresowy zlozony z:
a) skladowej podstawowej (n™ =1),
b) skladowej podstawowej i jednej harmonicznej (n~ =2),

¢) skladowej podstawowej i dwdch harmonicznych (n™ = 3).
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dzialajac temu zjawisku, powyzszy nosnik powinien byé ustalany dla funkcji f po-
mniejszonej o wynikajaca stad stalg (rys. 4.4).

b, feo)
20+
estymator
jadrowy
periodogram
gestosé
teoretyczna

1 =
sktadowa pierwsza (ewentualna)
podstawowa harmoniczna druga

harmoniczna

Rys. 4.4. Teoretyczna gestos¢ spektralna, jej periodogram oraz estymator jadrowy.

Najczgdciej stosowane estymatory gestosci spektralnej definiowane sg jako fun-
kcje f' : [0,7]1— IR nastgpujacej postaci:

m-1 .
Fay== 3 ¢ (1 —ﬂ) #(il) cos(ia) (4.42)
2 i=~m+l m
przy czym
1 m—i 1 m 2
r(i)=—.Zykyk+,. —(——Zyk) dla i=0,1,....m-1 , (4.43)
m=i55 mio

wspolczynniki ¢; sa rzeczywiste, natomiast m oznacza ilo$¢ obserwacji na podstawie
ktérych dokonuje si¢ analizy spektralnej. Ograniczenie dziedziny przez liczbe =,
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wynika z tych samych przestanek co warunek (4.40).

Jezeli ¢, =1, to wzoér (4.42) reprezentuje najprostsza postaé estymatora, zwana,
periodogramem (rys. 4.4). Jest on estymatorem jedynie asymptotycznie nieobciazo-
nym, a jego wykres ma ksztalt bardzo nieregulamy i moze przyjmowaé wartosci
ujemne, co pozostaje w jawnej sprzecznosci z wlasnosciami gestosci spektralnej. Aby
wyeliminowaé powyzsze niedogodnosci, wprowadza si¢ estymatory jadrowe gestosci
spektralnej, powstale z zastosowania wobec periodogramu koncepcji estymatorow
jadrowych, przedstawionej w podrozdziale 3.1. Przeksztalcenia oparte na transformacji
Fouriera implikuja, iz wspolczynniki ¢, wystgpujace we wzorze (4.42) przyjmuja
postaé

¢ = %’(L) : (4.44)

gdzie 9Z°: R—> R jest odwrotna transformata Fouriera pewnego jadra K, natomiast
stala h €(0,%) wyznacza si¢ empirycznie w celu odpowiedniego wygladzenia wykre-
su. Szczegolnie korzystne wlasnosci charakteryzuja odwzorowanie 9% postaci

[ 1
1-6y +6))  gdy Iyl >
1
F(y)=4 20—’ gdy ESIJ/IS1 , (4.45)

0 gdy [y=1

\

15

natomiast jako wstgpne oszacowanie pa(érnetru h przyja¢ mozna liczbe Sm™”. Zwig-
kszenie jego warto$ci moze skutkowaé pojawieniem si¢ nadmiernej ilosci lokalnych
ekstrem6w, podczas gdy zmniejszenie implikuje zbyt duze wygladzenie maskujace
rzeczywisty charakter estymowanej funkcji. Jezeli wartosé parametru /2 uzaleznia si¢

od licznosci proby losowej m tak aby spelnione byly warunki

limh=w (4.46)
lim 2o (4.47)
m—>< m

to jadrowy estymator gestosci spektralnej jest asymptotycznie nieobciazony i, co
najwazniejsze, zgodny.

Estymatory gestosci spektralnej moga okaza¢ si¢ takze uzyteczne podczas
wzmiankowanej wczeéniej analizy zjawisk o charakterze fizycznym i technologi-
cznym, prowadzacej do specyfikacji okresu podstawowego 7. Wtedy, czgstotliwos¢
odpowiadajaca warto$ci 7' powinna by¢ zblizona do dolnego kresu nosnika gestosci
spektralnej (rys. 4.4).



78 4. PREDYKCJA USZKODZEN

Jak wspomniano, warto$ci parametréw n° oraz n~ wyznacza si¢ ze §wiadoma
tendencja do nadmiernego powigkszenia, a nastgpnie kolejno weryfikowane sq istotno-
$ci wspolczynnikow przy najwigkszych potegach wielomianu trendu i najwyzszych
harmonicznych czynnika okresowego. W przypadku stwierdzenia nieistotnosci ktore-
go$ z tych wspélezynnikéw, odpowiadajacy mu skladnik jest usuwany z modelu.

Niech wigc testowana hipoteza F stanowi, ze k zatozonych skladnikéw rozwa-
zanego modelu regresji jest nieistotnych, czyli odpowiednie wspohrzedne n-wymiaro-
wego wektora parametrow C= [6,,6,,...,6,]" réwne sa zero:

& =¢ =..=¢ =0, (4.48)
Niech ponadto
1 m—-1 ; Ap RY
ey =2 W (s =Cr 8(-0) (4.49)
i=0

oznacza, w nawiazaniu do warunku (4.23), blad $redniokwadratowy modelu regres;ji
M, wyznaczony na podstawie m obserwacji. Rozwazane beda dwa modele: pod-
stawowy (pelny), oznaczany jako M, oraz model zredukowany M, powstaly z
podstawowego przy zalozeniu prawdziwosci warunkéw (4.48).

Uwzgledniajac tymczasowo zalezno$¢ obserwacji, a zatem takze powyzszego
bledu $redniokwadratowego, od czynnika losowego @, zdefiniowa¢ mozna statystyke
testowa J° : Q — IR nastgpujacym wzorem:

m-n e, (®)—ey (@)
k ey, (@)

S(w) = (4.50)

Ma ona rozklad F(k,m—n), czyli rozklad Snedecora z (k,m—n) stopniami swobody.
Przeciw hipotezie 9 §wiadcza oczywiscie duze wartoscei statystyki J°, a zatem zbi6r
krytyczny A okreslony zostanie w formie prawostronnej:

A =[a,») , 4.51)

przy czym dla ustalonego poziomu istotnosci a €(0,1) wartoéé krytyczna a jest
kwantylem rzgdu 1- ¢« rozkladu F(k, m—n), ktéry dla preferowanych w praktyce
wielkosci 0,01, 0,02, 0,05, 0,1 moze by¢ odczytany z tablic zamieszczonych na
rysunku 4.5. Jako podstawowa traktowaé nalezy warto$¢ 0,05. Jej ewentualne zmniej-
szenie skutkuje niebezpieczefistwem uwzglednienia malo znaczacego wspolczynnika,
natomiast zwigkszenie moze spowodowaé odrzucenie istotnego skladnika modelu
regresji. Obie te ewentualnos$ci maja negatywny wplyw na jakos$¢ prognozy. Przesadna
redukcja stopnia wielomianu trendu 1 ilo$ci harmonicznych ogranicza bowiem mozli-
wo$¢ dopasowania modelu regresji do istniejacej rzeczywistoci. Przeciwne dzialanie
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o =0,01 o =10,02 o =10,05 a=0,1
k k k k
m-n 1 2 m-n 1 2 m-n 1 2 m-n 1 2
10 [10,04| 7,56 10 || 7,64 | 5,93 10 | 4,96 | 4,10 10 | 3,28 | 2,92
11 19,65 | 7,21 11 | 7,39 | 5,70 11 | 4,86 | 3,98 11 3,23 ]2,86
12 | 933|693 12 || 7,19 | 5,52 12 | 4,75 | 3,89 12 || 3,18 | 2,81
13 | 9,07 | 6,70 13 | 7,02 | 5,37 13 | 4,67 | 3,81 13 || 3,14 | 2,76
14 | 8,86 | 6,51 14 [ 6,89 | 5,24 14 | 4,60 | 3,74 14 | 3,10 } 2,73
15 | 8,68 | 6,36 15 | 6,77 | 5,14 15 | 4,54 ] 3,68 15 | 3,07 | 2,70
16 | 8,53 | 6,23 16 | 6,67 | 5,05 16 (4,49 | 3,63 16 | 3,05 | 2,67
17 | 8,40 | 6,11 17 || 6,59 | 4,97 17 | 4,45 | 3,59 17 | 3,03 | 2,64
18 | 8,29 | 6,01 18 [ 6,51 | 4,90 18 | 4,41 | 3,55 18 | 3,01 | 2,62
19 | 8,18 | 5,93 19 | 6,45 1 4,84 19 | 4,38 ] 3,52 19 | 2,99 | 2,61
20 | 8,10 | 5,85 20 [ 6,39 | 4,79 20 1435|349 20 297 (2,59
22 | 7,95 ] 5,72 22 | 6,29 | 4,70 22 | 4,30 | 3,44 22 2,95 2,56
24 | 7,82 | 5,61 24 [ 621|462 24 | 4,26 | 3,40 24 | 2,93 | 2,54
26 || 7,72 | 5,53 26 16,14 | 4,56 26 | 4,23 | 3,37 26 | 2,91} 2,52
28 |[ 7,64 | 5,45 28 [ 6,09 | 4,51 28 || 4,20 | 3,34 28 | 2,89 | 2,50
30 || 7,56 | 5,39 30 [ 6,04 | 4,47 30 [ 4,17 | 3,32 30 | 2,88 | 2,49
35 |[ 7,42 | 5,27 35 | 5,94 | 4,38 35 | 4,12 | 3,27 35 1285|246
40 | 7,31 | 5,18 40 | 5,87 | 4,32 40 | 4,08 | 3,23 40 | 2,84 | 2,44
45 | 7,23 | 5,11 45 | 5,82 | 4,27 45 | 4,06 | 3,20 45 | 2,82 | 2,42
50 | 7,17 | 5,06 50 | 5,78 | 4,23 50 [ 4,03 ]3,18 50 | 2,81 | 2,41
60 | 7,08 | 4,98 60 | 5,71 | 4,18 60 |l 4,00 | 3,15 60 | 2,79 | 2,39
80 | 6,96 | 4,88 80 | 5,64 | 4,11 80 | 3,96 | 3,11 80 12,77 | 2,37
100 | 6,90 | 4,82 100 | 5,59 | 4,07 100 || 3,94 | 3,09 100 | 2,76 | 2,36
200 || 6,76 | 4,71 200 | 5,50 | 3,99 200 | 3,89 | 3,04 200 [ 2,73 | 2,33
500 | 6,69 | 4,65 500 | 5,45 | 3,94 500 |f 3,86 | 3,01 500 || 2,72 | 2,31
© 6,63 | 4,61 o | 5,41 | 3,91 o | 3,841 3,00 oo 2,71 1 2,30

Rys. 4.5. Kwantyl stopnia 1 -« dla rozkladu F(k,m—n).

powoduje natomiast, ze kazde zaklocenie oddzialywujac na nadmierng ilo$¢ sktadni-
kéw trendu i czynnika okresowego, zwigksza probabilistyczng nieokreslono$¢ progno-

zy.
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W przypadku niestosowania czynnika okresowego, testuje si¢ kolejno istotnosé
wspdlczynnikdéw przy najwyzszych potegach wielomianu trendu, az do odrzucenia
hipotezy 97 . Jezeli natomiast przyjety model regresji zawiera czynnik okresowy, to
na ogo6l jednoczeénie testuje si¢ dwie hipotezy: pierwsza, dotyczaca istotnosci
wspolczynnika przy najwigkszej potgdze wielomianu trendu oraz druga, stanowiaca o
istotnosci obu wspélczynnikéw zwigzanych z najwyzsza harmoniczna. Je$li obydwie
hipotezy zostana odrzucone, to procedura ulega zakonczeniu. W przypadku nie
odrzucenia tylko jednej z nich, usunigty zostaje odpowiedni skladnik trendu lub
harmoniczna. Natomiast gdy zadna z testowanych hipotez nie moze by¢ odrzucona,
eliminowany jest wtedy czynnik trendu albo harmoniczna w zaleznosci od tego, dla
ktorego testu wigksze okazuje si¢ wyrazenie

JS(w)—a
—

(4.52)

I wreszcie, jezeli testowanie hipotez przeprowadzane jest jedynie w celu ustalenia
ilo$ci harmonicznych, to testuje si¢ kolejno istotno$¢ obu wspoiczynnikow zwiazanych
z najwyzsza harmoniczna, az do uzyskania wyniku negatywnego.

Ostatnig stala, ktorej warto§¢ wymaga ustalenia, stanowi parametr dezaktualizacji
w. Przewaznie okresla si¢ go korzystajac z heurystycznego wzoru

w=v" (4.53)

3

pizy czym najczeSciej v €[0,7, 0,99], a szczegoOlnie preferowane jest v=09.
Zmniejszenie wartosci v polepsza perspektywy dopasowywania si¢ modelu do
zachodzacych zmian, jednak w réwnym stopniu zwigksza jego wrazliwo$¢ na zakl6ee-
nia. Przeciwny rezultat bylby wynikiem powigkszenia tej wartosci.

Interesujacy z praktycznego punktu widzenia kompromis osiagna¢ mozna sto-
sujac adaptacj¢ parametru dezaktualizacji. W tym celu sukcesywnie wyznaczane sa
warto$ci

z~
z;=| =+ dla j=j",7"+1,. , (4.54)
z;
gdzie
0 dl v= %
7 = ST (455
(1-u)e, +uzj, dla j=j+1j +2,..
e. dla j=j* o
zf-z{ o SRS (456)
A-u)le;| + uzl, dla j=7"+1,5 +2,...
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e,=gm-y;, dla j=j "+, » (4.57)

przy czym ;' eIN\{0,1} oznacza chwil¢ rozpoczgcia procedury adaptacyjnej,
u €(0,1), a takze dodatkowo definiuje si¢

—=0 . 4.58

0 (4.58)
Warto$¢ parametru w wyznaczona dla chwili j, oznaczana jest wowczas przez w, i
ustalana zgodnie z nastgpujaca formula:

w,=(1-z)" . (4.59)

Standardowo przyjmuje si¢ u = 0,9, a ogélniej u €[0,8 , 0,95]. Nalezy podkresli¢, ze
aczkolwiek ewentualne zmiany tej warto$ci implikuja podobne skutki do opisanych
powyzej dla parametru v, to wplyw tych zmian na licznik i mianownik ulamka
wystepujacego we wzorze (4.54) ulega w znacznym stopniu zréwnowazeniu. (Oczy-
widcie, stosowanie przedstawionej powyzej procedury adaptacyjnej uniemozliwia
wykorzystanie asymptotycznej koncepcji zmian estymatora ¢ , danej zaleznoSciami
(4.31)-(4.33), gdyz przy definiowaniu macierzy granicznej D formula (4.32) zakladana
byla stata warto§¢ parametru w.)

Podczas procesu wyznaczania kolejnych prognoz, wielko$¢ z, moze by¢ trakto-
wana jako miemnik poprawnosci uzywanego modelu regresji. Czeste lub dlugotrwale
przekraczanie poziomu 0,2 , a zwlaszcza 0,4 wskazuje, iz aktualny model nie odpowia-
da rzeczywisto$ci i powinien by¢ zmieniony. W przeciwnym przypadku, uzyskiwane z
jego wykorzystaniem wyniki nie moga by¢ uznawane za w pelni wiarygodne. Odczy-
tywane sukcesywnie przez obshigg warto$ci z;, nazywane-sa sygnalem Sledzenia.

Przedstawiona powyzej metoda regresji znajduje duze uznanie wsréd praktykow
zajmujacych si¢ zagadnieniami prognozowania. Okazuje si¢ bowiem, Ze jest sposobem
tylez nieskomplikowanym w uzyciu, co skutecznym. Wséréd wielu jej zalet zwraca
uwage szybko$¢ algorytméw obliczeniowych, stosunkowo mata wrazliwo$é na zmiany
badanego procesu stochastycznego, a przede wszystkim p:oéfota i nikla — jak na sztuke
prognozowania statystycznego — uznaniowo$¢ przy okreslaniu modelu i jego parame-
tréw.

Znacznie bardziej zlozona metodg prognozowania reprezentuje grupa algory-
tmoéw opartych na modelach ARIMA. Dla ustalonych parametréw p,d,q €N, podsta-
wowa posta¢ takiego modelu definiuje si¢ jako

(1-a,D-a,D*~ ... —a,DPY1-D)* Y( - ,j)=
=b,+(1-b,D-b,D* - ... =b,D*) &( - ,)) , (4.60)

gdzie £ oznacza bialy szum, D stanowi operator opdznienia, czyli w przypadku proce-
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su stochastycznego Y spelnia zalezno§é
D(:-.,.))=x(-,j-o dla c=12,...,j-1, 4.61)

natomiast wektory parametréw a=[a,,a,,...,a,]" oraz b=[by,b,,...,b,]" naleza do
zbiorow AR’ oraz Bc R, przy czym postacie tych zbioréw sa takie aby
moduly pierwiastkéw réwnan

l—ay-a,y* - .. —a,y? =0 - (4.62)
1-by-by* - .. =b,y" =0 (4.63)

byly wigksze od 1. Interpretacja definicji (4.60) stanowi, iz aktualna warto$é procesu
stochastycznego Y jest liniowa kombinacja jego poprzednich wartosci oraz obecnej i
przeszlych warto$ci zaklocen &. Prognoze otrzymuje si¢ z powstalego stad réwnania
rekurencyjnego, przyjmujac zerowe wartosci przyszlych zaklocen.

Identyfikacja postaci modelu, czyli okreslenie parametréw p, d oraz g, jest proce-
dura o niematym stopniu trudnosci, przede wszystkim ze wzgledu na brak uniwersal-
nego aparatu matematycznego. Tradycyjnie dokonuje si¢ tego poprzez oglad wykresow
charakterystyk probabilistycznych badanego procesu stochastycznego, aczkolwiek
rezultaty takiego postgpowania sa w znacznym stopniu uznaniowe. Algorytmy elimi-
nujace t¢ niedogodnos¢ prowadza najczgéciej do odmiennych, a zatem z teoretycznego
punktu widzenia stabo uzasadnionych wartosci, lub tez polegaja na selekcji calej grupy
parametréw i zmudnej weryfikacji uzyskanych modeli.

Wartosci wektoréw parametréw a oraz b wyznacza si¢ najczesciej z wykorzysta-
niem algorytmoéw regresji, lecz — w ogdlnym przypadku — nieliniowej. Jezeli parametry
te znajduja si¢ w poblizu brzegéw zbioréw A oraz B, to koniecznym moze okazaé si¢
Jednak stosowanie bardziej ztozonej metody najwigkszej wiarygodnosci. Szereg pro-
ponowanych jej uproszczen wymaga wszakze uciazliwego sprawdzania otrzymanych
tym sposobem wynikow.

Z uwagi na znaczng zlozono$¢ powyzszych zagadnien, istotne znaczenie ma
proces weryfikacji poprawnosci uzyskanego modelu. Najczgéciej analizowane jest
podobienstwo bledow kolejnych prognoz do szumu bialego, w szczegélnoéci poprzez
badanie ich korelacji, czasem takze gestosci spektralne;.

I wreszcie, najbardziej wyrafinowana metodg¢ prognozowania stanowi tzw. pro-
gnozowanie bayesowskie. (Istota szeroko rozumianej statystycznej estymacji bayeso-
wskiej jest minimalizacja potencjalnych strat powstalych w wyniku przyjecia danej
wartosci estymatora, w praktyce roznej od prawdziwej ale przeciez niewiadomej war-
tosci. Podstawq takiego dzialania jest znajomos$¢ rozkladu estymowanej wielkosci —
Jjego wyznaczenie stanowi meritum metod bayesowskich.)

W metodyce prognozowania bayesowskiego dopuszcza sig aby wielko$é ¥, ktorej
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wartosci podlegaja prognozowaniu, byla uzalezniona od pewnego procesu stochasty-
cznego X, niedostgpnego bezposrednio metrologicznie, przy czym powyZsze procesy
traktuje si¢ jako stan i wyjscie stochastycznego dyskretnego ukladu dynamicznego

X(o,j+D)=G(o,X(@,)), )+ (@,]) , X(-,)=X (4.64)

Y(@,))=H(o,X(@,)), ) +& (@,]) , (4.65)

gdzie — poza standardowymi oznaczeniami — X, jest zmienna losowa o znanym roz-

kladzie, natomiast &~ oraz & reprezentuja szumy biale takze o znanych rozkiadach.
Podstawe prognozowania bayesowskiego stanowi wyznaczenie algorytmu
, , (4) . ;
LXC DNYD) ——> XL J+)Y ) —

W oparciu 0
wzor (4.64)

— B (-, j+DYG+D) (4.66)

war (4.65)

opisujacego zmiany rozkladu & zmiennej losowej X( - ,j), okreslonego na podsta-
wie %/(j) — zbioru obserwacji pozyskanych do chwili j wlacznie. Dzigki zalozonej
znajomosci rozktadu zmiennej losowej X, = X( - ,1), czyli zgodnie z powyzszymi
oznaczeniami (X ( - ,1)|%/ (1)), procedura ta umozliwia sukcesywne uaktualnianie
rozkladu zmiennej X( - ,j). W szczeg6lnoéci, s-krotne powtdrzenie w dowolnej
chwili j czynnoéci (4) pozwala wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej X( - ,j+5) i
dzigki temu bayesowski estymator jej wartosci (bedacy czasem kwantylem tej zmien-
nej), a stad juz prognozg ;.

W najprostszym przypadku, gdy uklad dynamiczny (4.64)-(4.65) jest liniowy i
zmienne losowe X, € ( - ,)), € ( - ,j) maja rozklady normalne, rozklad & jest
réwniez normalny. Definiujace go jednoznacznie warto$¢ oczekiwana i macierz
kowariancji pozyskane moga by¢ za pomoca filtru Kalmana.

Identyfikacja rownan ukladu (4.64)-(4.65) dokonywana jest jedynie na podstawie
do$wiadczalnie uzyskanych wartoéci procesu stochastycznego Y, bez znajomosci
fizycznych lub technicznych uwarunkowan generujacego go obiektu. Kazda z faz
identyfikacji, a to ustalenie wymiaru procesu X, okre$lenie postaci funkcji G 1 H, czy
tez wyznaczenie definiujacych je parametréw, staje si¢ w tej sytuacji czynnoscia o
ogromnej skali trudnosci, wymagajaca zmudnej analizy i uciazliwej weryfikacji.
Szczegolnie cenna, natomiast, wlasno$cia prognozowania bayesowskiego jest mozli-
wo$¢ nadazania za zmianami obiektu badafn, ktére sa przeciez uwzgl¢dnione w
podstawowej formule algorytmu (4.66).

Modele ARIMA stanowia uogdlnienie metody regresji. Z kolei procedury oparte
na modelach ARIMA sa szczegélnym przypadkiem prognozowania bayesowskiego.
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Tak wigc prognoza otrzymana za pomoca prawidlowo uzyskanego modelu ARIMA, z
teoretycznego punktu widzenia, nie powinna by¢ gorsza od wyniku metody regresji.
Podobnie prognoza otrzymana na podstawie poprawnie stosowanej metodyki bayeso-
wskiej nie moze by¢ mniej precyzyjna od rezultatdw dwéch poprzednich. Jednak w
praktyce, gdy wystgpuja ograniczenia w dostepnoéci danych, czasu niezbednego na
otrzymanie prognozy, w tym takze na algorytmy obliczeniowe, a przede wszystkim
braku do$wiadczenia w stosowaniu tych procedur, zaleznosci te nie sa tak jedno-
znaczne. Wtedy to prognozy uzyskane z wykorzystaniem metody regresji moga okazaé
si¢ wreez dokladniejsze od otrzymanych za pomoca modeli ARIMA, czy tez progra-
mowania bayesowskiego.

W praktyce powyzsze metody maja charakter komplementamy 1 stosowane
powinny by¢ w zaleznosci od uwarunkowan aplikacyjnych. Modele ARIMA, a zwla-
szcza prognozowanie bayesowskie uzyteczne sg szczegdlnie w ekonomii, gdzie dy-
sponuje si¢ czasem i $rodkami materialnymi na wszechstronne badania, a precyzja
prognoz ma niebagatelne znaczenie finansowe. W przeciwnym razie dominujaca
pozostaje metoda regresji, ktorej zalety szczegélnie manifestuja si¢ w przypadku
rygorystycznych ograniczeh czasowych. Warto pamigtaé, ze blad prognozy jest suma
niedoskonalodci stosowanej metodyki oraz przede wszystkim naturalnej nieokreslo-
nosci i nieprzewidywalnej zmiennosci badanego zjawiska. Wobec ostatnich dwéch
czynnikéw nawet zlozone metody analityczne staja si¢ bezradne.

Uwagi bibliograficzne

Literatura polskojgzyczna dotyczaca zagadnieni prognozowania statystycznego
praktycznie ogranicza si¢ do podstawowego podrecznika prezentujacego modele
ARIMA [20]. Poszczegélne elementy prezentowane sg takze w pozycjach o chara-
kterze ekonomicznym — ich szczegélowy wykaz znalezé mozna w monografii [160].

Prognozowaniu z wykorzystaniem metody regresji i modeli ARIMA po$wiecone
s ksiazki [61, 62, 110], a zwlaszcza [1]. Ponadto, pierwsza z tych metod przedsta-
wiono w fundamentalnej pracy [22] oraz wartej polecenia publikacji [115], natomiast
druga, we wspomnianym klasycznym podreczniku [20], ksiazee [120], a takze $cistym
matematycznie opracowaniu [21]. Podstawowa pozycje traktujaca o prognozowaniu
bayesowskim stanowi monografia [154]. Szeroki przeglad bibliograficzny dotyczacy
powyzszych procedur dostgpny jest réwniez w artykulach przegladowych [24, 53, 54,
55, 107, 108, 149] oraz ich zbiorze [109]. Zagadnieniom prognozowania poswigcone
s periodyki ,,Journal of Forecasting” i ,International Journal of Forecasting”.

Ogolne zagadnienia zwiazane z metoda regresji przedstawiono w ksiazkach [39],
a takze [27, 127, 155]. Analiza spektralna zawarta jest w pracy [13] oraz [3, 16, 80], a
ponadto jednotematycznym zeszycie Vol. 3, No. 2 czasopisma , Technometrics”.
Specjalne zagadnienia prognozowania: zastosowanie sztucznych sieci neuronowych i
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uzycie kombinacji réznych metod, sa przedmiotem artykuléw przegladowych — odpo-
wiednio — [71] oraz [31], gdzie podana jest takze bogata literatura przedmiotowa.
Szereg uzytecznych informacji dotyczacych analizy proceséw stochastycznych znalezé
mozna rowniez w podreczniku [52].

Przypadek, gdy estymatorem bayesowskim okazuje si¢ kwantyl, rozwazany jest
w publikacjach [88, 90].

4.2. PREDYKCJA USZKODZEN

Idea ukladu predykcji polega na sukcesywnej analizie ewolucji wektora sympto-
méw i wnioskowaniu na tej podstawie o mozliwoéciach wystapienia w przyszitym
czasie nieprawidtowych warunkéw pracy nadzorowanego systemu. Przewidywane be-
dzie zar6wno samo pojawienie si¢ uszkodzenia (zakres detekcji), jak 1 poszczegdlnych
diagnozowanych jego typow. Stosowana metodyka laczy elementy teorii testowania
hipotez, uzyte w rozdziale 3 dla potrzeb detekcji i diagnozy, z technika prognozowania
statystycznego przedstawiona w podrozdziale 4.1. I tak, przedmiot weryfikacji stano-
wi przypuszczenie, iz wartosci statystyk S, oraz S, S,, ..., S, definiowanych
zaleznodciami (3.39) i (3.104) naleze¢ bgda w przyszlosci do zbiorow A4, oraz
A, A4,, ..., 4, lub B, B,, ..., B,, danych wzorami (3.105) i (3.41) Iub (3.43).

Niech wige s, eIN\{0} reprezentuje wyprzedzenie z jakim prognozowane jest
pojawienie si¢ uszkodzenia systemu (w sensie detekcji). Ponownie, borelowskie od-
wzorowanie f, oznacza funkcje gestosci 1-wymiarowych rozkltadéw wektora sympto-
méw Z dla poprawnych warunkéow pracy — konstrukcja jej estymatora jadrowego
zostala przedstawiona w podrozdzialach 3.1 i 3.4. Traktujac w chwili j eIN\{0} do-
tychczasowe wartosci statystyki S, :

Sp(@,D), Sy(@,2), ... , Sy(@,)) (4.67)
czyli odpowiednio
foZ(@,D), f,(Z(@.2), ..., [o(Z(@,])) , (4.68)

jako obserwacje

yl’ y2’ :yj > (469)

wyznaczy¢ mozna — zgodnie ze wskazaniami podrozdziali 4.1 — prognoze G
Reprezentuje ona estymator wartosci statystyki S, dla chwili j+s,. Jezeli zachodzi
relacja

jjo eAO ’ (4.70)
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to nalezy domniemywa¢, ze w przyszloSci hipoteza H, stanowiaca o prawidlowym
dzialaniu nadzorowanego systemu bedzie falszywa, a §cislej, mozna przypuszczaé, iz
za s, jednostek czasowych (czyli w chwili o s, pdzniejszej niz aktualna) pojawi sig
uszkodzenie. W przeciwnym przypadku, gdy

I €4 | 4.71)

brak jest podstaw do odrzucenia osadu o spodziewanej za s, jednostek czasowych
poprawnej pracy badanego urzadzenia.

Podobnie, niech dla kazdego k£ =12,....,d parametr s, eIN\{0} reprezentuje
wyprzedzenie z jakim prognozowane jest wystapienie k-tego typu diagnozowanego
uszkodzenia, natomiast borelowskie odwzorowanie f, oznacza funkcje¢ gestosci
1-wymiarowych rozkladow wektora symptoméw Z w warunkach wystapienia takiego
uszkodzenia — konstrukcja jej estymatora jadrowego zostala opisana w podrozdziatach
3.113.3. W dowolnej chwili j eIN\{0} przeszle wartosci statystyki S, :

S, (o,1), S, (@,2), ..., S, (@,)) 4.72)
czyli odpowiednio
fe(Z(o.), [ (Z(@2)), ..., fi(Z(@,))) : (4.73)

traktowane sa w procesie prognozowania jako obserwacje (4.69). Wyznaczajac dla
ustalonej wartosci wyprzedzenia s, prognoz¢ 4;* uzyskuje sig¢ estymator statystyki
S, dlachwili j+s,. Jesli zatem zachodzi relacja

A Sp

4" €B, , (4.74)

to spodziewana jest przyszla prawdziwos¢ hipotezy H,, a sciSlej, wnioskuje sig, iz za
s, jednostek czasowych wystapi k-ty typ diagnozowanego uszkodzenia. W przeciw-
nym przypadku, czyli gdy

g €4, (4.75)

przypuszczenie takie nalezy odrzucic.

Koncepcja zmodyfikowanej hipotezy H,, wyrazona wzorem (3.143), moze byé
latwo transponowana na zagadnienie predykcji uszkodzen. Zmodyfikowana prognoza
prawidlowej pracy systemu jest tu bowiem w naturalny sposéb réwnowazna koniun-
kecji podstawowej, rozwazanej powyzej prognozy poprawnego dzialania (w sensie
detekcji) i zaprzeczen prognoz z zakresu diagnozy, stanowiacych o wystapieniu
poszczegblnych typéw uszkodzen. A zatem, o przysziej niesprawnds'ci urzadzenia
stanowi spetnienie warunku (4.70) lub (4.74) dla dowolnego indeksu k. Mozna zatem
sformutowaé osad, ze w przypadku stosowania zmodyfikowanej hipotezy H,, para-
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metry s, powinny by¢ dobierane tak by
S, <8, dla k=12,..d . 4.76)

Ostatecznie, zgodnie z przedstawionym projektem, realizacja koncepcji predykcji
wymaga, w ogolnym przypadku, osobnego prognozowania wartosci d+1 proceséw
stochastycznych: jednego dotyczacego pojawienia si¢ uszkodzenia systemu (detekcja)
oraz d zwiazanych z poszczegblnymi diagnozowanymi jego typami. Aczkolwiek w
ogélnym przypadku prognozy te wyznaczane sa niezaleznie, to jednak reguly postgpo-
wania oraz procedury okreslania modeli sa w znacznym stopniu komplementarne.

Wybér konkretnej metody prognozowania determinowany jest przez specyficzne
uwarunkowania zagadnienia predykcji uszkodzen. Przede wszystkim, praca w czasie
rzeczywistym stawia rygorystyczne wymagania z zakresu szybkosci obliczen i mozli-
wosci uaktualniania danych. Ponadto, wprost z samej istoty problemu wykrywania
uszkodzen wynika zadanie odpornoéci na nierzadko gwaltowne zmiany charakterystyk
badanego procesu stochastycznego. Nalezy takze wzia¢ pod uwage, iz proces pro-
jektowania wykonywany jest czgsto przez zesp6t inzynierski bez udzialu statystyka i
wobec tego metoda powinna by¢ mozliwie prosta, poparta jednoznacznymi formutami
i sugestywnymi interpretacjami. Z drugiej strony, w przeciwienstwie do zagadnien
ekonomicznych, pierwszorz¢dnego znaczenia nie ma tu dokladno$¢ prognozy, lecz
jedynie wlasciwa identyfikacja tendencji zmian.

Wobec powyzszych warunkow, w wigkszosci zastosowan szczegolnie predesty-
nowana do zagadnienia predykcji uszkodzen okazuje si¢ metoda regresji. Nalezy je-
dnak podkresli¢, iz aczkolwiek w dalszej czesci beda szczegélowo rozwazone aspekty
zastosowan tej wlasnie metody, to problem predykcji sformutowany zostat powyzej w
taki sposob, ze nic nie stanowi przeszkody w uzyciu modeli ARIMA lub prognozo-
wania bayesowskiego, gdyby w konkretnym przypadku moglo okazac si¢ to korzystne.

I tak, zastosowanie metody regresji wymaga ustalenia wartosci parametréw s, ,
w,, n,, n; oraz T,, przy czym dolny indeks wskazuje czy dany parametr przypisany
jest modelowi uzywanemu do prognozowania samej mozliwosci pojawienia si¢ uszko-
dzenia (k =0), czy tez jego poszczegllnych, diagnozowanych typow (k =1.2,...,d).

Wybér wartoéci parametrow wyprzedzenia s, najczg¢sciej wynika z uwarunko-
wan technologicznych nadzorowanego systemu. W praktyce oznacza to przyjecie
minimalnego czasu niezbednego do zatrzymania urzadzenia lub przynajmniej odpo-
wiedniej do przewidywanego typu uszkodzenia zmiany rezymu pracy, albo do przeje--
cia funkcji niesprawnego podzespolu przez aparaturg zastgpcza. Postulat minimalizacji
formulowany jest ze wzgledu na precyzje prognozy. Jednak w praktyce, wynikajace
stad ograniczenia moga wrecz wymusic¢ przyjecie wartoéci parametréw s, w wymiarze
niewystarczajacym do pemego zaspokojenia wymagan technologicznych. Jedli uzywa-
na jest zmodyfikowana hipoteza H,, warto pamigta¢ o ograniczeniu (4.76).
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w priypadku predykeji uszkodzen, gdzie istota analizowanych zjawisk sg zmiany
zachodzace w badanym systemie, przy ustalaniu wartosci parametréw dezaktualizacji
w, szczegblng uwage powinno si¢ zwréci¢ na procedure adaptacyjng (4.54)-(4.59). Z
tego samego powodu warto udostgpni¢ obstudze sygnat §ledzenia (4.54), stanowiacy o
poprawnosci stosowanego modelu regresji. Nalezy takze podkresli¢ znaczenie, jakie w
zagadnieniu predykcji ma wybdr wartosci parametréw w, lub, w nieco mniejszym
stopniu, stalych u, gdy stosowana jest procedura adaptacyjna. Relatywnie duze w
praktyce zagadnienia predykcji uszkodzen wyprzedzenie prognozowania oraz, z
drugiej strony, konieczno$¢ nadazania za czgsto gwaltownymi zmianami, implikuja
sprzeczne wymagania, wymuszajace starannie dopracowywane kompromisy.

Wartoéci parametréw n; definiujacych stopiefi wielomianéw trendu mozna
wyznaczy¢ za pomocg opisanego algorytmu testowania istotno$ci wspolczynnikoéw
przy najwyzszych potegach, jedynie w przypadku znajomosci charakterystyk powsta-
wania uszkodzen, co w praktyce jest okoliczno$cia raczej rzadka. Ograniczenie
mozliwosci do liczb 1, 2, 3 pozwala jednak na dokonanie wyboru droga eliminacji. I
tak, warto$¢ n; =1 jest tu nie do zaakceptowania, gdyz — jak wspomniano — prognoza
zawarta jest wtedy mig¢dzy minimalng i maksymalng obserwacja, a wigc niesprawnosé
systemu bylaby awizowana pézniej przez uklad predykcji niz wykrywana w procesie
detekcji lub diagnozy. Z kolei, ze wzgledu na mozliwo$é nadmiernej iloéci falszywych
alarméw, wariant n, =3 powinien byé ograniczony jedynie do przypadkéw, gdy
spodziewana jest szczeg6lna gwaltowno$é narastania objawdéw uszkodzenia i jedno-
czesnie mozliwe byloby przyjecie malej wartoéci wyprzedzenia s, . Ostatecznie model
liniowy, n; = 2, nalezy traktowaé jako podstawowy.

Warto$ci n; oraz I, wyznacza si¢ zgodnie z ogélnymi regulami, przy czym ze
wzgledu na wymaganie szybkosci dziatania algorytméw obliczeniowych i przyjmo-
wane tu duze wartosci parametru wyprzedzenia, w przypadku zagadnienia predykcji
uszkodzefi nalezy zwrécié¢ szczegblng uwage na eliminacje zbednych harmonicznych.
W wigkszosci zastosowan mozna spodziewa¢ si¢ tozsamosci

T,=T,=.. =T, 4.77)
ng=n = ... =nj . (4.78)

Warto jeszcze skomentowaé warunki dotyczace minimalnej ilosci dostepnych
obserwacji m, laczac je z ewentualnym zadaniem ustalenia wartosci j; wprowa-
dzonej zalezno$ciami (4.54)-(4.57). Otéz, jezeli zaniechana jest adaptacja parametru
dezaktualizacji, to spetnione powinno by¢ nastepujace wymaganie:

(1) wartos¢ mj, nie powinna by¢ mniejsza niz 20+n, +2n; , w najmniej korzystnych

przypadkach 10 +n; +2n; .

Natomiast w przypadku gdy procedura adaptacyjna znajduje zastosowanie, dostepne
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obserwacje nalezy podzieli¢ na dwa podzbiory:
yl’yza ayj; (479)

(4.80)

Y Yjurr > Y
przy czym 1< j; <my, najezgdciej
j=Zm . (4.81)

Zgodnie z wprowadzonymi oznaczeniami, na podzbior (4.79) sktadaja si¢ obserwacje
wykorzystywane do wyznaczenia pierwszej prognozy, natomiast podzbior (4.80) stuzy
do ustabilizowania parametréw procedury adaptacyjnej. Uwzgledniajac podane wczes-
niej sugestie, sformulowaé mozna nastepujace warunki:
(2) warto$é j; nie powinna by¢ mniejsza niz 20+ n; +2n; , w najmniej korzystnych
przypadkach 10 +n; +2n; ;
(3) licznosé podzbioru (4.80) powinna by¢ nie mniejsza od 10, wyjatkowo 5.
Spelienie powyzszych wymagan nie stwarza w praktyce istotnych trudnosci.
Latwo bowiem sprawi¢, aby ilos¢ dostepnych obserwacji byta réwna m, , czyli liczbie
dostepnych eksperymentalnie wartosci wektora symptoméw pozyskanych dla potrzeb
detekcji w warunkach prawdziwosci hipotezy H):

my=m = ..=my=m, . (4.82)

Poniewaz wymiar tego wektora w praktyce jest zawsze wigkszy od 1, to zgodnie z
danymi pokazanymi na rysunku 3.6, niezbedna liczba pozyskanych jego wartosci
przewyzsza ograniczenia wynikajace ze sformulowanych powyzej warunkéw (1)~(3)
nawet o kilka rzedow wielkosci.

Ostatecznie, projektujac uklad statystycznej predykcji uszkodzen (z wykorzysta-
niem do prognozowania metody regresji) nalezy:

(1) na podstawie uwarunkowan technologicznych, okresli¢ wartosci parametrow wy-
przedzenia s, §,, ... , §,; jesli stosowana jest zmodyfikowana hipoteza H;, to
dla wigkszoéci zastosowan powinien by¢ spelniony warunek (4.76);

(2) zgodnie z tredcig rozdzialu 3 wyznaczy¢ jadrowe estymatory funkcji gestosei
rozktadu zmiennych losowych Z( - ,j) dla poprawnych warunkéw pracy
nadzorowanego systemu i w przypadkach wystqpowama poszczego]nych typow
diagnozowanych uszkodzen, czyli odwzorowania fo, fl, . fd, a takze zbiory
Ay, Ay, ..., Ay oraz B, B,, ..., B; (dla potrzeb nastqpnegopunktu warto
zapewni¢, aby wartoéci wektora symptoméw dla poprawnych warunkéw pracy
tworzyly sekwencjg);

(3) pozyskaé eksperymentalnie sekwencje wartosci wektora symptoméw Z przy zato-
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zeniu prawidlowego stanu technicznego: z;, z3, ... , z,?,o; warto zapewni¢ mozli-
wie najwigksza liczno$¢ m, ; w szczegOlnosci powinna ona przewyzszaé 32, w
najmniej korzystnych przypadkach 12;

(4) zdefiniowaé rzeczywiste procesy stochastyczne Y, ¥, ... . ¥, uznajac: ¥, =
=fooZ hi=heZ ... Y=f,0Z;

(5) jako sekwencje obserwacji przyja¢ kolejno posiadane wartosci proceséw stocha-

stycznych Y, Y;, ..., ¥,, czyli odpowiednio
fo(zf)afo(zg): :fo(zr(r)to)
L@ /(@) s fi(z,)

L@ Fa@), o Falzn)

(6) w oparciu o powyzsze sekwencje obserwacji, wyznaczy¢ d+1 modeli regresji
(4.1); wymaga to dla kazdego k =0,1,...,d ustalenia warto$ci parametrow s, , w,
(ewentualnie z uzyciem procedury adaptacyjnej), n,, n;, T, oraz okreslenia
algorytmu uaktualniania prognozy; ogélne reguly opisane zostaty w podrozdziale
4.1, natomiast szczegolowe aspekty zwiazane z zagadnieniem predykcji uszko-
dzen przedstawiono w niniejszym podrozdziale; pierwsza prognoze definiuja
formuly (4.22) i (4.24)-(4.26); jesli stosowana jest adaptacja parametru
dezaktualizacji (4.54)-(4.57), to obserwacje nalezy podzielié na dwa podzbiory
(4.79)-(4.80), wykorzystujac je kolejno do wygenerowania pierwszej prognozy i
zainicjowania tej procedury; podobnie, gdy stosowana jest adaptacja, to algorytm
uaktualniania prognozy opiera si¢ na zaleznosciach (4.27)-(4.30), natomiast w
przeciwnym przypadku (jezeli dodatkowo w, #1) moze on by¢ uproszczony
poprzez uzycie wzoru (4.27) wraz z rdwnofcig (4.33).

Stosowanie w praktyce ukladu predykcji uszkodzen wobec systemu pracujacego w
czasie rzeczywistym, polega na wykonywaniu w kazdej chwili j oraz osobno dla
kazdego £ =0,1,...,d nastgpujacych czynnoéci:

(7) wyznaczeniu prognozy _g;*, a nast¢pnie stwierdzeniu czy warto$¢ ta nalezy do
odpowiednich zbioréw 4, i By, B,, ..., B;; w przypadku gdy _2,° € 4, nalezy
sadzi¢, ze za s, jednostek czasowych pojawi si¢ uszkodzenie (jesli wykorzysty-
wana jest zmodyfikowana hipoteza H,, to $wiadczy o tym réwniez prawdziwo$é
dowolnej relacji 4* € B, dla k=12,..,d); jezeli 4* B, gdy k=12,....d,
to wnioskuje sig, iz za s, jednostek czasowych wystapi k-ty typ diagnozowanego
uszkodzenia; w pozostalych przypadkach brak jest podstaw do przypuszczen o
przyszlej niesprawnosci nadzorowanego systemu;

(8) gdy stosowana jest adaptacja parametru dezéktualizacji, to poprawno$¢ modelu
regresji mozna weryfikowac¢ w oparciu o sygnat §ledzenia (4.54).

Czynnosci pozycji (7)-(8) sa sukcesywnie powtarzane do momentu dezaktualizacji
danych — w takiej sytuacji nalezy powtorzy¢ powyzszy algorytm.
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W rozdzialach 3 i 4 niniejszej publikacji przedstawiona zostala kompletna
procedura, umozliwiajaca realizacj¢ statystycznego ukladu wykrywania uszkodzeh w
zakresie detekcji, diagnozy i zwiazanej z oboma tymi funkcjami predykcji. Od pro-
jektanta wymagane jest zdefiniowanie wektora symptomow, okreslenie prostych w
identyfikacji ilorazow reprezentujacych stosunek strat wyniklych z niewykrycia dane-
go typu diagnozowanego uszkodzenia oraz zwiazanego z nim falszywego alarmu, a
takze ustalenie wyprzedzen poszczegolnych prognoz. Wobec pozostatych parametrow
podane zostaly algorytmy wyznaczania ich wartosci oparte na kryteriach optyma-
lizacyjnych lub heurystycznych, wraz z interpretacjami skutkoéw ich ewentualnego
zmniejszenia lub powigkszenia. Aczkolwiek — podobnie jak przy realizacji wigkszosci
wyspecjalizowanych ukladéw wspolczesnej inzynierii — twércza inicjatywa zespotu
projektujacego jest czynnikiem o istotnym znaczeniu, to w przypadku przedstawionego
tu statystycznego ukladu wykrywania uszkodzefi moze mie¢ ona wplyw raczej na
polepszenie jakosci, niz na sama istotg jego dzialania.

Stosowany aparat matematyczny ograniczony zostal praktycznie do dowolnej
metody prognozowania statystycznego, a takze techniki estymatoréw jadrowych
wykorzystywanej w celu estymacji wielowymiarowej funkcji gestosci oraz dystry-
buanty i — opcjonalnie — kwantyla rzeczywistej zmiennej losowej. Dowolno$é meto-
dyki prognozowania umozliwia uwzglednienie indywidualnych preferencji projektanta
(mozna wszakze ponowi¢ przekonanie, iz w wigkszosci aplikacji najkorzystniejsze
rezultaty beda uzyskiwane przy uzyciu metody regresji). Z kolei dla potrzeb estymacji
funkcji gestosci, dystrybuanty i kwantyla mozliwe jest uzycie jednakowej formuly
zastosowania techniki estymatoréw jadrowych. W znacznym stopniu ulatwia to proces
konstruowania ukfadu, przyczyniajac si¢ takze do efektywnicjszego wykorzystania
pozyskiwanego sukcesywnie do§wiadczenia.

Prezentowana w niniejszej pracy procedura wykrywania uszkodzef przeznaczona
jest do stosowania w czasie rzeczywistym, podczas wykonywania przez nadzorowane
urzadzenie wlasciwych mu czynnosci technologicznych. Proponowana metoda nie
wymaga szczegblowej znajomosci modelu nadzorowanego systemu dynamicznego.
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Nie zostaly takze wprowadzone ograniczenia dotyczace postaci funkcji gestosci
Jo> fi> -, f4 ani ich estymatoréw, charakteryzujacych poprawne warunki pracy i
diagnozowane typy uszkodzen; w szczegdlnosci, dopuszcza sig istnienie lokalnych
ekstreméw, czy tez brak spdjnosci zbiorow ‘

{xeR": fi(x)<c} dla k=01,..,d oraz ¢>0 . 5.1

Nie wykluczono réwniez jednoczesnego wystapienia kilku réznych typéw diagnozo-
wanych uszkodzefi. Prezentowany uklad posiada mozliwosci identyfikacji zmian w
warto$ciach poszczegdinych skiadowych wektora symptoméw oraz, przede wszystkim,
zlozonych relacji jako$ciowych i ilosciowych zachodzacych migdzy nimi. Zmiany te
mogg mie¢ zarowno gwaltowny, jak i — dzigki predykcji — réwniez powolny charakter.
Powyzsze cechy wyrdzniaja opracowang tu koncepcje spos$réd wigkszosci stoso-
wanych wspélczesnie metod wykrywania uszkodzeh. Wymagania dotyczace ukladu
komputerowego, realizujacego zaprojektowany algorytm, nie wykraczaja poza mozli-
wosci nowoczesnych urzadzen automatyki o stopniu zaawansowania adekwatnym do
stosowania procedur wykrywania uszkodzen. Parametry wspélczesnych ukladow
numerycznych w praktyce ograniczaja wymiar wektora symptoméw do 7-9. Uwzgle-
dniajac dodatkowo aspekty statystyczne w zakresie catkowitego prawdopodobienstwa
blgdu, ilo$¢ diagnozowanych uszkodzen w wigkszoéci zastosowan nie powinna prze-
kracza¢ 3-6.

Jak wspomniano, przedstawiony uklad przeznaczony jest zaré6wno do wykrywa-
nia oraz rozpoznawania nieprawidlowosci o powolnym, jak i gwattownym charakterze.
Pierwsze z nich wynikaja z sukcesywnego zuzycia materialowego lub rozregulowania i
nie implikuja krytycznych zadan dotyczacych szybkoéci podejmowanej reakcji. Ich
identyfikacja moze by¢ w pewnym stopniu utrudniona i jest wrecz bardziej podatna na
dzialanie predykcji niz detekgji i diagnozy. Uszkodzenia o gwaltownej naturze, czgsto
wynikle ze zmgczenia materialowego i zwiazane z naglymi zdarzeniami, sa latwiejsze
do rozpoznania, aczkolwiek wymagaja szybkiego dzialania. Przewaznie nie sa one
poprzedzone wyrazistymi symptomami. Warto wigc w tym miejscu sformulowaé
ogolng sugesti¢, iz predykcja nie musi dotyczyé wszystkich typéw diagnozowanych
nieprawidlowosci.

Kolejne etapy procesu projektowania prezentowanego tu statystycznego ukladu
wykrywania uszkodzen mozna ujaé w nastepujaca sekwencje:

(1) ustalenie struktury algorytmu,
(2) zebranie zbioréw reprezentatywnych danych charakteryzujacych poprawne wa-
runki pracy oraz poszczegélne typy diagnozowanych nieprawidlowosci,
(3) obliczenie warto$ci parametréw
1 wreszcie .
(4) przystapienie do procedury wykrywania uszkodzen podczas pracy urzadzenia.
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Czynnosci punktu (1) wykonuje si¢ jednorazowo podczas instalacji systemu. Zbiory
wyszczegOlnione w punkcie (2) zmieniane sa takze po kazdej dezaktualizacji danych
lub drastycznej zmianie rezymu technologicznego (w praktyce dotyczy to zwlaszcza
charakterystyki poprawnych warunkow pracy). W tej sytuacji czasochlonne procedury
punktu (3) musza byé powtérzone. Mozna w tym celu wykorzysta¢ naturalne przerwy
technologiczne, gdy nadzorujacy uklad komputerowy nie jest nadmiernie obcigzony.
Aktualizacja danych moze byé zadeklarowana jako operacja powtarzana sukcesywnie.

Wartoéci pozyskane w ramach punktéw (1)-(3) moga by¢ takze dostarczone
przez producenta wraz z urzadzeniem. W takim przypadku prawidlowe dziatanie ukla-
du wykrywania uszkodzen w trakcie fazy rozruchu, stanowi dodatkowy sprawdzian
jakoéci dostarczonego sprzetu oraz poprawnosci montazu.

Wyniki przedstawionych w podrozdziatach 3.3, 3.4 oraz 4.2 procedur deteke;i,
diagnozy i predykcji przekazywane sa do ukladu serwisu uszkodzen, w ramach ktérego
mozliwe jest podjecie stosownych dzialan, w szczegélnosci zmian w algorytmie
sterowania nadzorowanym systemem. W wigkszoéci zastosowan powyzsze procedury
moga by¢ jednak kontynuowane takze po wykryciu niesprawnosci urzadzenia, dzigki
czemu nastepuje sukcesywna aktualizacja danych o zmieniajacym sig, nieprawidto-
wym stanie technicznym.

Jak latwo wnioskowa¢ z podsumowan konczacych podrozdzialy 3.3, 3.4 i 4.2,
czynnos$ci projektowania detekcji, diagnozy i predykcji wzajemnie si¢ przenikaja.
Widoczna jest jednak wyrazna nadrzedno$¢ detekcji i diagnozy, ktdrych elementy
wykorzystywane sa réwniez dla potrzeb predykcji. Dominacja ta uzewngtrznia sig
szczegdlnie, gdy rozwazane jest ich funkcjonalne znaczenie, poniewaz podstawowe
zadania ukladu wykrywania uszkodzen, zwlaszcza zwiazane z bezpieczefstwem,
realizowane sg glownie przez detekcje i diagnoze, a z uwagi na niedoskonalosé
statystycznych metod prognozowania, wnioski pozyskiwane dzigki predykcji moga
mie¢ w niektérych zastosowaniach znaczenie jedynie informacyjne, aczkolwiek o
bardzo istotnej randze.

Tymczasem interwencje predykcji musza by¢ rOwnomierne w czasie, w przeci-
wienstwie do ingerencji detekeji i diagnozy. Pojawia si¢ zatem sugestia dodatkowych,
nieregularnych sprawdzianow dla potrzeb detekcji i diagnozy, zaleznie od wolnego
czasu wykorzystywanego ukladu komputerowego.

Z praktycznego punktu widzenia korzystne moze okazaé si¢ ograniczenie wymia-
ru wektora symptoméw Z, dla potrzeb poszczegélnych testow diagnozy, jedynie do
tych wspotrzgdnych, ktére maja istotne znaczenie dla identyfikacji damego typu
uszkodzenia. Oznacza to, ze dla kazdego k=12,...,d definicja statystyki (3.39)
powinna by¢ uogdlniona do postaci

Se(@,)) = 1 (8(Z(®,))) 5.2)
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gdzie g, :IR" 5> R™ (n, €{l, 2, ..., n—1}) jest odwzorowaniem projekcji prze-
strzeni IR” na podprzestrzen R™ skladajaca si¢ ze wspomnianych powyzej, istotnych
dla danego typu uszkodzenia skladowych wektora symptoméw. Wtedy f, : R™ —> R
i — zgodnie z rysunkiem 3.6 — odpowiedniemu pomniejszeniu moze ulec licznosé¢ pré-
by m, .

Podobnie, pozytywne rezultaty w niektorych zastosowaniach moga by¢ nastep-
stwem uprzywilejowania wybranych, bardziej wiarygodnych danych. Wzér (3.1), defi-
niujacy podstawowa formulg estymatora funkcji gestosci, ulega wtedy zmianie na

fay=—L 3, K(x;x’) , (5.3)
mh”Zwi =1

gdzie nieujemne, nie wszystkie rowne zeru wspolczynniki w,, ustalane sa tak aby ich
wartos¢ byla proporcjonalna do znaczenia przypisywanego odpowiednim danym x,.
W przypadku dystrybuanty definicja (3.63) przyjmuje postaé

F(y>=§i§:jwi (222 (5.4)

i=1

1 podobnie, réwnanie (3.113) okreslajace jadrowy estymator kwantyla §, dane jest
jako

le,. I(qjh;y') =r;w,. . . (5.5)

Analogicznej modyfikacji podlegaja wtedy zaleznosci z podrozdziatow 3.3.13.4.

Uwagi o SciSle aplikacyjnym charakterze, begdace rezultatem analizy wynikéw
programu symulacyjnego, weryfikujacego poprawno$¢ dzialania prezentowanego w
ninigjszej pracy statystycznego ukladu wykrywania uszkodzef,, przedlozone sa w
podrozdziale 6.2.
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Poprawnosé funkcjonowania zaprojektowanego w niniejszej pracy statystycznego
ukladu wykrywania uszkodzen zostata zweryfikowana za pomoca numerycznego
programu symulacyjnego. Nadzorowanym obiektem byl nieciagly system pozycyjny
poddany dziatanin losowego sterowania czasooptymalnego. Wst¢p przedstawiajacy
teoretyczne aspekty tego zagadnienia stanowi przedmiot podrozdzialu 6.1. Wyniki
symulacji oraz wynikajace stad wnioski aplikacyjne zaprezentowano w podrozdziale
6.2.

6.1. LOSOWE CZASOOPTYMALNE STERO-
WANIE SYSTEMAMI POZYCYJNYMI

We wspolczesnej praktyce inzynierskiej, istotne znaczenie posiada szeroka klasa
urzadzen przemystowych, ktore swoj cykl produkcyjny realizuja gléwnie poprzez
zmiany pozycji poszczegdlnych mechanizméw, np. suporty obrabiarek i szlifierek,
walcarki nawrotne oraz przede wszystkim manipulatory i roboty przemystowe. Nazy-
wane sg one systemami pozycyjnymi. Czas powyzszej zmiany jest bezefektywny z
punktu widzenia technologicznego, a zatem sterowanie realizujace jego minimum
(czasooptymalne) wplywa bezpoérednio na wydajnosé takiego urzadzenia. Inny przy-
klad systemu pozycyjnego reprezentuja wszelkie uktady zabezpieczajace; mozliwie
najkrotszy czas reakcji stanowi podstawowy element skutecznosci ich dzialania.

Dynamika systemow pozycyjnych opisywana jest za pomocg inkluzji roézniczko-
wej

J() e HO®@),y(1),1) +u(t) 6.1

gdzie u oznacza ograniczone sterowanie, y Wyraza pozycje obiektu, natomiast funkcja
H reprezentuj'é model oporéw ruchu. W przypadku pominigcia tego czynnika, tzn. gdy
odwzorowanie H jest tozsamo$ciowo réwne zeru, inkluzja (6.1) redukuje sig do
réwnania rézniczkowego przedstawiajacego druga zasade dynamiki Newtona.

Istotnym elementem powyZszego opisu jest ograniczona wielowarto$ciowa fun-
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kcja H, charakteryzujaca opory ruchu. Dla wigkszoéci wystepujacych w praktyce ich
rodzajow, funkcja ta moze by¢ przedlozona w nastgpujacej postaci:

H(),y(0),1) = v ®),y0),0) FO(@)) , (6.2)

przy czym v oznacza odwzorowanie ciagle, natomiast /' stanowi funkcj¢ przedzialami
ciagla, dodatkowo wielowarto§ciowa w punktach nieciaglosci. Niech dla potrzeb ilu-
stracji, jej najprostsza forma dana bedzie wzorem

-1 gdy 3()>0
FO@)=4[-ss] gdy p@)=0, (6.3)
1 gdy 3()<0

gdzie parametr s > 1 zwiazany jest ze wspétczynnikiem tarcia statycznego. Tak ogdlne
zaloZenia nie pozwalaja na zastosowanie metod klasycznej optymalizacji dynamicznej,
w szczegOlnosci zasady maksimum Pontriagina. Ostatecznie, poza trywialnymi przy-
padkami odwzorowania v, synteza sterowania czasooptymalnego okazuje si¢ niemozli-
wa do zrealizowania dla powyzszego zagadnienia deterministycznego.

Ponizej przedstawiona zostanie probabilistyczna koncepcja rozwiazania proble-
mu. W przyjetym tu losowym modelu oporéw ruchu zalozone bedzie, ze okre$lona w
réwnaniu (6.2) funkcja v jest realizacja zadanego procesu stochastycznego o prawie
wszystkich realizacjach ciaglych i wspélnie ograniczonych. Taki model oporéw ruchu
uwzglednia, w postaci probabilistycznej nieokreslonoéci, zalezno$¢ powyzszych
oporéw od szeregu innych czynnikéw, nie tylko 3(r), y(¢), ¢, ale takze tych, ktore w
ujeciu deterministycznym najczeéciej sq pomijane ze wzgledu na koniecznos$¢ upro-
szczenia modelu. Koncepcja probabilistyczna uwzglednia rdwniez w spos6b naturalny
pojawiajace si¢ w systemie zaklGcenia.

Czynnik losowy wprowadzony przez proces stochastyczny powoduje, ze rozwa-
Zany system dynamiczny opisywany bedzie za pomoca losowej inkluzji rézniczkowej.
Poniewaz miara probabilistyczna zwiazana z tym procesem moze mieé réwniez
rozklad jednopunktowy, to tak sformulowane zagadnienie sterowania losowego jest
uogolnieniem odpowiedniego problemu deterministycznego, w ktérym sterowany sy-
stem jest nieciagly i niestacjonarny. Jezeli ponadto powyzszy rozklad jednopunktowy
skoncentrowany jest na stalej realizacji o wartoéci zero, to problem redukuje si¢ do
elementarnego zadania czasooptymalnego przemieszczenia masy*.

Zostang teraz przedstawione podstawowe pojecia dotyczace zagadnienia rozwia-
zan inkluzji rézniczkowych.

Niech T bedzie przedzialem o niepustym wnetrzu. _

Najpierw rozwazana bedzie deterministyczna inkluzja rézniczkowa

* 5] - sekeja 7.2.
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() eG(x(),1) , (6.4)

gdzie G: R" xT —> (R"), x: I'—> R", natomiast &(4) oznacza zbiér podzbio-
réw zbioru A. Ponizej zaprezentowane sa trzy koncepcje rozwiazan, stosowane najczg-
$ciej w trakcie analizy nieciaglych systemow dynamicznych.
Funkcja x, absolutnie ciagla na kazdym zwartym podprzedziale zbioru T, jest roz-

wiazaniem deterministycznej inkluzji rézniczkowej (6.4):

— w sensie Caratheodory’ego (C-rozwigzaniem), jezeli spelnia inkluzj¢ (6.4) prawie

wszedzie w 7,
— w sensie Filippova (F-rozwiazaniem), jezeli

i(t) e FIGl(x(2),t)  prawie wszedziew T , 6.5)
— w sensie Krasovskiego (K-rozwiazaniem), jezeli
i(t) e F[GI(x(1),t)  prawie wszgdziew T, : (6.6)

przy czym operatory & oraz 9% zdefiniowane sa nastepujaco:
FIAxON=() [] com[G((x(t)+eB)\Z,1)] 6.7

e>0  ZcR": m(Z)=0

FLGNx(), 1) =[] com[G(x(1)+eB,1)] , (6.8)
e>0

gdzie B jest otwartg kula jednostkowa w przestrzeni IR”, m stanowi n-wymiarowa
miare Lebesgue’a, a conv[C] oznacza wypukla domknigta powloke zbioru C. Nalezy
podkreéli¢, iz funkcja absolutnie ciagla posiada pochodna prawie wszedzie w prze-
dziale 7.

Niech ponadto ¢, € T oraz x, eR".

C-, F- lub K-rozwiazanie deterministycznej inkluzji rozniczkowej (6.4) z warun-
kiem poczatkowym

x(ty) = X, 69)

jest jednoznaczne, jezeli kazde — odpowiednio — C-, F- lub K-rozwiazanie jest funkcja
roéwng mu tozsamosciowo.

.. W przypadku C-rozwiazania, pochodna x(¢) uzalezniona jest (poza zmienng f)
jedynie od aktualnej warto$ci rozwigzania. Tymczasem, majac na uwadze nieuniknio-
ne w praktyce bledy identyfikacji, K-rozwiazanie dopuszcza juz wszystkie punkty z
otoczenia tej wartosci. Kontynuujac koncepcje uwzgledniania bledéw, F-rozwiazanie
pomija dodatkowo zbiory miary zero — nieistotne z praktycznego punktu widzenia.

Woprost z powyzszych definicji wynika, ze kazde C-rozwiazanie jest K-rozwiaza-
niem, poniewaz G(x(1),7) € Z[G](x(t),t), oraz kazde F-rozwiazanie jest K-rozwig-
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zaniem, gdyz F[Gl(x(1),1) « F[G)(x(2),t). K-rozwigzania stanowig jednak w
praktyce zbyt rozlegla klas¢. I tak, w rozwazaniach nad nieciaglymi systemami
dynamicznymi, istotne utrudnienie stanowi brak uniwersalnego pojecia rozwiazania.
Oczywiscie, istnienie jednoznacznych i réwnych sobie C-, F- oraz K-rozwigzaf,
znacznie uproszcza analizg i interpretacjg rozwazanego zagadnienia.

Przedstawione powyzej pojecia zostang teraz uogdélnione na losowe inkluzje
rézniczkowe. Uogolnienie takie nie jest $cile ustalone. W dalszej czesci pracy
stosowana begdzie koncepcja rozwiazania prawie pewnego (z prawdopodobienstwem 1,
pierwszego rodzaju) z uwagi na jej dogodna, oczywista interpretacje.

Niech (Q,Z,P) oznacza przestrzefi probabilistyczna. Z praktycznego punktu
widzenia jej zupetno$é moze byé zalozona bez zmniejszenia ogdlnosci rozwazan.

Rozpatrywana bedzie losowa inkluzja rézniczkowa

X(o,t) eG(o, X (w,1),1) , (6.10)

gdzie G: QxR" x T — #(R"), natomiast X jest n-wymiarowym procesem stocha-
stycznym (okreslonym na przedziale 7).

Proces stochastyczny X jest prawie pewnym C-, F- lub K-rozwiazaniem losowej
inkluzji rézniczkowej (6.10), jezeli prawie wszystkie jego realizacje sq odpowiednio
C-, F- lub K-rozwigzaniami odpowiednich deterministycznych inkluzji r6zniczkowych
otrzymanych przy ustalonym czynniku @ .

Niech ponadto X, bedzie n-wymiarowa zmienna losowa.

Prawie pewne C-, F- lub K-rozwiazanie losowej inkluzji rézniczkowej (6.10) z
warunkiem poczatkowym

X(w,t)) =X, (o) dla prawie kazdego @ €Q (6.11)

jest jednoznaczne, jezeli kazde prawie pewne — odpowiednio — C-, F- lub K-rozwiaza-
nie jest procesem stochastycznie z nim réwnowaznym (w przypadku proceséw X~ i
X" omaczato, iz P({w eQ: X (w,1) = X" (@,1)}) =1 dlakazdego t €T).

Roéwniez uogodlnienie na systemy losowe pojgcia sterowania czasooptymalnego
nie jest $cisle ustalone. Z praktycznego punktu widzenia, najkorzystniejsze byloby
wyznaczenie sterowania bgdacego jedynie funkcja czasu oraz stanu w ukladach
zamknigtych, realizujacego minimum warto$ci oczekiwanej czasu osiagnigcia zbioru
docelowego. Niestety, tak sformulowane zagadnienie nie rokuje nadziei na jego
rozwiazanie. Ponizej okreslona zostanie odmienna definicja sterowania czasoopty-
malnego dla systeméw losowych. Sterowanie to, przez analogi¢ do“prawie pewnego
rozwiazania, nazywane bedzie prawie pewnym sterowaniem czasooptymalnym.

Niech G: QxR"xR" x T = &(R"), U oznacza m-wymiarowy proces stocha-
styczny (okreslony na przedziale 7)), natomiast nastepujaca inkluzja rézniczkowa:
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X(w,1) eG(o, X(w,1),U(w,1),t) (6.12)
z warunkiem poczatkowym
X(w,t,) =X, (@) dla prawie kazdego @ Q) (6.13)

okresla dynamike losowego systemu poddanego dzialaniu sterowania U. Wtedy,
m-wymiarowy proces stochastyczny U, nazywany bgdzie prawie pewnym sterowa-
niem czasooptymalnym, jezeli prawie wszystkie jego realizacje sa sterowaniami czaso-
optymalnymi (tzn. sprowadzaja stan systemu do zbioru docelowego w minimalnym 1
skofczonym czasie) dla odpowiednich ukladéw deterministycznych otrzymanych przy
ustalonym czynniku @.

Prawie pewne sterowanie czasooptymalne zapewnia oczywiscie realizacj¢ mini-
mum wartosci oczekiwanej czasu osiagnigcia zbioru docelowego, jednak jest dodatko-
wo zalezne od czynnika losowego. Zaleznosé ta sprawia, ze powyzsze sterowanie jest
trudne do bezpoéredniego zastosowania, ale stanowi dogodna podstawe do tworzenia
technicznych rozwiazan struktur suboptymalnych, w ktérych bezposrednia zalezno$¢
funkcji sterujacej od czynnika losowego jest eliminowana.

Ponizej zostanie przedstawione twierdzenie, ktorego teza stanowi podstawe roz-
patrywanej tu probabilistycznej koncepcji rozwiazania problemu czasooptymalnego
sterowania systemami pozycyjnoymi.

Twierdzenie 6.1 (o losowym sterowaniu czasooptymalnym)
Niech:

(1) t, eR, T =[ty,0), X, eR?, v_,v, €R takieiz [v_,v,]c (-LD;

(2) poczatek ukladu wspotrzednych stanowi zbi6r docelowy;

(3) U, ={u: Qx T —>[-L1], mierzalne} reprezentuje zbiér sterowan dopuszczal-
nych;

4) f: R—[-1]1] jest funkcja przedziatami ciagla, spetniajaca w punktach ciaglosci
lokalnie warunek Lipschitza oraz nieréwno$¢ z- f(z) 2 0; ponadto niech dana
bedzie funkcja wiclowartosciowa F : R — Z([-1,1]) taka, ze

f(@ dla z#z
F, dla z=z

1

F(z)= { 6.14)
gdzie z, jest dowolna liczba rzeczywista, F, — dowolnym podzbiorem przedzialu
[-11] oraz i =1,2,....k;

(5) (Q,Z, P) oznacza zupelna przestrzen probabilistyczna,

(6) V jest procesem stochastycznym okreflonym na przestrzeni (€2,Z, P) oraz zbio-
1ze T, o prawie wszystkich realizacjach ciaglych i wspélnie ograniczonych nie-
réwnoscia V(aw,t) e[v_,v,1dlat €T}
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(7) losowa inkluzja rézniczkowa

X, (@,0) = X, (a,1) (6.15)
X, (@,1) eU(,0) -V (w,1) F(X,(,1) (6.16)
z warunkiem poczatkowym
X, t
(@) =x,  dlaprawie kazdego @ €Q (6.17)
X2 (m: tO )

okregla dynamike losowego systemu poddanego dziataniu sterowania U,
Istnieje wtedy prawie pewne sterowanie czasooptymalne U, , ktérego realizacje przyj-
muja wartosci +1 lub -1 i maja co najwyzej jeden punkt nieciaglosci. Generuje ono
Jjednoznaczne prawie pewne C-rozwiazanie, bedace réwniez jednoznacznym prawie
pewnym F-rozwiazaniem oraz jednoznacznym prawie pewnym K-rozwiazaniem. ®

Dowéd powyizszego twierdzenia znajduje si¢ w dodatku E, przediozonym jako
podrozdziat 8.5. Przestrzen stanéw zostala tam podzielona na hastepujace rozlaczne
zbiory: R, R, Q,, Q oraz {(0,0)}. Mianowicie, niech X__ oraz K_, stanowig
zbiory tych wszystkich stanéw, ktére moga by¢ przeprowadzone do poczatku uktadu
wspbtrzednych sterowaniem u=-1, gdy odpowiednio v=v_ oraz v= v, . Analo-
gicznie okresli¢ mozna zbiory K,  oraz K,, w przypadku u = +1, gdy odpowiednio
v=vy_oraz v=v, (rys. 6.1).

Ponadto definiowane sa;

Q+={[x1,x2]T eR? takie iZ istniejg [xl’,xz]TeK++ i [xl”,xz]T ek, _
przy czym x| <x; <x!'} (6.18)

0 = {[xl,xZ]T eR? takie iz istnieja  [x{,x, ]T eK__ i [xx, ]T eK_,
przy czym x; <x, <x;'} (6.19)

R, ={[x,,x,]" eR*\Q takicizistnieja [x],x,]" €O
przy czym x, <x,} (6.20)

R ={[x,x,]" eR*\Q takie izistnicja [x],x,]" €0
przy czym x| <x;} , (6.21)

gdzie 0=0, U{[0,0]"}UQ..

Niech najpierw czynnik losowy @, a zatem takze realizacja V(w, - ), beda
ustalone. Jezeli x, € R_, to istnieje ¢, takie, ze jednoznaczne C-, F- i K-rozwigzanie x
generowane przez sterowanie
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X2
K= Q- K.,
R Xo=x(to)
X
x(ty) X1

Rys. 6.1. Ilustracja dowodu twierdzenia 6.1 (przedstawiona trajektoria odpowiada przypadkowi
X, €R_).

-1 dla ¢ eft,,t
u, (1) = a1 eltt) (6.22)
+1 dla 1t e[t,,)

osiaga zbi6r docelowy w skoficzonym czasie 7, przy czym I, <[, <1t , oraz
x(t,) €Q, (rys. 6.1). Analogicznie gdy x, € R, ; istnieje wtedy 7, takie, ze rozwiaza-
nie generowane przez sterowanie

H o dla 1eftyt,)
1) = 6.23
4o (1) {—1 dla ¢ e[t,,) (623)

osiaga zbiér docelowy w skoficzonym czasie ¢, przy czym [, <t <I, oraz
x(t,)eQ_.

W przypadku x, € Q,, dla poszczegolnych elementéw czynnika losowego @
sterowanie czasooptymalne moze by¢ postaci (6.22) lub (6.23), z podanymi powyzej
dodatkowymi warunkami, albo

u,(t)=+1 dla t efz,,0) . (6.24)

Przypadek x, € Q_ jest analogiczny. Odpowiednik sterowania (6.24) stanowi wtedy
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u,()=-1 dla teft,,®) . (6.25)

Dowod optymalnosci powyzszych sterowan opiera si¢ na teorii nieréwnosci r6z-
niczkowych.

I wreszcie, poprzez zlozenia odpowiednich odwzorowan wykazano, ze w przy-
padku sterowania postaci (6.22)-(6.23) czas ¢, jest zmienna losowa o warto$ciach
ograniczonych, a takze, iz funkcja zdefiniowana jako

Uo (wa ) ) =u, , (626) -

gdzie u, okreslone zostato poprzednio przy ustalonym czynniku losowym @, stanowi
proces stochastyczny, a w konsekwencji prawie pewne sterowanie czasooptymalne. -
Podobny jest dowdd faktu, ze procesami stochastycznymi sa rodziny generowanych
przez to sterowanie, jednoznacznych i réwnych sobie C-, F- oraz K-rozwiazan
(dodatek E — podrozdziat 8.5).

Zmiana znaku poszczeg6lnych realizacji sterowania U, (fzw. przelaczenie stero-
wania) nastapi¢ moze tylko wtedy, gdy stan systemu znajduje si¢ w zbiorze (domknig-
tym obszarze) Q. Dlatego nazywany on jest obszarem przelaczen.

Zalozenie (6) twierdzenia 6.1 dotyczy procesu stochastycznego ¥ o prawie
wszystkich realizacjach ciaglych i wspélnie ograniczonych. Warunek ograniczenia
moze by¢ sprawdzony na podstawie rozkladow jednowymiarowych, natomiast waru-
nek wystarczajacy ciaglosci prawie wszystkich realizacji procesu stochastycznego
formuluje si¢ w oparciu o rozklady dwuwymiarowe. Ostatecznie, wymagania okreslo-
ne powyzej w stosunku do procesu stochastycznego V' sa wzajemnie niczalezne i
identyfikowalne na podstawie rozkladow skoniczenie wymiarowych.

Relacja [v_,v,]c (-L1) gwarantuje sterowalno$¢ systemu. Zalozenie, ze fun-
kcja F spelnia warunek Lipschitza, zapewnia jednoznaczno$¢ i réwno$é prawie
pewnych C-, F- oraz K-rozwiazan. Ograniczenie z-F(z)20 zostalo wprowadzone
Jjedynie ze wzgledu na spojnos¢ zapisu, aczkolwiek jest ono zgodne z fizycznymi
wlasnosciami zjawisk tarcia, gdyz wraz z dodatnimi warto$ciami procesu stochasty-
cznego V stanowi o rozpraszaniu energii.

Podsumowujac: klasyczna krzywa przelaczen y, znana z elementarnego zadania
czasooptymalnego przemieszczenia masy, zostala uogdlniona poprzez twierdzenie 6.1
do obszaru przelaczen Q (y =Q gdy v_ =v, =0). Funkcja H wprowadzona we
wzorze (6.1), reprezentujaca model oporéw ruchu, ulegla dekompozycji na dwa
czynniki F'(3(r)) i V(w,?). Pierwszy — deterministyczny — umozliwia uwzglednienie
nieciaglosci i wielowartosciowosci oporéw ruchu. Drugi, dzigki swojej probabili-
stycznej naturze, zawiera migdzy innymi bledy aproksymacji i identyfikacji (takze
pierwszego czynnika), zalezno$¢ charakterystyk oporéw ruchu od pozycji, czasu,
temperatury, jak rowniez zaklocen i szumoéw wystgpujacych w rzeczywistych syste-
mach. Krzywa przelaczen (nawet ogolniejsza niz y, tzn. otrzymana przy warunku
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v_ = v,), definiowana przez pierwszy — deterministyczny — c¢zynnik, zostala ,,rozmyta”
przez drugi — probabilistyczny — do obszaru przelaczen.

Poza szczegOlnymi przypadkami, bezposrednia realizacja ukladu generujacego
prawie pewne sterowanie czasooptymalne natrafia na trudnosci. Wartos¢ tego sterowa-
nia jest bowiem uzalezniona od czynnika losowego, nieznanego a priori. Jednakze
dzigki wynikom twierdzenia 6.1, prezentowany material umozliwia konstrukcje tech-
nicznych struktur suboptymalnych, w ktorych zaleznos¢ ta jest wyeliminowana.

Pierwsza struktur¢ suboptymalna oprze¢ mozna na tej czgsci tezy, ktora stanowi,
iz U, jest procesem stochastycznym o warto$ciach ograniczonych. Istnieje wigc jego
warto$é oczekiwana i jako funkcja deterministyczna o wartosciach z przedziatu [-1,1]
moze by¢ ona wykorzystana w procesie sterowania suboptymalnego.

Idea drugiej struktury suboptymalnej wynika z faktn, ze dla ustalonego
x, € R_U R, zmiana znaku poszczegolnych realizacji procesu U, jest zmienng losowa
o wartosciach ograniczonych. Istnieje zatem jej wartos¢ oczekiwana i mozna ja uznaé
za czas przelaczenia sterowania suboptymalnego postaci odpowiednio (—1,+1) lub
(+1,-1), bedacego wtedy funkcja deterministyczna. Podobnie moze by¢ sformalizo-
wany przypadek x, e Q_ U Q, . Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do pierwszej
struktury, przy praktycznej realizacji takiego ukiadu wystarczajacy jest element wy-
konawczy generujacy jedynie ekstremalne warto$ci zbioru sterowan dopuszczalnych,
ten. +11i-1.

Przedstawione powyzej struktury suboptymalne okreslone byly w konfiguracji
otwartej. Zgodnie z wymogami praktyki inzynierskiej preferowane sa jednak systemy
zamkniete,

Zaprezentowana teraz koncepcja trzeciej struktury suboptymalnej oparta zostanie
na fizycznych wlasno$ciach proceséw tarcia, w szczegélnosci na spostrzezeniu, iz
wplyw oporéw ruchu na procesy dynamiczne w pewnych warunkach podlega usred-
nieniu. I tak, po przeprowadzeniu szczegbélowej analizy wrazliwosci ukladu sterowania
na warto$¢ oporéw ruchu, do syntezy regulatora zostana wykorzystane elementy
statystycznej teorii decyzji, przedstawione w podrozdziale 2.2, przy czym funkcja strat
zwiazana bedzie z powigkszeniem si¢ czasu osiagnigcia zbioru docelowego, gdy prze-
laczenie sterowania okazuje si¢ zbyt wezesne lub za pézne.

Zostanie zatem teraz rozpatrzony szczegOlny przypadek miary probabilistycznej
P zwiazanej z procesem stochastycznym V, gdy skoncentrowana jest ona na statych
realizacjach (interpretowanych jako usrednione opory ruchu).

Jezeli warto$¢ owej stalej realizacji jest znana i wynosi o, to zgodnie z oznacze-
niami twierdzenia 6.1;

=0, (6.27)

awiec K, =K,, oraz K__ =K_,, czyli obszar przelaczen Q sprowadza si¢ do krzy-
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wej, ktorej ksztalt uzalezniony jest od parametru o . Jezeli jego warto$¢ & przyjeta w
réwnaniach regulatora jest rowna warto$ci o wystgpujacej w obiekcie, czyli w przy-
padku & = o, uzyskane sterowanie jest czasooptymalne (rys. 6.2). Stan systemu spro-
wadzany jest do krzywej przelaczen i bedac odtad stale w niej zawartym, osiaga zbior
docelowy w minimalnym i skoficzonym czasie.

Rys. 6.2. Przypadek & = o

Na rysunku 6.3 pokazana jest trajektoria reprezentatywna dla przypadku & > o.
Na skutek wystepujacych oscylacji wokét zbioru docelowego, w systemie pojawiaja
si¢ przeregulowania. Jego stan osiaga zbi6r docelowy w skonczonym czasie.

I wreszcie, rysunek 6.4 przedstawia trajektorie reprezentatywne gdy & <o-.
Zbior docelowy osiagany jest w skoficzonym czasie. W systemie wystepuja trajektorie
poélizgowe.

W obu przypadkach, czas osiagnigcia zbioru docelowego zwicksza sie¢ wobec
optymalnego w przybliZzeniu wprost proporcjonalnie do réznicy migdzy & oraz o .

W praktyce, warto$¢ parametru o nie jest znana a priori — parametr ten jest
zmienng losowa. Przedstawione w podrozdziale 2.2 elementy statystycznej teorii
decyzji, w polaczeniu z rezultatami powyzszej analizy wrazliwosci, implikuja na-
stepujace sugestic dotyczace metody wyznaczania warto$ci parametru & . Jest on
traktowany jako decyzja, podczas gdy parametr o uznawany bedzie za stan natury.
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Rys. 6.3. Przypadek & > o

Q=K =K.,

trajektorie ij

poSlizgowe— ____ ) Xy

- —— trajektorie

; poslizgowe

Q.=K..=K,

Rys. 6.4. Przypadek & <o-.
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Jezeli w sterowanym systemie przeregulowania sa dopuszczalne, to parametr &
warto jest ustalié na podstawie reguly bayesowskiej z rzeczywistymi warto$ciami
funkcji strat. Takie postgpowanie jest mozliwe, gdyz okreslenie wartosci & zaréwno
muiejszej, réwnej, jak i wigkszej od parametru o, sprowadza stan systemu do zbioru
docelowego w skoniczonym czasie (aczkolwiek wzrasta on w przyblizeniu proporcjo-
nalnie do réznicy migdzy & oraz o).

Natomiast jesli przeregulowania nie moga by¢ zaakceptowane, to nalezy stoso-
wa¢ regul¢ minimaksu z nieskoficzonymi warto$ciami funkcji strat dla & > . Elimi-
nuje to wystgpowanie przeregulowan, gdyz pojawiaja si¢ one jedynie gdy & > o

Niech dla ilustracji powyzszej procedury, o bedzie zmienng losowa, ktérej
rozklad posiada funkcje gestosci 4 o noéniku postaci [e-,s,], przy czym
[o-,e:1=(=L1), a ponadto zaklada sig, ze odwzorowanie to jest ciagle i dodatnie w
przedziale (o, 0, ). Funkcja strat okreslona bedzie wzorem

{—/y(w—u) dla #-0<0

6.28
7/((7—0) dla &#—02>0" ( )

A (07 . (r) =
gdzie 4,g €(0,0)U {0}, przy czym jedynie jedna z tych wielkosci moze by¢ nie-
skonczona. W przypadku nieskonczonej wartosci, niech co-0 = 0.

Zgodnie z powyzszymi zalozeniami przyjete zostanie, ze N = @ = [0 ,0,].

Przy ustalonym & z réwnan (2.23)-(2.24) wynika, iz

1) = max({= (5~ 0,) , (& = 0 )}) (6.29)

4

4(57) = j A& = 0)A(o) do— j S0 = 0)h(o) do (6.30)

&

Jezeli g =, to zalezno$é (6.29) implikuje, ze infimum funkcji Z, po zbiorze
& osiagane jest przez

F=o . | (6.31)

(Dla potrzeb konstrukeji nastepnej struktury suboptymalnej zanotowane jeszcze be-
dzie, ze w przypadku gdy 4 =0, powyzsze infimum realizuje

F =0 ) (6.32)
Tymczasem dzigki zalozeniu ciaglo$ci funkcji 4, odwzorowanie 4, jest roznicz-

kowalne w zbiorze (o, ), a zatem z zaleznosci (6.30) otrzymuje si¢

4 (&) = /»]A(u) do+g [ 4(0) do (6.33)

oy o
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i analogicznie:
4' () =(p+9)h(5) . (6.34)

Wykorzystujac wzor (6.33), poprzez elementarne przeksztalcenia dowie$¢ mozna
réwnowazno$ci warunkow:

4(5)=0 (6.35)

[4(0) do=s . (6.36)

Zalezno$¢ (6.34) stanowi, iz w przedziale (o-_,o, ) wartosci funkcji 4" sa dodatnie, a
wigc odwzorowanie 4 jest tu scisle wypukle. Poniewaz 0 <7ﬁ7¢ <1, to rbwnanie
(6.36), réwnowazne warunkowi (6.35), jest spemione tylko w jednym punkcie.
Funkcja 4, osiaga tu zatem swe minimum, globalne w zbiorze & =[o_, 0 ] dzigki jej

ciaglosci w punktach o i o, .

Warto$¢ & speniajaca warunek (6.36) jest kwantylem 747 -tego rzedu. Defi-
nicja kwantyla oraz utylitarne algorytmy wyznaczania jego wartosci zaprezentowane
zostaly w podrozdziale 3.4. Do praktycznych zastosowan rekomendowany jest doktad-
niejszy estymator jadrowy ¢, zdefiniowany zaleznoscia (3.113).

Podsumowujac powyzsze rozwazania: jesli w sterowanym obiekcie przeregulo-
wania nie sa akceptowane i wartoé¢ parametru & okreslana ma by¢ zgodnie z reguly
minimaksu przy ¢ =0, to otrzymuje si¢ ja ze wzoru (6.31). Jezeli natomiast przere-
gulowania sa dopuszczalne, a wigc gdy ustalenie wartosci & moze by¢ dokonane z
uzyciem reguly bayesowskiej dla rzeczywistych parametréw 4 oraz ¢, to uzyskuje
si¢ ja wykorzystajac kryterium (6.36).

Dysponujac tak obliczona warto$cig parametru & mozna otrzymaé réwnania
regulatora suboptymalnego. W przypadku przykladowej funkcji /' okreslonej wzorem
(6.3), zbior Q, =K, =K, definivje na plaszczyznie x, - x, zaleznos¢

X,
X = —
2(1+ 0)

dla x, e(-«,0) , (6.37)

natomiast ) =K =K _ dany jest wzorem

*;
X, =-
2(1+ )

dla x, €(0,00) . (6.38)

Zbiory R_ i R, ustalane formutami (6.20)-(6.21). Ostatecznie, sterowanie suboptymal-
ne zdefiniowane jest w konfiguracji zamknigtej przez nastepujaca réwnosé:
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-1 gdy [X,(@,0,X,@.0] e(R.UQ.)
U @)={0  gly [X,(@,1),X,(@,0] e{[00]} (639
A gly [X,(0.0,X,@,0] e(R,U0,)

Rysunek 6.5 stanowi ilustracj¢ przedstawionej powyzej trzeciej struktury suboptymal-
nej oraz otrzymanych z jej wykorzystaniem wynikow.

Xz
Q=K_=K_,

R_

Rys. 6.5. Trzecia struktura suboptymalna.

W przypadku gdy stosowany w systemie element wykonawczy dopuszcza wszy-
stkie wartosci sterowania z przedziatu [-1,1], poprzednia struktura moze by¢ zmodyfi-
kowana w celu wyeliminowania czestych przelaczen pomiedzy warto$ciami +1 i —1,
wystegpujacych na trajektoriach poslizgowych. Przelaczenia takie niejednokrotnie
wplywaja negatywnie na zywotno$¢ urzadzenia oraz komfort uzytkowania. Idea ta
stanowi¢ bedzie podstawg czwartej struktury suboptymalne;.

Niech wigc poza parametrem & wyznaczonym wedhug regut whasciwych trzeciej
strukturze, dany bedzie takze parametr &, przy czym —1<é& <4 . Podobnie jak w
dowodzie twierdzenia 6.1, niech K__ oraz K , oznaczaja zbiory tych wszystkich
stanow, ktére moga by¢ przeprowadzone do poczatku ukladu wspéhzednych
sterowaniem u = —1, ale przy odpowiednio v= 4" oraz v=#; i analogicznie: zbiory
K, oraz K,, dla u=+1, gdy odpowiednio v=4 oraz v=¢ (rys. 6.6). Zbiory
Q,, Q i R, R, pozostaja niezmienione, a zatem definiowane sa zaleznosciami
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Rys. 6.6, Czwarta struktura suboptymalna.

(6.18)-(6.21). Sterowanie suboptymalne okresla formula

[ -1 gdy [X(@,0), X, (@,)] eR.

—z(x,x,) gdy [Xl(a’:t)’Xz(a’,t)]T eQ_
U(o,)=9 0 gdy [X,(0,1), X,(0,0]" {[0,0]"} , (6.40)

2(x,%,)  edy [X(e,0,X,(0,0] €0,

| +1 gdy [Xl(a),t),Xz(a),t)]T €R,

przy czym funkcja z: R* > R przyjmuje warto§¢ 1-o, +o. na zbiorach K, oraz
K__, po czym wzrasta liniowo — wzglgdem wspéhrzednej x, — do jednosci na zbiorach

K,, oraz K, czyli

v, =V _
z(x,%,) = k() — k(%) Ok ()41, (6.41)

gdzie odwzorowania k_, oraz k__: (0,00) - IR okreslone sg w naturalny spos6b jako

x =k (%) © [xx] ek, (6.42)
x,=k_(x) © [x,x]) eK_ . (6.43)

W przypadku przykladowej funkcji F' danej wzorem (6.3), zbiory K_, oraz K__
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zdefiniowane sa na plaszczyznie x,-x, odpowiednio przez réwnania

x2

L= 2(“1?) dla x, e(-w,0) (6.44)
oraz
2
x
L= 2(1_: 5 dla x, e(~x,0) , (6.45)

natomiast K, oraz K,_ mozna kolejno okresli¢ zaleznogciami

x;
X ==
2(1+ )

dla x, €(0,0) (6.46)

oraz

x;
X == =
2(1+ &)

dla x, €(0,0) . (6.47)

Warto$¢ parametru & nalezy wyznaczy¢ heurystycznie. Ogélnie, réznica & — &
powinna by¢ proporcjonalna do opéznienia wystgpujacego w obiekcie.

Trajektorie generowane przez czwarta strukturg suboptymalna pokazane sa na
rysunku 6.6. Przypominaja one rezultaty osiagane na torze bobslejowym dzigki odpo-
wiedniemu wymodelowaniu jego ksztaltu.

Prezentowane powyzej twierdzenie 6.1 sformulowane zostato w swej podstawo-
wej wersji. Wynikajace stad suboptymalne struktury sterujace mogg by¢ jednak latwo
uzupetnione o szereg dodatkowych aspektow, niejednokrotnie pojawiajacych sie w
praktyce inZynierskiej.

Uwzglgdnienie, czgsto niezbednego w wielu zastosowaniach, warunku ogranicze-
nia predkosci do wartosci b > 0, a zatem wprowadzenie zalozenia

|X (o, t)l <b dlakazdego teT oraz prawie kazdego w €Q (6.48)

powoduje, iz realizacje prawie pewnego sterowania czasooptymalnego postaci (6.22)
ulegaja modyfikacji na

-1 dla 1 €[ty,1)
u,(t)=1v(t)-F(-b) dla 7 ef1,t,) , (6.49)
+1 dla 7 €[t,,x)

gdzie 1, <t <1, <t <w, x(1,) € Q, ijezeli 1, # t,, to rowniez x(t) eRx {-b} dla
t e[t,1,]. (Symbol v oznacza realizacje procesu stochastycznego 7 odpowiadajaca
ustalonemu czynnikowi losowemu @, tzn. v = V(w, - ).) Analogicznie, realizacje
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opisywane wzorem (6.23) zmieniaja si¢ na

+1 dla 1 €lt),t))
u, (1) =4v(t) - F(b) dla ref1,,t,) , (6.50)
~1 dla 7 eft,,)

przy czym f, <t <1, <1, <o, x(t,) () oraz jesli 1, # 1,, to takze x(7) eR x {b}
gdy t €[¢,,1,]. Koncepcja pierwszej struktury suboptymalnej pozostaje niezmieniona.
Podobna jest rowniez modyfikacja drugiej z nich, uwzgledniajaca wystgpowanie
dwoch zmiennych losowych ¢, i t,. W przypadku trzeciej struktury suboptymalne;,
sterowanie zdefiniowane moze by¢ zaleznoscia

-1 gdy X,(w,0)2b
U (o,t)=qU,(@,1) gdy X, (w,1) e(-b,b) , (6.51)
+1 gdy X,(w,0)<-b

gdzie U, dane jest wzorem (6.39). Trajektoric generowane przez sterowanie (6.51)
pokazuje rysunek 6.7. Z kolei na rysunku 6.8 zilustrowano ide¢ uwzglednienia warun-
ku ograniczenia predkosci w przypadku czwartej struktury. Podobnie jak wspolczynnik
& , wprowadzony tu parametr 5 uzalezniony jest od wystepujacego w systemie opoz-
nienia. ,

Uogélnienie zbioru docelowego do dowolnego punktu x, =[x,,x,,]" €R? nie
powodunje zmian w koncepcjach dwoch pierwszych struktur suboptymalnych. Jezeli
x;, = 0, to nie ulegaja istotnym zmianom takze struktury trzecia i czwarta, a to dzigki
mozliwos$ci dokonania prostej transformacji

Xi=X %, . (6.52)

Jedynie w przypadku x ., # 0 konieczne staje si¢ wprowadzenie modyfikacji z uwagi
na odmienne wyniki analizy wrazliwosci. Obszar (krzywa) przelaczen Q uzyskana dla
trzeciej struktury suboptymalnej powinna by¢ teraz podzielona na trzy cze$ci, ze
zbiorem docelowym i przecigciem z osig x, jako punktami podzialowymi. Dla kazdej z
tych czgéci, warto$ci parametru &, oznaczane tu jako &7, 43, &5 (rys. 6.9), wyznacza
si¢ w odmienny sposob: & zgodnie z regula minimaksu przy nieskonczonych
warto$ciach funkcji strat dla &) > oy, parametr & — wykorzystujac regule minimaksu
ale z nieskoficzonymi wartosciami funkcji strat gdy & <o,, natomiast specyfikacje
parametru &; mozna przeprowadzi¢ stosujac regule bayesowska z rzeczywistymi
wartosciami funkcji strat. (A zatem, w przypadku funkcji strat danej formula (6.28),
parametry &y, &3, &3 powinny by¢ wyznaczone odpowiednio ze wzoréow (6.31), (6.32)
i (6.36).) Trajektorie generowane przez tak okreSlone sterowanie pokazane sa na
rysunku 6.9. Podobnych zmian wymaga uogdlnienie zbioru docelowego w przypadku
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1

Q=K =K

Q+ =K+=K,_

F N
B

Rys. 6.7. Trzecia struktura suboptymalna przy uwzglednieniu warunku ograniczenia predkosci.
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Rys. 6.8. Czwarta struktura suboptymalina przy uwzglednieniu warunku ograniczenia predkosci.
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czwartej struktury suboptymalnej. Parametry & i & reprezentowane s3 w odpowied-
nich czgéciach przez &, &, & oraz &, &, &5, przy czym wyznaczenie wartosci
pierwszych trzech powinno nastapi¢ na podstawie reguly minimaksu przy nieskoficzo-
nych warto$ciach funkcji strat odpowiednio dla & > oy, &; <o, Oraz & > o, (a zatem
w przypadku funkcji strat (6.28), wykorzystujac kolejno wzory (6.31), (6.32) i (6.31) ),
natomiast parametry &, &, & spelniajace nieréwno$ci —1< & <4y i &3 <4&; <1 oraz
~1< & < &, ustalane sa — podobnie jak stata & — heurystycznie, stosownie do wy-
stepujacego opoznienia. Ilustracje otrzymanej w ten sposob struktury suboptymalnej
stanowi rysunek 6.10 (nalezy zwrécié uwage na nieznaczng modyfikacje definicji
zbioréw K,_ i K,, wprowadzona dla zgodnosci ze wzorem (6.41) ).

Warto zaznaczy¢, iz w wielu z powyzszych przypadkéw nie istnieje prawie pe-
wne C-rozwiazanie, natomiast prawie pewne K-rozwiazanie, a nawet mniej ogdlne od
niego prawie pewne F-rozwiazanie, sa niejednoznaczne. Dowéd ich istnienia wymaga
zatem uZycia zaawansowanego aparatu matematycznego, na przyklad teorii selektorow
mierzalnych.

Nalezy takze podkreslié mala wrazliwos¢ przedstawionych powyzej subopty-
malnych struktur sterujacych na wystgpujace zaktcenia i niedoktadnosci identyfikacji.
Cecha ta jest charakterystyczna dla losowych uktadéw sterowania.

Uwagi bibliograficzne

Tradycyjnym podrgcznikiem z zakresu klasycznej teorii sterowania optymalnego
jest pozycja [5]; w sekeji 7.2 znalezé mozna opis elementarnego zadania czasoopty-
malnego przemieszczenia masy oraz wspomnianej krzywej przetaczef y . Studia nad
powyzszym zagadnieniem wlatwi¢ moga takze prace [19, 81, 104]. W ksiazce [67]
zawarte sa elementy deterministycznego czasooptymalnego sterowania systemami
pozycyjnymi. Tréjwymiarowy przypadek, poszerzony o inercj¢ ukladu napgdowego,
rozwazany byl w publikacji [69]. Pierwotna wersja przedstawionej w niniejszym
podrozdziale koncepcji probabilistycznej, sformulowana zostata w monografii [91].
Poszczegolne aspekty sa takze przedmiotem artykulow [70, 87, 92, 94, 95, 96]. W
czwartym z nich wyczerpujaco opisano koncepcj¢ trzeciej struktury suboptymalnej
oraz dowdd istnienia rozwiazania losowej inkluzji rézniczkowej w przypadku jego
nigjednoznacznosci. Pokrewne ujgcie, oparte na logice rozmytej, znalezé mozna w
publikacjach [97, 98].

Podstawowe zagadnienia teorii rozwiazah réwnan rézniczkowych z nieciagia
prawa strong podano w pracach [44, 65, 93], natomiast rozwigzaniom losowych r6w-
nan rézniczkowych po$wiecone zostalo opracowanie [18]. Wspolczesny stan badan
nad inkluzjami rézniczkowymi prezentuja monografie [6, 84]. Wyjasnienia dotyczace
rozkladéw skoficzenie wymiarowych znalezé mozna w podrecznikach [151, 158], a
zwlaszcza [52]. Problemy zwiazane ze stosowaniem modeli tarcia w zadaniach inzy-
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X4
Rys. 6.9. Trzecia struktura suboptymaina po uogdlnieniu zbioru docelowego.
| X2
K_(%) |
TR K@)
] R_
Xy

Rys. 6.10. Czwarta struktura suboptymalna po uogdlnieniu zbiorti docelowego.
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nierii syntetycznie oméwiono w artykule przegladowym [4]. Tres¢ ksiazek [49, 79, 83,
140, 147, 150] stanowi kompendium metod stosowanych wspélczesnie do zagadnien
sterowania nieliniowymi systemami dynamicznymi, takze w warunkach niepewnosci.

Dowéd prawdziwosci wzoru (6.36) z pominigciem zatoZenia ciaglosci funkeji
gestoéci, przediozono w publikaciji [88]. I wreszcie, w ramach sekcji 1.36 monografii
[133] skomentowane jest zagadnienie uzupelnienia przestrzeni probabilistycznej w
celu zagwarantowania jej zupelnosci (zalozenie (5) twierdzenia 6.1).

6.2. WYNIKI SYMULACJI

Dziatanie zaprojektowanego w niniejszej pracy statystycznego ukladu wykrywa-
nia uszkodzen zostalo sprawdzone za pomocg numerycznego programu symulacyjne-
go. Nadzorowany obiekt stanowit nieciagly system pozycyjny (6.1)-(6.3), gdzie

v @, y(0),0) =v" (3O , (6.53)

przy czym funkcje v" : [0,00) — [0,1] aproksymowano wielomianem (rys. 6.11). Stero-
wanie generowane bylo zgodnie z koncepcja przedstawiona w podrozdziale 6.1 jako
trzecia struktura suboptymalna, z warunkiem ograniczenia predkosci i przy zbiorze
docelowym uogélnionym do dowolnego punktu przestrzeni R?.

Wektor symptomdéw zostal przyjety w nastepujacej postaci:

fu - )|
zC)=|pC)] S (6.54)
()

a zatem jego wspohrzedne oznaczaja kolejno bezwzgledne wartosci sterowania, opo-
16w ruchu i predkosci. Tak okreslony wektor wykorzystywany byl bezposrednio przy
wnioskowaniu statystycznym obejmujacym zakres detekcji.

Diagnoza polegala na rozpoznawaniu dwoch zalozonych typéw uszkodzen
(d=2).

Jako pierwszy z nich (k =1) przyjeto zmniejszanie si¢ maksymalnej wartosci
bezwzglednej dostgpnego sterowania (zgodnie z zalozeniem (3) twierdzenia 6.1
powinna ona wynosi¢ 1), co w praktyce §wiadczyloby o niesprawnosci mechanizmu
napedowego. Stosownie do wzoréw (6.39) i (6.51), uszkodzenie to wprowadzane bylo
poprzez zmiang warto§ci sterowania U, z +1 na 1-Au oraz z —1 na —1+Au, przy
czym Au €[0,1]. Podstawe wnioskowania statystycznego stanowila tu pierwsza wspot-
rzedna wektora symptoméw (6.54), a wige — zgodnie z formuta (5.2) — odwzorowanie
g, : R* > R przyjmuje postaé projekcji na ta wspolrzedna, czyli
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| vi(y(D)
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0,25+

0,20

y(t
0,15 T T yQ
0 1 2 3

Rys. 6.11. Doswiadczalnie uzyskana charakterystyka oporéw ruchu systemu pozycyjnego.

&(Z(- =l ) . (6.55)

Za drugi typ diagnozowanego uszkodzenia (k = 2) zostalo uznane powigkszanie
si¢ oporéw ruchu, w praktyce stanowiace o niesprawnosci mechanizmow przemie-
szczania. Do funkcji v*, wprowadzonej wzorem (6.53), dodawano liczbe Av e[0,1]
(przy czym powstata stad suma byla ograniczana do przedziatu [0,1] ). Warto zwrécié
uwagg, ze zgodnie z rysunkiem 6.11, warto$é 0,3 mozna uznaé za nadmiernie duza dla
predkosci 0,8 , ale ta sama wielko$¢ okazuje si¢ poprawna dla predkosci bliskich zeru.
Identyfikacji podlega tu zatem zalezno$é¢ pomigdzy wartosciami predkosci i oporéw
ruchu. Odwzorowanie g, : R’ — IR* dane jest wiec Jjako projekcja na druga i trzecia
wspotrzedna wektora symptomow:

& (2( - ))E[IV( ' "] . (656)
)

Tak wigc pierwszy typ diagnozowanego uszkodzenia polegat na rozpoznawaniu
zmian warto$ci pojedynczej skladowej wektora symptoméw, natomiast drugi — relacji
pomiedzy jego skladowymi.

Przy pozyskiwaniu danych charakteryzujacych poprawne warunki pracy oraz oba
typy diagnozowanych uszkodzen, do kazdej wspéhrzednej wektora symptoméw doda-
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wana byla skladowa, reprezentujaca zaklocenia losowe, o odchyleniu standardowym
réwnym okolo 0,01-0,02 warto$ci oczekiwanej danej wspdtrzednej. Podobnie, skiado-
wa taka dodawano do aktualnej warto$ci wektora symptomow, pozyskanej dla potrzeb
testowania hipotez detekcji i diagnozy.

W trakcie projektowania ukladu wykrywania uszkodzen wykorzystywane byly
najczesciej podstawowe postacie proponowanych metod. Przy konstrukcji estymato-
16w jadrowych funkcji gestosci postuzono si¢ jadrem normalnym, natomiast dla
dystrybuanty i kwantyla — eksponencjalnym. We wszystkich trzech przypadkach
stosowano uproszczong transformacje w postaci (3.26) oraz procedur¢ modyfikacji
parametru wygladzania. Dzigki temu jego warto$¢ mogla by¢ wyznaczana zgodnie z
przyblizonym wzorem (3.16). Predykcja oparta zostala na metodzie regresji, przy
uzyciu modelu liniowego, ze stalym parametrem dezaktualizacji oraz z pominigciem

czynnika okresowego.
Dla potrzeb ustalenia wartosci parametréw detekcji i diagnozy przyjgto -(—Zl=

1
=2 = 20, natomiast w przypadku predykcji: s, = 5, =, = 300. Pozostale wielkosci
przyp YKCJLL §p = 8§ = 5,

wyzilaczane byly zgodnie z sugestiami przedstawionymi w poprzednich rozdzialach.

Wyniki symulacji numerycznej uwiarygodnily prezentowana w niniejszej pracy
koncepcje i potwierdzily prawidiowe funkcjonowanie zaprojektowanego tu statysty-
cznego ukladu wykrywania uszkodzen. W przypadku gwaltownego charakteru poja-
wiajacych si¢ symptoméw, co uzyskiwano poprzez nagle powigkszenie wielkosci Au
lub Av, niesprawno$¢ urzadzenia byla niezwlocznie wykrywana i poprawnie rozpo-
znawana w ramach detekcji i diagnozy. Rysunek 6.12 ilustruje pozyskiwane w miarg
uplywu czasu wartosci statystyk detekcji S, i diagnozy S, oraz ich prognoz. Jezeli
natomiast uszkodzenie zwigzane bylo z powolnym narastaniem jego objawow, co
otrzymywano sukcesywnie zwigkszajac wartosci Au albo Av, to bylo ono prognozo-
wane z prawidlowym wskazaniem na typ powstajacej nieprawidlowosci (predykcja), a
w stosownym czasie wykrywane i identyfikowane w ramach detekcji i diagnozy (rys.
6.13). Najczgsciej testy diagnozy okazywaly si¢ skuteczniejsze od uniwersalnego testu
detekcji, w prognozowaniu oraz przede wszystkim w wykrywaniu przypisanego im
typu uszkodzenia. Potwierdza to zasadnos¢ wprowadzenia koncepcji zmodyfikowane;
hipotezy H, definiowanej wzorem (3.143).

Doswiadczenia pozyskane w trakcie opracowywania programu symulacyjnego, a
takze otrzymane z jego wykorzystaniem wyniki, pozwalaja na sformulowanie szeregu
wnioskow o charakterze aplikacyjnym.

Przede wszystkim nalezy podkre§li¢ konieczno$¢ odpowiedniego — dla konkret-
nego urzadzenia, lub ogodlniej, zagadnienia nadzorowania systemu dynamicznego —
wyboru postaci wektora symptoméw. Podobne znaczenie mozna przypisa¢ reprezen-
tatywnosci pozyskanych danych, ktére jak najpelniej powinny charakteryzowa¢ popra-
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Rys. 6.12. Proces wykrywania uszkodzen przy gwaltownym charakterze zmian.
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Rys. 6.13. Proces wykrywania uszkodzeh w przypadku powolnie narastajgcych objawow.
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wne warunki pracy oraz poszczeg6lne typy diagnozowanych nieprawidtowosci. Zbiory
takich danych musza obejmowaé wszystkie mozliwe warianty, ktore potencjalnie
moglyby wystapi¢ podczas procesu wykrywania uszkodzeh. Zwlaszcza w przypadku
charakterystyki poprawnych warunkéw pracy rekomendowaé nalezy dokonywanie
pomiaréw dla najmniej korzystnych uwarunkowat, CZy WIECZ przy sztucznie powick-
szonych zakl6ceniach oraz innych czynnikach o negatywnym wplywie na powtarzal-
nos¢ otrzymywanych wynikow.

Podczas stosowania przedstawionego ukladu wykrywania uszkodzen korzystne
moze okaza¢ si¢ ograniczenie dla potrzeb predykcji wartoéci statystyk Sy, S;, ... , S,.
Wtedy, w przypadku detekcji, jako obserwacje (4.69) traktowaé nalezy nastgpujace
wielkosci:

min(Sy(@,1),b,), min(S,(@,2),4,), ... , min(S,(@,7).5,) , (6.61)

przy czym b, > 0. Oznacza to gérne ograniczenie statystyki Sy do liczby b,. Celem
powyzszej koncepcji jest eliminacja blednych wskazaf prognozy, bedacych jedynie
rezultatem przesunigcia si¢ wektora symptoméw z obszaréw przypisanych wyjatkowo
duzym wartosciom statystyki S,, do regionéw o wartosciach aczkolwiek mniejszych,
ale bynajmniej nie dajacych podstaw do przypuszczefi o zaistnieniu uszkodzenia. Jako
stala b, zaproponowaé mozna wielokrotno$é wartoéci krytycznej a,, w szczegdlnosci:

by=10a, . (6.62)

Dla diagnozy, podobny rezultat otrzymuje si¢ ograniczajac statystyki S, od dotu, czyli
traktujac jako obserwacje (4.69) wielkosci

max(S; (@,1),b,), max(S,(w,2),4,), ..., max(S, (w,),b,) , (6.63)

gdzie b, > 0 oraz k =12,...,d, przy czym wstepnie rekomendowane s wartosci

=%

b, = 10 (6.64)
Korzysci moga tu jednak nie by¢ tak znaczace jak w przypadku detekcji, gdyz statysty-
ki diagnozy sa juz z natury ograniczone od dohu przez zero. (Na rysunkach 6.12 1 6.13
widoczny jest wplyw ograniczenia b, = 2 na prognozy statystyki S,.)

Wartodci parametréw c,, ¢, ... , ¢, wyznaczane na podstawie kryteriow (3.88) i
(3.120), wraz ze stosownymi modyfikacjami, sa maksymalnymi przy jakich zagwa-
rantowana jest globalna zbiezno$¢ algorytméw (3.80)-(3.81) oraz (3.115)~(3.116).
Ewentualne zwigkszenie wzmiankowanych parametréw najczgiciej skutkuje polepsze-
niem szybkosci obliczen, jednakze w ogéinym przypadku, procedury te nie musza by¢
wtedy zbiezne. Uwzgledniajac powyzsze racje, zaproponowaé mozna dopuszczenie
stalych ¢, ¢, ... , ¢, kilka lub nawet kilkadziesiat razy wigkszych od wartosci otrzy-
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manych dzigki powyzszym kryteriom, do czasu gdy spelnione sa warunki
1-g,(d;)>0 (6.65)

dla algorytmu (3.80)-(3.81) oraz

m Al
mr— ZI(Q—h—y") >0 (6.66)
i=1

w przypadku procedury (3.115)-(3.116). Jesli nierownosci te przestana by¢ prawdzi-
we, to zakoficzenie obliczen powinno nastapi¢ z wykorzystaniem wartosci (3.88) i
(3.120). Zamyslem powyzszej koncepcji jest uzyskanie szybszego dziatania algorytmu
dzigki poczatkowo nienaturalnie zwigkszonym wartoSciom parametrow ¢, ¢, ...
..., ¢;, natomiast w przypadku zagrozenia zbieznosci, powrét do warunkow gwa-
rantujacych t¢ wlasnos¢.

Podczas stosowania zaprojektowanego ukladu, wektor symptoméw moze by¢
wstepnie poddany procesowi filtracji. Wykorzystywane powszechnie do tego celu
metody sa zasadniczo niezalezne od przedstawionej w niniejszej pracy koncepci,
aczkolwiek nalezy zwrocié uwage na pojawiajacy si¢ wtedy podstawowa sprzeczno$c:
w praktyce filtracja wprowadza do ukladu pewne opdznienie, podczas gdy giéwna
przestanka procesu wykrywania uszkodzen jest szybkos¢ dziatania. Najprostsza idea
filtrowania polega na generowaniu pomocniczego ostrzezenia po p, mnastgpujacych
bezposrednio po sobie sygnalach o pojawieniu si¢ nieprawidlowosci, podczas gdy sam
fakt wykrycia uszkodzenia uznawany bylby dopiero po wystapieniu kolejnych p,
takich sygnatéw (p,, p, €IN) . W praktyce, wartosci parametréw p, i p, powinny by¢
ustalone heurystycznie, bedac bezposrednio uzaleznione od akceptowalnej wielkosci
wprowadzanego opdznienia i charakterystyki wystepujacych zaklocen.

I wreszcie, warto podkreslié, iz z racji zlozonosci wspélczesnych procesow
technologicznych, zadne reguly nie zastapia calkowicie inwencji inzyniera, dopaso-
wujacej ogélny material teoretyczny do konkretnych zagadnien aplikacyjnych.
Przyktadowo, w praktyce pozytywne moze okaza¢ si¢ pomniejszenie — wzgledem
optymalnych w sensie $redniokwadratowym — wartoéci parametréw wygladzania
podczas konstruowania estymatorow fl, f”z, - fd, co czyni bardziej wyrazistymi
charakterystyki poszczegolnych typéw diagnozowanych uszkodzef. Proporcjonalnego
zwiekszenia wymaga wtedy Zadana liczno$¢ proby losowe;.
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W niniejszej publikacji przedstawiona zostala nowatorska koncepcja ukladu
wezesnego wykrywania uszkodzen, w zakresie obejmujacym:

(1) detekcje uszkodzen, a wigc stwierdzenie wystgpowania nieprawidlowosci w sta-
nie technicznym nadzorowanego systemu; = -
(2) diagnoze uszkodzen, czyli zlokalizowanie i identyfikacje owych nieprawidlowo-

§ci;

(3) predykcje uszkodzen, tzn. uprzedzenie o zagrozeniu ich pojawieniem si¢ w nie-
dalekiej przyszlosci (wraz z przypuszczalng klasyfikacja).
Ide¢ ukladu oparto na metodyce statystyki matematycznej, ze szczegdlnym uwzgle-
dnieniem techniki estymatoréw jadrowych. Praca ukierunkowana jest na problem
wykrywania uszkodzen w systemach dynamicznych bedacych obiektami sterowania
automatycznego, jednak zasadnicza formula ma charakter uniwersalny i moze byé
uzyta wobec szerokiej klasy zagadnien, takze spoza zakresu inzynierii.

Proponowany algorytm przewidziany jest do realizacji w czasie rzeczywistym,
podczas wykonywania przez nadzorowane urzadzenie wlasciwych mu czynnosci te-
chnologicznych. Czynnikiem warunkujacym mozliwo$¢ zastosowania przedstawionej
tu metody jest okreslenic tzw. wektora symptoméw, czyli skonczonej ilosci zmiennych
(na przyklad obejmujacych wybrane skladowe sterowania, stanu, odpowiedzi, czy tez
parametry systemu dynamicznego), ktérych aktualne warto$ci oraz relacje migdzy nimi
sg uzaleznione od stanu technicznej sprawnosci nadzorowanego urzadzenia. Dokladna
posta¢ owych relacji nie musi byé podana a priori — jej identyfikacja stanowi
integralng czg$¢ proponowanej tu procedury. Co wigcej, nie jest réwniez wymagana
szczegotowa znajomo$¢ modelu nadzorowanego systemu dynamicznego. Dopuszcza
si¢ takze jednoczesne wystapienie kilku réznych typéw diagnozowanych uszkodzen
oraz praktycznie dowolnos¢ opisujacych je wzorcow statystycznych. Wykrywane i
rozpoznawane sa zmiany stanu technicznego zaréwno o gwaltownym, jak i — dzigki
predykcji — réwniez powolnym charakterze. I wreszcie, wymagania dotyczace ukladu
komputerowego, realizujacego zaprojektowany algorytm nie wykraczaja poza mozli-
wosci nowoczesnych urzadzen automatyki o stopniu zaawansowania adekwatnym do
stosowania procedur wykrywania uszkodzef. Parametry wspolczesnych ukladow
numerycznych w praktyce ograniczaja wymiar wektora symptoméw do 7-9, natomiast
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ilo§¢ diagnozowanych typoéw uszkodzen w wigkszosci zastosowani nie powinna prze-
kraczaé 4-6.

Poza okresleniem postaci wektora symptoméw, od projektanta wymaga si¢ za-
sadniczo jedynie prostych do ustalenia ilorazéw reprezentujacych stosunek strat wyni-
klych z niewykrycia danego typu diagnozowanego uszkodzenia i zwiazanego z nim
falszywego alarmu, a takze wartodci wyprzedzefi poszczegdlnych prognoz. Jesli spel-
nione sa powyzsze warunki, to przedstawiony w niniejszej pracy material teoretyczny
dostarcza pelnego algorytmu umozliwiajacego zaprojektowanie nowoczesnego ukladu
wykrywania uszkodzen. W szczegdlnosci, podane zostaly $ciste reguly okreSlania
postaci wystgpujacych funkcji i wyznaczania wartosci parametréw. Istotne z punktu
widzenia praktyki inzynierskiej moze okazaé si¢ takze zamieszczenie interpretacii
skutkéw ewentualnie wprowadzanych odstepstw od proponowanych, uniwersalnych
formut.

Uzyty aparat matematyczny w znacznym stopniu oparty jest na rzadko jeszcze
stosowanej do zagadnien praktycznych technice estymatoréw jadrowych. W niniejszej
publikacji zostala ona wykorzystana do estymacji wielowymiarowej funkcji gestosci, a
takze dystrybuanty i kwantyla rzeczywistej zmiennej losowej. W pracy szczegélowo
rozwazono teoretyczne aspekty zastosowan powyzszych estymatorow. Wielokrotne
uzycie jednej, zasadniczo nie zmienianej techniki, umozliwia wszechstronne wykorzy-
stanie przez projektanta nabywanego sukcesywnie do$wiadczenia.

Dzialanie przedstawionego w niniejszej pracy ukladu zostalo sprawdzone za po-
moca numerycznego programu symulacyjnego. Nadzorowanym obiektem by} nieciagly
system pozycyjny, poddany dziataniu losowego sterowania czasooptymalnego. Szcze-
gblowo rozwazono matematyczne aspekty powyzszego zagadnienia oraz wynikajace
stad, dogodne do zastosowan struktury suboptymalne. Uzyskane wyniki uwiarygodnily
prezentowana koncepcje i potwierdzily prawidlowe funkcjonowanie zaprojektowanego
tu statystycznego uktadu wykrywania uszkodzen, uzupekniajac rozwazania teoretyczne
wnioskami o charakterze aplikacyjnym.

Przedstawiony material udokumentowany jest szeregiem twierdzen matematy-
cznych, podanych w formie dodatkéw. Wykazano kolejno: mocna zgodno$¢ propono-
wanych tu jadrowych estymatoréw dystrybuanty i kwantyla, formalna poprawnos¢
zaprojektowanych procedur diagnozy i detekcji oraz twierdzenie dowodzace istnienia i
charakterystyke sterowania czasooptymalnego dla ukladu pozycyjnego, ktérego dyna-
mike opisano za pomocg losowej nieciaglej inkluzji rézniczkowe;.

Uzupehienie rozwazanego w niniejszej publikacji materialu stanowi liczny wy-
kaz literatury z zakresu automatyki — zwlaszcza wykrywania uszkodzen i sterowania
optymalnego — oraz statystyki matematyczne;.
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W niniejszym rozdziale wykazane zostana tezy wykorzystane we wczesniejszych
partiach niniejszej publikacji. Kolejne sekcje zawieraja: dowéd mocnej zgodnosci
estymatoréw dystrybuanty (dodatek A — podrozdziat 8.1) i kwantyla (dodatek B —
podrozdziat 8.2), a takze stwierdzenie poprawnosci proponowanej procedury diagnozy
(dodatek C — podrozdziat 8.3) oraz detekcji uszkodzen (dodatek D — podrozdziat 8.4). I
wreszcie, w podrozdziale 8.5, stanowiacym dodatek E, wykazano twierdzenie 6.1 o
losowym sterowaniu czasooptymalnym.

8.1. DODATEK A: dowéd mocnej zgodnosci
jadrowego estymatora dystrybuanty

Ponizej zostanie udowodniona wiasno§¢ mocnej zgodnosci definiowanego wzo-
rem (3.63) jadrowego estymatora dystrybuanty.

W tym celu rozwazany bedzie ciag zmiennych losowych {¥;}77,, okreslonych na
wspélnej przestrzeni probabilistycznej (Q,Z, P), a takze ciag ich wartosci {y,}72,. Dla
dowolnie ustalonego m eIN\{0}, odwzorowanie 2 :98(R)—>[0,1] zdefiniowane
jako

_,@,(B)=%#{i €f{l,2,..,m}:y B} , 8.1

gdzie #A oznacza licznos¢ zbioru 4 oraz 98(R) reprezentuje rodzing rzeczywistych
zbioréw borelowskich, jest rozkladem miary probabilistycznej i nosi nazwe rozkladu
empirycznego ciagu {¥;}7,. Niech takze & :98(R)—>[0,1] bedzie rozkladem miary
probabilistycznej. Ciag zmiennych losowych {Y;}i, nazywany jest ciagiem empiry-
cznie ergodycznym z granica 2, jezeli z prawdopodobiefistwem 1 (wzgledem miary
P) spetniony jest warunek

lim #(C) = (C) (82)

dla kazdego zbioru C postaci (—oo,c], gdzie ZZ({c})=0.
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Jak wynika z twierdzenia Gliwienki-Cantellego, powyzszy warunek jest ogol-
niejszy od formulowanego najczeSciej w teorii estymacji zatozenia o identycznosci
rozkladow i niezaleznosci zmiennych losowych ¥, reprezentujacych probe losowa. W
przypadku przyjecia takiego zalozenia, prawo wielkich liczb implikuje, ze miara &
jest po prostu rozkladem zmiennych Y, czyli

P(B)=P({w eQ: Y (w)eB}) 8.3)
dla dowolnego i =1,2,... oraz B e B(R).

Lemat 8.1
Niech ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥;}7,, okreslonych na wspdlnej
przestrzeni probabilistycznej (Q, Z, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granica 2
o dystrybuancie F. Jezeli estymator tej dystrybuanty F zdefiniowany jest wzorem
(3.63) oraz spelione sa zaleznosci (3.2)-(3.6) i (3.61), to z prawdopodobiefistwem 1
(wzglgdem miary P) prawdziwe jest

limlim F(y*) = F(3*) (8.4)

h—>0 m—>w
dla kazdego y* R takiego, Ze

Z{y'H=0 . (8.5)

Dowdd.
Z warunku (8.1) wynika wprost, iz

L3 2000 = [ 2,00 dB0)  diadowalnego B e HE®) 8.6)

przy czym y , oznacza funkcje charakterystyczna zbioru B. Poniewaz operatory linio-
we 1 ciagle, réwne na przestrzeniach gestych sa identyczne, to dla dowolnej mierzalnej
funkcji g: R—> IR prawdziwa jest rtéwnos¢

2 E0) =0 420) - (5.7

W szczegoblnosci, na podstawie definicji (3.63), otrzymac stad mozna

Pon=[1{X ) ae0) 9)

A zatem wzor (8.2) stanowi, dzigki wlasnosciom slabej zbieznosci dystrybuant rozkla-
déw probabilistycznych, ze z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi
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lim £(y") = I(y—h‘y—J d&(y) . 8.9

Konsekwencja zaleznosci (3.4) 1 (3.61) sa:

lim /() =0 (8.10)
oraz
mI(y)=1, (8.11)
y—)ao

co dzigki warunkowi (3.3) implikuje
. 1 dla y<y*
}}noll(L];——yJ =J1(0) dla y=)° . (8.12)
0 dla y>y*

Z kolei, stosujac wlasno$¢ addytywnosci catki wzgledem zbioru catkowania,
uzyska¢ mozna réwnoéé

| z(yh—‘y) d2(y) = (8.13)

= | 1(1h‘—y] d(y) + 10) 2y + | I(*—”—h‘—y) de(y)
(=" ")

a zatem z twierdzenia Lebesgue’a o zbiezno$ci zmajoryzowanej ika, 1z
¢

lim I(y—h‘—y) d2()= [ d2y) + 102 , (8.14)

h—>0
R (~=0,3")

czyli po uwzglednieniu zalozenia (8.5):

lim J(MJ da®2(y)= [ dz(y) . (8.15)
h—>0 h

B (==,
Podstawiajac do powyzszego wzoru réwnos¢ (8.9) otrzymuje si¢ ostatecznie teze do-

wodzonego lematu. &

Twierdzenie 8.2

Niech ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥;}7,, okreslonych na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej (Q,Z, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granicq &2
o dystrybuancie F. Jezeli estymator tej dystrybuanty £ zdefiniowany jest wzorem
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(3.63) oraz spehione sg zaleznosci (3.2)-(3.6) i (3.61), a ponadto warto$¢ parametru
wygladzania h uzaleznia si¢ od licznosci proby losowej m tak aby spelniony byt waru-

nek
limh=0 , (8.16)
nm—yw
to wtedy dla kazdego y* eR takiego, ze
Z{y'H=0, (8.17)
z prawdopodobienstwem 1 (wzgledem miary P) prawdziwe jest
lim F(y") = F(") , (8.18)

co oznacza mocng zgodnosé, czyli takze zgodno$¢, jadrowego estymatora dystrybuan-
ty w punktach jej ciaglosci.

Dowdd.
Wystarczy wykazaé, ze wystepujaca we wzorze (8.4) zbiezno$é przy m— o jest je-
dnostajna wzgledem zmiennej A.

Niech F, oznacza dystrybuant¢ rozkladu miary 2. Dla dowolnie ustalonego
meIN\{0} prawdziwe jest zatem, iz

lgnf(%) (F, - F)3)=0 (8.19)
lim I(y hy) (F, —-F)»)=0 . (8.20)

Stosujac wobec calki Stieltjesa § procedurg catkowania przez czgéci otrzymuje
sie dzigki temu

i I(y—h‘—y) 4%) —jl[y*T‘y) 42(y)=
=$1 (y y) d(F, ~F)(y)=
=—i (F, - F)(») dl(!—:}—l_—)—}) . (8.21)

Poniewaz niezaleznie od warto$ci zmiennej s, wahanie funkcji 7 wynosi 1 (jest skon-
czone), natomiast z twierdzenia Gliwienki-Cantellego wynika, iz
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sup [(F, —F))l —= 0, (8.22)

to wzory (8.8)-(8.9) i (8.21) ostatecznie dowodza prawdziwosci tezy twierdzenia. m

Warto przypomnie¢, ze jezeli rozklad miary &2 posiada funkcje gestosci, to
zalozenie (8.17) jest w oczywisty sposéb spemione.

Uwagi bibliograficzne

W pracy [15] znalezé mozna wykorzystywane w powyiszym podrozdziale
elementy teorii miary probabilistycznej, w szczegélnosci twierdzenia 20.6, 22.5 i 25.8.
Operatory liniowe i ciagle prezentuje publikacja [117], natomiast calki Stieltjesa
przedstawione sa w ksiazkach [15, 137]. Stosowne tematycznie podstawy analizy
matematycznej interesujaco prezentuje podrecznik [86] oraz klasyczna monografia
[133].

8.2. DODATEK B: dowody mocnej zgodnosci
estymatorow kwantyla

Przedmiotem rozwazan ponizszego podrozdziaiu Jjest wlasno$¢ mocnej zgodnosci
estymatoréw kwantyla: jadrowego (sekcja 8.2.1) i pozycyjnego (sekcja 8.2.2).

Definicjg¢ ciagu empirycznie ergodycznego znalezé mozna w poczatkowej czgsci
dodatku A.

8.2.1. Dowéd mocnej zgodnosci jadrowego estymatora
kwantyla

Tres¢ niniejszego podrozdziaty stanowi dowéd mocnej zgodnodci jadrowego
estymatora kwantyla §,, danego wzorem (3.113).

Lemat 8.3
Niech ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥}2, okreslonych na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej (2, Z, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granicg 92 .
Jezeli kwantyl 1-tego rzgdu ¢ okreslony jest jednoznacznie wzgledem miary &, jego
estymator jadrowy ¢, definiuje réwnanie (3.113) oraz spelione sa zaleznosci
(3.2)-(3.6) i (3.61), to z prawdopodobienistwem 1 (wzgledem miary P) prawdziwe jest
limlimg, =q . (8.23)

h—>0 m—>om
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Dowdd.
Aby wykaza¢ zalezno$é (8.23) wystarczy dowies¢, ze z prawdopodobienistwem 1:

VYe>0 3h,>0 : Vh<h, 3m eN\{0} : Vm>m,
|G, —ql<e . (8.24)

Niech wigc bedzie ustalone dowolne £ >0. Miara &2 jest skoficzona, a zatem
zbiér liczb rzeczywistych dodatniej miary moze by¢ co najwyzej przeliczalny —
istnieja wige y~,y”~ €R zerowej miary & oraz speniajace nieréwnosci

g-e<y <q<y’ <q+e¢ . (8.25)
Dystrybuanta jest funkcja rosnaca, czyli dzigki zatozonej jednoznacznosci kwantyla
wynika stad istnienie takiego d €(0,), ze

FO )+d<F(@)<F(")-d , (8.26)

gdzie F jest dystrybuanta miary & . Teza wykazanego w dodatku A lematu 8.1 impli-
kuje, iz z prawdopodobienstwem 1 zachodzi

Ve>0 3k, >0 : Vh<h, 3Im eN\{0} : Vm>m,
FO)Y<F@y )+d 8.27)
FO&Y>F(p™)-d ,
a zatem laczac ostatnie dwie zaleznosci otrzymuje sig, Ze z prawdopodobienstwem 1:

Ve>0 3h, >0 : VYh<h, Im elN\{0} : Vm>m,
FQ)<F(@<FQ) . (8.28)

Z uwagi na monotoniczno$é odwzorowania F oraz warunek (8.25), wzor (8.28) sta-
nowi o prawdziwosci formuly (8.24), co koficzy dowéd powyzszego lematu. &

Twierdzenie 8.4

Niech ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥;}7,, okreslonych na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej (Q, %, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granicg 2 .
Jezeli kwantyl r-tego rzedu g okreslony jest jednoznacznie wzglgdem miary &2, je-
go jadrowy estymator §, definiuje réwnanie (3.113) oraz spelnione sa zaleznosci
(3.2)-(3.6) i (3.61), a ponadto warto$¢ parametru wygtadzania / uzaleznia sig od licz-
nosci proby losowej m tak aby spelniony byl warunek

- limh=0 , (8.29)

m—yo

to wtedy z prawdopodobiefstwem 1 (wzgledem miary P):
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limg, =q , (830)

m—yw

Co oznacza mocng zgodno$é, czyli takze zgodnosé, jadrowego estymatora kwantyla.

Dowdd.

Jak wynika z dowodu twierdzenia 8.2 przedstawionego w dodatku A, wartoéé m,,
wprowadzona formuly (8.27), nie zalezy od zmiennej A. Stanowi to, iz wystepujaca we
wzorze (8.23) zbiezno$¢ przy m— o jest Jjednostajna, co dzigki iematowi 8.3 impli-
kuje wprost prawdziwo$¢ niniejszego twierdzenia, =

8.2.2. Dow6d mocnej zgodno$ci pozycyjnego estymatora
kwantyla

Ponizsza sekcja zawiera dowéd mocnej zgodnoéci pozycyjnego estymatora
kwantyla §,, definiowanego zaleznoscia (3. 129).

Lemat 8.5

Niech:

(1) ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥;}12,, okreslonych na wspélnej prze-
strzeni probabilistycznej (Q,Z, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granica
Zz;

(2) kwantyl r-tego rzedu g okreslony jest Jjednoznacznie wzglgdem miary & ;

(3) Y,,, reprezentuje statystyke pozycyjna rzedu k, przyporzadkowana zmiennym
losowym Y ;

(4) {J}ma 0znACZA Ciag liczb naturalnych taki, ze

0<j,<m dla m=12,... (8.31)
oraz

limZz =5 (8.32)
m—y m

Wtedy z prawdopodobiefistwem 1 (wzgledem miary P):

IimY, =q . (8.33)

Mmoo Jm

Dowdd.
Zaprzeczeniem dowodzonej tezy (8.33) jest istnienie z dodatnim prawdopodobien-
stwem P ciagu {m, };; liczb naturalnych takiego, ze

39" >q : VkeN\{0} Y, om 24 (8.34)

Jm,
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Tub

dg,<q : VkeN\{0} VT, <q, . (8.35)

Ty Mk

Ponizej zostanie rozpatrzony warunek (8.34). W przypadku formuly (8.35) rozwazania
sa analogiczne.

Z definicji statystyki pozycyjnej wynika zatem, iz z dodatnim prawdopodobieii-
stwem

#ie{l, 2, ...,m}: L,<q}<j, (8.36)
czyli takze
1, oy < Im
—#ie{l,2,..,m}: Y e(-o,qg [} <— . (8.37)
m, m,

Po dokonaniu przejécia granicznego przy k — oo otrzymuje si¢ z uwagi na zalozenia

(1)i(4), ze
L(-oqg' D=7 . (8.38)

Tymczasem z jednoznaczno$ci kwantyla wynika wprost, iz

B((~0,q"]) > Z(—0.qD =7 . (8.39)

Wzory (8.38) i (8.39) stanowia sprzeczno$¢, dowodzaca w konsekwencji praw-
dziwosci tezy lematu. =

Twierdzenie 8.6
Niech ciag rzeczywistych zmiennych losowych {¥;}7Z,, okreslonych na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej (€2, =, P), bedzie empirycznie ergodyczny z granica & .
Jezeli kwantyl r-tego rzedu g okreélony jest jednoznacznie wzgledem miary &, jego
estymator pozycyjny §, definiuje réwnanie (3.129), to wtedy z prawdopodobien-
stwem 1 (wzgledem miary P):

limg,=q , (8.40)

co oznacza mocna zgodnos¢, czyli takze zgodnos¢, pozycyjnego estymatora kwantyla.
Dowdd.

Poniewaz suma wspdlczynnikéw wystepujacych we wzorze (3.129) przy statystykach

pozycyjnych wynosi 1, wystarczy wykazaé, iz z prawdopodobienstwem 1 zachodzi

limY,, =gq (8.41)

m—yew
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limy, =q, (8.42)
m-»w

gdzie
i=[mr+05] , (8.43)

natomiast [a] reprezentuje cz¢s¢ calkowits liczby a eRR. Powyzsze wynika juz bez-
posrednio z tezy lematu 8.5, gdyz oczywiste sq zaleznosci

lim 74051 : (8.44)
T L) B S (8.45)

Niniejszym dowod twierdzenia 8.6 zostat zakonczony. m

Na koniec warto przypomnie¢, ze jezeli rozklad miary posiada funkcje gestosci o
spOjnym nosniku, to kwantyl jest okreslony jednoznacznie.

8.3. DODATEK C: dowéd formalnej poprawnosci
procedury diagnozy uszkodzen

Rozwazania niniejszego podrozdziatu stanowia o formalnej poprawnosci proce-
dury diagnozy, prezentowanej w podrozdziale 3.3.

Twierdzenie 8.7

Niech:

(1) ¢>0;

(2) X, Y, ¥, reprezentuja n-wymiarowe zmienne losowe, okreslone na tej samej
przestrzeni probabilistyczne;j, ktérych rozklady posiadaja funkcje gestosci;-

(3) fy oznacza funkcje gestosci rozkladu zmiennej losowej X, natomiast f v —jej
mocno zgodny estymator jadrowy, wyznaczony na podstawie m, -elementowe;j
proby losowej, z zastosowaniem jadra takiego, iz przeciwobraz dowolnej rzeczy-
wistej liczby jest zbiorem miary zero;

(4) odwzorowania f, oraz f v sa borelowskie;

(5) a eR stanowi jednoznaczne rozwiazanie réwnania

Fyooy, (a)+CFonYI (@=1, (8.46)

przy czym F, ., i F, ., oznaczaja odpowiednio dystrybuanty zmiennych loso-
wych fy o, oraz fy o¥;;
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(6) a eRR jest rozwigzaniem réwnania
ﬁf.x% (ﬁ)+cﬁfxo},l @=1, (8.47)

gdzie F - iF, oo reprezentujq odpowiednio mocno zgodne jadrowe esty-
matory dystrybuant zmiennych f v oY, oraz f v ©Y;, wyznaczone na podstawie
prob losowych o licznosciach m, i m,, przy czym w obu przypadkach warto§é
parametru wygladzania h uzaleznia si¢ od liczno$ci proéby m tak aby prawdziwe

byly zaleznosci

imh=0 (8.48)
m—-y>w
limmh=co ; (8.49)
m—rw

ia F. F, Scisle rosnace.
(7) odwzorowania F’ oo, OTAZ F7 . sa $cidle rosnace

Wtedy z prawdopodobienstwem 1:

Jim da=a (8.50)
my—>e
ml—)w

a wigc d jest mocno zgodnym, czyli takze zgodnym, estymatorem wielkosci a.
Dowdd.
Z mocnej zgodnosci estymatora f” v wynika, iz z prawdopodobiefistwem 1:
Txoly =222 fyok, . (8.51)
Implikuje to staba zbiezno$¢, a w konsekwencji zbiezno$é dystrybuant

My —>o0

Fp (0 =Fpuy(@® —2225 0 (8.52)

w punktach ciaglo$ci odwzorowania F .y .
Z kolei prawdziwa jest zalezno$é:

t
oo, ) ds = [ 17 (5) ds| <

onYo - fXaYo (t)l =

Hffxoy() ff y(s)Ids<

< [y =13, 0 s (8.53)

—o0

gdzie f ooty i f ey oznaczaja odpowiednio funkcjg gestosci zmiennej losowej f P A
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oraz jej estymator jadrowy. (Istnienie powyzszej funkcji wynika z tresci zalozen
(2)-(3) na podstawie twierdzenia Radona-Nikodyma.) Jezeli spelnione sa warunki
(8.48)-(8.49), to prawa strona nieré6wnosci (8.53) jest z prawdopodobienstwem 1
zbiezna do zera dzieki mocnej zgodnosci estymatoréow jadrowych funkcji gestosci w
normie L,. Stanowi to wigc o zbieznosci takze lewej strony, czyli

N I
Fi g O=F; () ——— 0 (8.54)
z prawdopodobienstwem 1.
A teraz:
ﬁvfx% (t) - foc}'o ()= ﬁfx% - fo% (t) + fo% (t) _fooYo o , (8.55)

skad dzieki wzorom (8.52) i (8.54) wynika, iz z prawdopodobiefistwem 1:

my—»oo
Fo o O=Fp g () —> 0 (8.56)

w punktach ciaglosci odwzorowania F ; .

Analogicznie, z prawdopodobienstwem 1 prawdziwa jest zaleznosé

My -0 .
Fo = Fp o (D) 027 50 (8.57)

w punktach ciaglosci odwzorowania F, ;.
Aby udowodni¢ teze (8.50) nalezy wykazac, ze przy dowolnie ustalonym ¢£>0 i
dla dostatecznie duzych m,, , m, oraz m,:

de(a—¢,a+&) (8.58)

z prawdopodobienistwem 1.

I tak, dystrybuanta miary probabilistycznej moze mie¢ co najwyzej przeliczalna
ilo$¢ nieciaglosci. Istnieja zatem liczby ¢7,1” €R, w ktérych odwzorowania F . 1
F

S

- ov, & ciagle oraz spelniony jest warunek

a-g<t <a<t’<a+e . (8.59)

Dystrybuanta jest takze funkcja rosnaca, a wigc z uwagi na zalozong jednoznacznos¢
rozwiazania a prawdziwe sa nierownosci

fooYO(tN)+CfooYi ()<l (8.60)
foe}q,(tz)+Cfoo)/,(tz)>1 » (8.61)

czyli dzigki wzorom (8.56) i (8.57), dla dostatecznie duzych m,, m, oraz m,, z
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prawdopodobiefistwem 1 zachodzi takze

Af.XOYO (t~)+c Ff){d’l (IN) < 1 (862)
Fp W) +ck; (7)>1, (8.63)

co — uwzgledniajac postaé rownania (8.47) oraz ciaglos¢ jadrowego estymatora dystry-
buanty — stanowi wprost o prawdziwosci warunku (8.58) i w konsekwencji dowodzo-
nej tezy. @ '

Z powyzszego twierdzenia wynika poprzez oczywiste podstawienia, iz — zgodnie
z teza, sformulowana w podrozdziale 2.3 — jezeli a, (k=12,...,d) jest rozwiazaniem
réwnania (3.73), to 4, stanowiace rozwiazanie zaleznosci (3.74) jest jego mocno
zgodnym, a wigc takze zgodnym, estymatorem.

Uwagi bibliograficzne

Wlasnosci estymatora jadrowego funkcji gestosci wzgledem normy L; sa przed-
miotem rozwazah pracy [34]; (w powyzszym dowodzie zostala wykorzystana teza
twierdzenia 1 z rozdzialu 3). Twierdzenie Radona-Nikodyma znalez¢é mozna w ksiazce
[117]. Uzyte elementy teorii miary probabilistycznej zamieszczono w monografii {15].

8.4. DODATEK D: dow6d formalnej poprawnoSci
procedury detekcji uszkodzen

Tre$é ponizszego podrozdziatu stanowi o formalnej poprawnosci procedury de-
tekcji, przedstawionej w ramach podrozdziatu 3.4.

Twierdzenie 8.8

Niech:

(D) ceOD;

(2) X, Y reprezentuja n-wymiarowe zmienne losowe, okreslone na tej samej prze-
strzeni probabilistycznej, ktérych rozklady posiadaja funkcje gestodci;

(3) f, oznacza funkcje gestosci rozktadu zmiennej losowej X, natomiast f" v —jej
mocno zgodny estymator jadrowy, wyznaczony na podstawie m, -elementowe;
proby losowej, z zastosowaniem jadra takiego, iz przeciwobraz dowolnej rzeczy-
wistej liczby jest zbiorem miary zero;

(4) odwzorowania f, oraz f + sa borelowskie;

(5) a eR stanowi jednoznaczne rozwiazanie réwnania
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fooy (@)=c , (8.64)

przy czym F, ., oznacza dystrybuantg zmiennej losowej f, oY ;
(6) d R jest rozwigzaniem réwnania

B @=c, (8.65)

gdzie F 7oy Teprezentuje mocno zgodny jadrowy estymator dystrybuanty zmien-
nej fy oY, wyznaczony na podstawie m-elementowej préby losowej, przy czym
warto$¢ parametru wygladzania 4 uzaleznia si¢ od licznosci proby losowej m tak
aby prawdziwe byly zaleznoéci

limh=0 (8.66)
m->»o0
limmh=cw ; (8.67)
m—»w

(7) odwzorowanie ¥ o jest scisle rosnace.
Wtedy z prawdopodobienstwem 1:

lim 4=a , (8.68)
My —»o
m-»o0

a wigc d jest mocno zgodnym, czyli takze zgodnym, estymatorem wielkosci a.
Dowdd.
Analogicznie jak zalezno$¢ (8.56) wykaza¢ mozna, iz z prawdopodobiehstwem 1:
My —ro

Fp oy O=Fpy() —22— 0 | (8.69)

w punktach ciaglo§ci odwzorowania F ror- Podobnie do wzoru (8.58) dowodzi sig
rowniez, ze przy dowolnie ustalonym ¢ >0 i dla dostatecznie duzych m, oraz m, z
prawdopodobienstwem 1 zachodzi takze

de(a-¢,a+e) , (8.70)
co stanowi ostatecznie o prawdziwosci tezy niniejszego twierdzenia. ®

Tak wige dzigki stosownym podstawieniom wnioskowaé stad mozna, ze jesh aq,
reprezentuje rozwigzanie réwnania (3.139), to 4, bedace rozwiazaniem zaleznodci
(3.140) jest jego mocno zgodnym, czyli takze zgodnym, estymatorem. Na fakt ten
powolywano si¢ w podrozdziale 3.4.
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8.5. DODATEK E: dowodd twierdzenia o losowym
sterowaniu czasooptymalnym

Ponizszy dodatek zawiera dowdd twierdzenia 6.1 o losowym sterowaniu czaso-
optymalnym, sformutowanego w podrozdziale 6.1. Najpierw zostana wykazane dwie
tezy pomocnicze.

Lemat 8.9

Niech:
(1) I bedzie przedzialem o niepustym wngtrzu oraz to €l;
@) A=[a,,0,] lub 4=[-a,,—a,], gdzie 0<a, <a,;
(3) odwzorowanie G spetnia jeden z ponizszych warunkow:
(@) G: RxI—> R jestciagle,
(b) G: RxI— #(A) przyjmuje postat

Gy@),t)=c—-v(t) F(y(t) dla y(t)eR oraz tel , (8.71)

przy czym ceR, v:I—> R jest funkcja ciagla, natomiast w przypadku
odwzorowania F: R — ®(R) istnicje funkcja f: R—IR przedzialami
ciagla taka, iz

f(@ dla z#z
F, dla z=z °

H

F(z)= { 8.72)

gdzie z, jest dowolna liczba rzeczywista, F; — dowolnym podzbiorem prze-
dzialu [-1,1] oraz i=12,....k.

Wtedy inkluzja rézniczkowa

(1) eG(y(0).1) (8.73)
z warunkiem poczatkowym

Y(t5) =¥, (3.74)

ma C-, F- i K-rozwiazanie okreslone na przedziale 1.
Ponadto, jezeli
(4) poza punktami nieciagloéci i wielowarto$ciowosci, funkcja F speinia lokalnie
warunek Lipschitza,
to rozwiazania te sa jednoznaczne i rowne sobie.

Dowdd.
W przypadku zalozenia (3-a), istnieje wysycone rozwiazanie klasyczne. Implikuje to
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wprost istnienie C-rozwiazania, bedacego takze K-rozwiazaniem, a wobec istnienia
rozwiazania klasycznego, rowniez F-rozwiazaniem. Natomiast dla wariantu (3-b),
analogiczne rozumowanie przeprowadzi¢ mozna w obszarach réwnoczesnej jednowar-
tosciowosci i ciagloéei funkeji F, po czym rozwiazania te moga ulec ,sklejeniu”.
Warto zauwazy¢, ze ze wzgledu na wynikajace z postaci zbioru 4 nieréwnosci
N)za; >0 lub y(t)<-a, <0 dla t el, wystarczy rozwazy¢ _]edyme skonczona
ilos¢ takich ,,sklejen”.

Jezeli z kolei przyja¢ dodatkowo zatozenie (4), to w obszarach réwnoczesnej
Jednowartosciowosci i ciaglosci odwzorowania F, rozwigzanie klasyczne jest jedno-
znaczne, co stanowi o jednoznaczno$ci K-rozwigzania, a zatem réwniez C- i F-roz-
wiazania. Wynika stad takze réwnosé C-, F- i K-rozwiazania. Ostatecznie, fakt ten
konczy dowdd lematu 8.9. m

Lemat 8.10
Niech:
(1) t; €R oraz y, eR;

(2) I=[t;,0) lub I =[t5,1,), przy czym t; <1,;
(3) 4=[a,,a,] lub 4 =[-a,,-a,], gdzie 0<a, <a,;
(4) dane bedzie odwzorowanie G : R x [ — #(A) takie, ze

GO0 =c—v@) F(y(1)) , (8.75)

przy czym c€R, v: I — R jest funkcja ciagla, natomiast w przypadku odwzo-
rowania F: R — &(R) istnieje funkcja f: R — R przedziatami ciagla taka, iz

f(@ dla z#z
F)= {F da z=z °’

I

(8.76)

gdzie z; jest dowolng liczba rzeczywista, F, — dowolnym podzbiorem przedzialu
[-1,1]oraz i=12,...,k;
(5) y: I > R oznacza C-, F- lub K-rozwiazanie inkluzji rézniczkowej

(1) eG(y(0),1) (8.77)
z warunkiem poczatkowyin
) =Y ; (8.78)
(6) z: I >R jest ustalona funkcja absolutnie ciagla.
Jezeli spelnione sa warunki

2(5) <¥(23) | (8.79)
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() <inf G(z(1),1) prawie wszgdzie wl | (8.80)
to
z() < y(@) dla tel . (8.81)
Natomiast gdy
2(1) 2 (%) (8.82)
2(t) zsup G(z(1),1) prawie wszgdzie wi (8.83)
to
z(t) 2 y(1) dla tel . | (8.84)
Dowdd.

Istnienie wzmiankowanego w zalozeniu (5) rozwiazania y zapewnione jest tezg lematu
8.9.

Ponizej zostanie wykazana nier6wnos¢ (8.81). Dowod zaleznosci (8.84) jest ana-
logiczny.

Ze wzgledu na postaé zbioru 4, zbiér punktéw ¢ €I wielowartosciowosci lub
nieciaglosci funkcji F, jest skonczony. Wystarczy wigc wykazaé tezg przy zalozeniu
réwnoczesnej jednowartosciowosci oraz ciaglodci tej funkcji, gdyz po ,,sklejeniu”
stosownych rozwiazan dowodzona nierdwnos¢ pozostanie prawdziwa.

Niech zatem dana bedzie nastgpujaca inkluzja rézniczkowa:

o) e {G(p(o,t) gdy p()22() 555
G(z(n),t) gy p()<z(1)
z warunkiem poczatkowym
p)=y, - (8.86)

Istnienie funkcji p bedacej C-, F- i K-rozwiazaniem inkluzji (8.85) wynika z tezy
lematu 8.9 (stosujac zalozenie (3-a) ).
Najpierw zostanie wykazane, iz

p()=z(¥) dla tel . (8.87)
Niech wiec dla zaprzeczenia tej nierdwnosci istnieje ¢~ e/ takie, ze
p)<z(t7) . (8.88)

Z ciaglosci funkcji z oraz p wynika, na podstawie zaleznoéci (8.79) i (8.86), istnienie
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t” e[t,,17] takiego, iz

Py =2(1") (8.89)
oraz

p(t) <z(¥) dla te(t,t7] . (8.90)
Z kolei wzory (8.77) i (8.85) wraz z warunkiem (8.90) implikuja

P()—2(1) 2 G(2(1),1) - G(2(1),) = 0 prawie wszedzie w [17,1°] ,  (8.91)

a wigc dzigki rownosci (8.89):
p(t) 2 z(0) dla re[r,17], (8.92)

¢ jest sprzeczne z hipoteza (8.88). Nierdwnosé (8.87) zostala zatem wykazana.

Z zaleznofci (8.85)-(8.87) oraz zapewnione;j teza lematu 8.9 (stosujac zalozenie
(3-b) ) jednoznacznosci C-, F- i K-rozwiazan inkluzji (8.77) wynika, iz p=y, co
dzigki warunkowi (8.87) ostatecznie dowodzi nieréwnodci (8.81) i w konsekwencji
tezy lematu 8.10. =

Dowod twierdzenia 6.1.

- Ponizej przyjgta bedzie notacja, w ktérej dolne indeksy ,,1” i ,,2” reprezentuja wspél-
rz¢dng punktu w przestrzeni R?, na przyklad x =[x,,x,]", lub skiadowq funkcji o
wartosciach w R?, przykladowo x L) =[x, @), x, (O .

Niech najpierw czynnik losow'y @ bedzie ustalony. Odpowiadajace mu funkcje
oznaczone zostana wedlug reguly: V(w, - )=v, U(w, - )=u, X(o, )= X,
X,(@, - )=2x,. Tak wigc rozwazane teraz bedzie deterministyczne zagadnienie stero-
Wwania czasooptymalnego systemem dynamicznym:

%, (1) = x, (1) / (8.93)

%, (1) eu(t)-v(t) F(x,(1) (8.949)
z warunkiem poczatkowym

x,(ty) _

[xz @ )] =x, . (8.95)

Jezeli sterowanie u jest na pewnym przedziale stale réwne +1 lub -1, to zgodnie z teza
lematu 8.9 istnieja jednoznaczne i réwne sobie C-, F- oraz K-rozwigzanie powyzszej
inkluzji rézniczkowe;j, ktére nazywane bgda krotko rozwiazaniami.

Niech x,, oraz x,_ oznaczaja rozwiazania uktadu (8.93)-(8.94) z warunkiem po-
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czatkowym x(0) =[0,0]", okre§lone na przedziale (—,0] i generowane przez stero-
wanie u = +1, gdy odpowiednio v=v, lub v=v_.
Ze wzoru (8.94) wynika wprost nastgpujaca zaleznosc:

%,,(0)21-v,>0  gdy te(~o0] . (8.96)
Niech:

K, ={[x,x,] ex, () da te(-0)} (8.97)
K, ={[x,x,] ex, () dla te(-00)} . (8.98)

Sa to zbiory wszystkich stanéw, ktére moga by¢ przeprowadzone do poczatku ukladu
wspolrzednych sterowaniem u = +1, gdy odpowiednio v=v, ub v=v_.
Rozwazana teraz bedzie funkcja k,, : (—0,0]—> R zdefiniowana wzorem

X =k, () edy [xx] e, o{[00) . (8.99)

Nieréwno$é (8.96) zapewnia istnienie funkcji x]i,, a zatem odwzorowanie k., jest
dobrze okreslone, gdyz jest zlozeniem x, ox,1,. Co wigcej, x,,, jako funkcja ciagla
oraz dzieki zalezno$ci (8.96) otwarta (tzn. przeksztalcajaca zbiory otwarte w zbiory
otwarte) i odwracalna, jest homeomorfizmem, a wigc bedac zlozeniem funkcji
ciaglych, odwzorowanie k,, jest ciagle. Z uwagi na wzor (8.96) jest ono réwniez
przedzialami &, gdyz w obszarach réwnoczesnej jednowarto$ciowosci i ciaglosci
funkcji F, odwzorowanie x,,, jest klasy 6', a x,,, jako funkcja regularna (tzn. klasy
6" z jakobianem réznym od zera w kazdym punkcie dziedziny) i odwracalna, jest
dyfeomorfizmem.

Analogicznie jak powyzej zdefiniowaé mozna funkcje k : (0,0l > R. Jest
ona réwniez dobrze okreslona, ciagla i przedzialami 6. !

Z réwnan (8.93)-(8.94) otrzymuje si¢ dzigki nieréwnosci (8.96), ze

d k++ (xz) — x2

= rawie wszedzie w (—0,0 8.100
iy, 1-v.F(x) p z¢ (=0,0] (8.100)

i podobnie
dk,-(x) _ %2 prawie wszedzie w (—0,0] . (8.101)

dx, T 1-v_F(x,)
Zaleznosci (8.100)-(8.101) i zalozenie z- F(z) > 0 stanowig, i2

dk, () _dkn(x)

< prawie wszgdzie w (—0,0] , (8.102)
dx, dx,
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co w polaczeniu z réwnoscia k,_(0)=0=k,, (0) implikuje:
0<k,(x)<k,(x,) gdy x, e(—,0] . (8.103)

Analogicznie, niech x__ oraz x_, oznaczaja rozwiazania ukladu (8.93)-(8.94) z
warunkiem poczatkowym x(0) =[0,0]", okreslone na przedziale (—,0] i generowane
przez sterowanie u = -1, gdy odpowiednio v=v_ lub v=v,. Podobnie zdefiniowaé
mozna rowniez zbiory K__ oraz K_,, a takze funkcje k__ oraz k_, : [0,00) > IR.
Prawdziwa jest wtedy zalezno$¢

k__(x,)<k_ (x,)<0 gdy x, €[0,00) , (8.104)

stanowigca odpowiednik nieréwnosci (8.103).
I wreszcie, niech dane beda nastgpujace zbiory:

={[x,,x,])" eR? takie iz istnieja [x/,x,]" €K, i
+ 1242 1572 ++
[x,x,]" €K,. przyczym x/ <x, <x'} (8.105)

 ={[x,,x T eR? takie iz istnieja [x],x ]T ek i1
1>%2 ] 1%
[xrx,]" eK_ 1Zy czym X, <x;, <x/ 8.106
1>72 + p 1 1 1

R, ={[x,x,]" eR*\Q takie iz istnieje [x{,x,]" €Q
przy czym x; <x; } (8.107)

R ={[x,x,]" eR*\Q takie iz istnieje [x],x,]" €Q
przy czym x/ <x,} , (8.108)

gdzie =0, U{[0,0]"}UQ._. Niniejszym przestrzen R* zostata podzielona na rozla-
czne, niepuste zbiory: {[0,0]"}, O,, O_, R,, R (rys.6.1).

(W dalszej czgsci dowodu, v jest dana funkcja — ustalona realizacja procesu sto-
chastycznego V)

Niech teraz x, € R_ (tys. 6.1). Rozwazane najpierw bedzie, oznaczane przez x,
rozwigzanie ukladu (8.93)-(8.94) z warunkiem poczatkowym (8.95), okreslone na
przedziale [f,,) i generowane przez sterowanie u=-1. Podobnie jak nieréwnosé
(8.103), wykaza¢ mozna, iz rozwiazanie to przecina zbiér K. . W skoficzonym czasie
17, atakze zbior K,, w skonczonym czasie ¢, przy czym 1~ <1~.

Niech ¢’ €[1”,1”] oznacza czas zmiany sterowania z dotychczasowej wartosci —1
na +1. Oczywista nierdwno$¢ x,(t')<0 oraz prawdziwa na mocy wzoru (8.94)
zaleznosé

X)) 21-v, >0 gdy u=+1 (8.109)

stanowia, iz rozwazane po wprowadzeniu zmiany wartoéci sterowania rozwiazanie x
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przecina 0§ x, w skonczonym czasie ¢" .

Zostanie teraz wykazane, ze funkcja ¢: [t7,"] >R zdefiniowana wzorem
g(t") = x,(t"), tzn. przyporzadkowujaca czasowi zmiany sterowania pierwsza wspolk-
rzedna punktu przecigcia przez rozwiazanie x osi x;, jest ciagla. W tym celu rozwa-
zane bedzie pomocnicze odwzorowanie ¢, : [t7,1”]x T — R okreslone nastgpujaco:

x5 (1) dla 1 e[t,,t")

, (8.110)
0 dla t e[t”,)

q.(t', 1) = {
gdzie x} oznacza rozwiazanie inkluzji (8.94) gdy

-1 telt,,t
u(t) = dia telty,1) (8.111)
+1 dla t eft’, )

Poniewaz wzor (8.93) implikuje zalezno$¢

q(t) =xo +[q.(t, 1) di (8.112)
)

to funkcja g jest ciagta na podstawie twierdzenia o ciaglosci calki z parametrem.

Rozwazajac graniczne warunki tej funkcji, wykaza¢ mozna podobnie do nierow-
nosci (8.103), ze q(+")<0<gq(s*). Poniewaz odwzorowanie ciagle okreslone na
zbiorze spojnym przyjmuje wszystkie posrednie wartoéci, to istnieje ¢, €[1”,17] takie,
ze q(t,) =0, czyli x(1")=[0,0]" i wtedy ¢ , =1" jest skonczonym czasem osiagnigcia
zbioru docelowego przez rozwiazanie x.

Reasumujac: jezeli x, e R_, to istnieje f, takie, iz rozwigzanie x generowane
przez sterowanie

-1 dla te[tt
u,(t)= @ telio) (8.113)
+1  dla feft,,)

osiaga zbior docelowy w skonczonym czasie f,, przy czym 1, <t <1, oraz

x(t,) €Q, (rys. 6.1).
Analogicznie dowie$é mozna, ze jezeli x, e R,, to istnieje 7, takie, iz rozwia-
zanie X generowane przez sterowanie

u(t)= +1 dla 1 €t,,1,) ®.114)
? -1 dla 1 e€ft,,o) .

osiaga zbior docelowy w skohczonym czasie f,, przy czym [, <I, <I, oraz

x(t,)eQ..

Niech teraz x, €, . Rozwiazanie x generowane przez sterowanie u =+1 osiaga
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of x, w skonczonym czasie ¢”. Jesli x,(t")=0, czyli x(¢")=[0,0]", to poszukiwa-
nym sterowaniem jest

u (t)=+1 dla 1 eft,,) (8.115)

i wtedy 7, =t" stanowi skoficzony czas osiagnigcia zbioru docelowego przez to
rozwigzanie. Gdy natomiast 0 <x,(¢”), to mozna przeprowadzié¢ analogiczne rozumo-
wanie jak dla przypadku x, € R_, dowodzac istnienia sterowania postaci (8.113), przy
czym rol¢ punktu x(¢7) przejmuje x,. Jezeli wreszcie x,(t") <0, to x(1") €R,, a
wige przedluzajac sterowanie o wartoéci +1 kontynuowaé mozna dla ¢ >t” postepo-
wanie wiasciwe dla przypadku x, e R,, otrzymujac odpowiednie sterowanie postaci
(8.114).

Przypadek x, €(_ jest analogiczny. Odpowiednik sterowania (8.115) stanowi
wtedy

u,()=-1 dla teft,,) . (8.116)

Niniejszym, dowolnemu stanowi poczatkowemu x, e R*\{[0,0]"} zostalo je-
dnoznacznie przyporzadkowane sterowanie u, postaci (8.113), (8.114), (8.115) lub
(8.116). Wykazane teraz bedzie, ze w kazdym przypadku jest ono czasooptymalne.

Najpierw rozwazany bedzie stan poczatkowy x,, ktéremu przyporzadkowano
sterowanie postaci (8.115). Niech wigc dla potrzeb dowodu przez zaprzeczenie istnieje
dopuszczalne sterowanie " przeprowadzajace rozwiazaniem x* stan poczatkowy do
zbioru docelowego w czasie #, takim, ze 17 <t,.

Zalezno$¢ (8.94) implikuje, iz w przypadku powyzszego sterowania, pochodna
X, jest dodatnia, a zatem absolutnie ciagla funkcja x, jest écisle rosnaca. W szcze-
golnosci:

X () <x,(t;)=0 . (8.117)
Z postaci zbioru sterowafi dopuszczalnych U, wynika tymczasem, ze

X, () = F" (x3 (1) v(t) + 0 (1) S F* (3 (1)) v(1) + 10 (1)
dla t €[ty,00) oraz dowolnejliczby F~(x;(r)) e F(x;(2)) . (8.118)

Stad oraz z zalezno$ci x;(2,) =Xy, =x,(f,), na mocy nieréwnosci rozniczkowej
(8.81), prawdziwe jest, iz

(N <x,(1)  dla te[ty,o) , (8.119)
czyli w szczegdlnoscei:

0=x;(1})<x,(1}) . (8.120)
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Wzory (8.117) i (8.120) stanowia sprzeczno$é, dowodzaca czasooptymalnosci
sterowania (8.115) dla rozwazanego stanu poczatkowego.

Analize stanu, ktéremu przyporzadkowano sterowanie postaci (8.116) przepro-
wadzié¢ mozna analogicznie.

Rozpatrzony teraz zostanie stan poczatkowy, ktéremu przyporzadkowano stero-
wanie postaci (8.113). Jak poprzednio, czasooptymalno$¢ tego sterowania wykazana
bedzie przez zaprzeczenie, zakladajac — zgodnie z wprowadzonymi powyzej oznacze-
niami — istnienie odpowiednich u”, x*, #7.

Najpierw udowodnione zostana wzory

x, (1) < x;(t) dla ¢ e[t,,min(z,,1})] (8.121)
x, (1) < x5 (1) dla re(t,t;] . (8.122)

Zalezno$é (8.121) jest prawdziwa na podstawie nieréwnosci rézniczkowej (8.81) z
lematu 8.10, ktérego zalozenia spelnione sa dzigki warunkowi x; (%) = Xo, = X, (%)) i
postaci zbioru sterowan dopuszezalnych U, . Niech dla potrzeb dowodu zaleznoéci
(8.122) przeprowadzanego przez zaprzeczenie, istnieje 7, e(t,,1;] takie, ze

x,(8) = x,(8,) . (8.123)

Wzory (8.94) i (8.113) implikuja, iz dla t €[t,,¢;] funkcja x, jest SciSle rosnaca, a
zatem

x,(t;)<x,(t;)=0 . (8.124)

Tymczasem z nieréwnosci (8.81) — stosowanej dzigki warunkowi (8.123) oraz postaci
zbioru U, — wynika, ze

X0 2x,() dla telt,,o) , (8.125)
czyli w szczegonosci:
x,(17)2x,(t;)=0 . (8.126)

Zaleznosci (8.124) i (8.126) sa sprzeczne, co ostatecznie stanowi o prawdziwosci
wzoréw (8.121)-(8.122).
Wynika z nich wprost, iz

X,()<x3(1)=0 . (8.127)

Poniewaz x,(#,) =0, a funkcja x, jest najpierw §cisle rosnaca, a potem $cisle maleja-
ca, to otrzymuje si¢ stad nier6wnos¢
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x,(1)<0 dla te(ty,t,) , (8.128)
a wigc dzigki zaleznosci (8.93) takze

x (1) >x,(1,)=0 . (8.129)
Tymczasem wzory (8.93) oraz (8.121)-(8.122) implikuja, iz

@O <x/() dla reft,,17], (8.130)
czyli w szczegdlnoéci:

(1) <x(17)=0 , (8.131)

co jest sprzeczne z nierdwnoscig (8.129). Czasooptymalnosc sterowania postam
(8.113) zostata wigc udowodniona.

I wreszcie, w przypadku stanu poczatkowego, ktéremu przyporzadkowano stero-
wanie (8.114), dowdd czasooptymalnosci tego sterowania jest analogiczny.

Zostalo zatem ostatecznie wykazane, ze sterowanie u, postaci (8.113), (8.114),
(8.115) lub (8.116), przypisane poprzednio dowolnemu stanowi poczatkowemu
x, e R*\{[0,0]"} przy ustalonym czynniku losowym, jestvczasooptyma]ne.

Niech Q7 oznacza zbiér tych w €Q, dla ktérych spelione sa warunki sformu-
lowane w zalozeniu (6) dowodzonego twierdzenia. Niech ponadto Q° =Q\ Q" ; oczy-
wiscie P(Q")=0. Zostanie teraz udowodnione, ze funkcja U, : Qx T —> {-L+1}
zdefiniowana wzorem ‘

u,: T—{-1+1}  przyporzadkowana stanowi x,

1 = . d Q
U o )= dla v=V(w, ) gdy we (8.132)

u:I'—>{+1} gdy oeQ)”

Jest procesem stochastycznym. Ze wzgledu na zatozona zupeosé przestrzeni probabi-
listycznej, zerowej miary zbiér Q° nie wplywa na mierzalno$¢ i w tej czesci dowodu
bedzie pominigty.
Najpierw rozpatrzony zostanie przypadek x, e R_. Niech J = [2,,1"], przy czym
1" =sup(?’) <o gdzie t' oznacza czas przecigcia zbioru K .+ Przez rozwiazanie x
weQ

ukladu (8.93)-(8.94) z warunkiem poczatkowym (8.95), generowane przez sterowanie
u,=-1,gdy v=V(w, - ). Rozwazana bedzie funkcja p : Qx J — R? taka, ze

Po,0)=x(1) . ' (8.133)

Przy ustalonym ¢ € J, funkcja p( - ,#) jest zlozeniem nastepujacych odwzorowan:
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P Q> 6(JR) n@)=V(e, - ), (8.134)
p, :6(J,R) > 6(J,R?) p=0@, ) ,)=x, (8.135)
P, 6(JRY) >R’ ()= x|, . (8.136)

Tymczasem dla dowolnego zbioru otwartego D — 6(J,IR) prawdziwe jest

0
U UBe,)=
-]

Ut e6U.R) - max(v()-v, (DD S e, } =

J=1

O{V eG(J,R): txg%(lv(t) -v,(O)<e ;)=

B(v

]
Cs

D

1’ l

W Cg

W
LN

1]
—

I i
s 18

=0 O ) (v eCU.R): p(n)-v,(DISe;} (8.137)

gdzie B oznacza kulg otwarta, B — kul¢ domknigts, a takze dla kazdego i eIN\{0}, v,
jest restrykcja do zbioru J wielomianu o wspoiczynnikach wymiemnych, d; R oraz
{e,,} stanowi indeksowany przez j eIN\{0} rosnacy ciag liczb rzeczywistych zbie-
imy do d,. Wzér (8.137) implikuje, ze

o 0

r@=U U N '@ eeuR): bO-v0ise,)) - (8.138)
i=1 j=1 teJn®
Poniewaz V jest procesem stochastycznym, to dla ustalonych i, j oraz 1, zbidr
(v eG(J,R) : [v(1)—v,(t)<e ;}) jest mierzalny, co z uwagi na powyzsza r6w-
nosé stanowi o mierzalnosci zbioru p;' (D). Odwzorowanie p, jest zatem mierzalne.

Ciaglo$é odwzorowania p, wynika z ciaglej zaleznosci rozwiazania od prawej
strony inkluzji rézniczkowe;.

1 wreszcie, ciaglosé odwzorowania p; jest oczywista.

Wykazane powyzej wlasnosci odwzorowah p,, p, oraz p; implikuja mie-
rzalno$é funkcji p( - ,7) dla dowolnie ustalonego teJ. Z koiei ciaglos¢ funkcji
p(w, - ) dla kazdego @ €Q wynika wprost z definicji rozwiazania. Stanowi to o
mierzalno$ci funkcji p wzglgdem o -algebry produktowej w Qx J .

Niech teraz M = {(w,1) eQxJ:x(t) €Q,} czyli M=p™(Q,). Poniewaz
prawdziwa jest rownos¢

0, =int(Q,) U (K., w{[00"HU (K,  L{[00"N\{0,0"} , (8.139)
a zbiér int(Q,) jest otwarty oraz zbiory (K., U{[0,0"}), (K,_ u{[0,0]'}), {[0,01"}
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sq domknigte, to zbidr M jest mierzalny.

Niech teraz (w,?) bedzie ustalonym elementem zbioru A, Wtedy, niech
y=[,y,]" oznacza rozwiazanie uktadu (8.93)-(8.94) z warunkiem poczatkowym
¥(0) = x(#), generowane przez u=+1, gdy v(z) =V(w, t+z) dla z> 0.

Rozwazone bedzie odwzorowanie 7* : M — 6([0,1"],R?) takie, ze

r'la,t)(z) = y(t +z) dla z€[0,¢'] , (8.140)

przy czym t* =sup(t,) <, gdzie ¢, oznacza czas przecigcia osi X, przez rozwiaza-
nie y. Zostalo dgves?iedzione, iz dziedzina odwzorowania r* jest mierzalna. Pozostaly
warunek mierzalnosci tego odwzorowania mozna wykazaé analogicznie Jak powyzej,
skladajac odwzorowania 7 oraz r, bedace odpowiednikami p, oraz p,. Niech po-

nadto dana bedzie funkcja 7; : 7*(M) — R zdefiniowana wzorem

M =x»@) , (8.141)

przy czym zbiér r*(M) rozwazany jest z topologia indukowana z przestrzeni
6([0,£*],IR?). Oczywiscie funkcja ta jest ciagla, a zatem odwzorowanie r: M — R
definiowane niniejszym jako zlozenie 7, o 7", jest mierzalne.

Niech M, ¢ M oraz M_ < M reprezentuja zbiory tych elementéw (w,1), dla
ktérych rozwiazania y bedace ich obrazami poprzez odwzorowanie r* przecinaja
odpowiednio dodatnig i ujemna cz¢$é osi x, . Z réwnosci

M\(M, v M_)=r"{0}) (8.142)

oraz mierzalnosci odwzorowania r wynika, ze zbiér M \(M, U M_) jest mierzalny w
QxJ.
I'wreszcie, rozwazane bedzie odwzorowanie s : ) — R zdefiniowane wzorem

s(w)=t, , (8.143)

gdzie ¢, jest czasem zmiany warto$ci funkcji u, postaci (8.113) przyporzadkowanej
wezesniej rozwazanemu stanowi poczatkowemu, gdy v="V (o, - ). Wykres odwzoro-
wania s stanowi mierzalny zbiér M\(M, UM_), co dzi¢ki twierdzeniu Sainte-
-Beuve’a implikuje mierzalnos¢ tego odwzorowania.

Niech ustalone bedzie ¢ € T'. Funkcja U, ( - ,t) przyjmuje jedynie wartosci +1 i
-1, a zatem w celu wykazania jej mierzalnosci wystarczy udowodnié¢ mierzalno$é
zbioru U, ( - ,t)"({~1}). Z postaci sterowania okreslonego zaleznoscia (8.113) wyni-
ka, 7e

Up( .07 (=) =57 (L)) (8.144)
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czyli mierzalno$é odwzorowania s stanowi wprost o mierzalnoséci powyzszego zbioru.
Ostatecznie, w przypadku x, e R_, mierzalno$¢ funkeji U,( ,1) dla dowolnego
t eT zostala wykazana.

W przypadku x, € R, dowdd jest analogiczny.

Niech teraz x, €Q, . Mierzalnoé¢ funkcji U, ( - ,7) dla ustalonego t €' wyka-
zaé mozna w podobny sposéb, aczkolwiek nalezy rozwazy¢ osobno podzbiory tych
weQ, dia ktérych rozwiazania ukladu (8.93)-(8.94) z (8.95), u= +1 oraz
v=V(w, - ), przecinaja dodatnia i ujemna czgs¢ osi X, (co odpowiada tu réznym
postaciom sterowania: odpowiednio (8.113) 1 (8.114) ).

Przypadek x, € O_ jest analogiczny do powyzszego.

Tak wiec zostala ostatecznie wykazana mierzalnos¢ funkeji U, ( -, t) dla dowol-
nego t €T, a zatem odwzorowanie U, jest procesem stochastycznym. Niniejszym
istnienie prawie pewnego sterowania czasooptymalnego zostalo udowodnione.

Rozwazana teraz bedzie funkcja X : Qx T — IR* zdefiniowana nastgpujaco:

x: T—R? — rozwiazanie ukladu (8.77) - (8.79)
X, =] & %= DvEVe ) gdy @ gy
x: T —{[0,0]"} gy oweQ”

Dowéd, iz funkcja ta jest procesem stochastycznym, przeprowadzony moze by¢ po-
dobnie do zaprezentowanego powyzej wobec odwzorowania U, . Roznica polega na
tym, ze w przeciwienstwie do V(w, - ), realizacje U, (w, - ) sajedynie przedzialami
ciagle. Mozliwa jest jednak ich aproksymacja funkcjami ciaglymi i skorzystanie z
ciaglej zaleznosci rozwiazan od prawej strony inkluzji rézniczkowej.

Funkcja X stanowi prawie pewne C-, F- i K-rozwiazanie losowej inkluzji rdz-
niczkowej (6.15)-(6.16) z warunkiem poczatkowym (6.17), generowane sterowaniem
U, okreslonym wzorem (8.132). Jest ono jednoznaczne, dzigki jednoznacznosci roz-
wiazan deterministycznych otrzymanych przy ustalonym czynniku losowym @ € Q).

Niniejszym teza twierdzenia 6.1 zostata ostatecznie udowodniona. =

Uwagi bibliograficzne

Klasyczne rozwiazania rownan rézniczkowych sa tematem monografii [126].
Przy dowodzeniu lematu 8.9 wykorzystano rowniez tezy lematu 2.8 oraz wniosku 8.6
z artykulu [65] (rozwiazania klasyczne nazywane s3 tam rozwigzaniami w sensie
Newtona lub N-rozwiazaniami).

W dowodzie i zastosowaniu tezy lematu 8.10 skorzystano z koncepcji opartej na
publikacji [68]. Twierdzenie Sainte-Beuve’a znalezé mozna w pracy [134]; dla rozwa-
zanego tu problemu przydatna moze by¢ zwlaszcza wersja sformulowana jako wniosek
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1, stosowana wobec odwzorowania jednowartosciowego.

W celu uscislenia podstawowych poje¢ matematycznych, wykorzystywanych w
powyiszych dowodach, rekomendowa¢ mozna podreczniki [15, 117], a takze [42, 86]
(W szczegbéInosci teoria homeo- i dyfeomorfizméw), [101] (twierdzenie o funkcji ciag-
lej okreslonej na zbiorze spojnym), [112] (zwlaszcza twierdzenie o ciaglosci catki z
parametrem) oraz [106] (przede wszystkim wlasnosci funkcji absolutnie ciaglych).
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SUMMARY

In the present monograph
Piotr Kulczycki

Fault Detection in Automated Systems using Statistical Methods
with Elements of Random Time-Optimal Control

Alfa, Warsaw, 1998

an innovative concept has been presented for an early fault detection system, which
includes:
 fault discovery, i.e. ascertaining that there are malfunctions in the technical con-
dition of the system being supervised,
< fault diagnosis, which involves localizing and identifying these malfunctions;
< fault prediction, entailing a warning that they may occur in the near future (along
with a presumed classification).
The main idea of this system is based on the methodology of mathematical statistics,
with particular attention on the kernel estimator technique. The work is focused on the
problem of fault detection in dynamic systems under automatic control; however, the
basic design is universal in character, and can be applied in a wide array of problems,
including those outside the field of engineering. ]

It is anticipated that the proposed algorithm will be executed in real time, while
the supervised device is performing its proper functions. The possibility of applying
the method presented here is conditional upon the specification of the so-called “symp-
tom vector,” a finite number of variables (e.g. selected components of control, state,
response, or the parameters of the dynamic system), the current values of which, and
the relations between them, are dependent on the technical condition of the device
being supervised. The precise form of these relations cannot be given a priori — its
identification constitutes an integral part of the procedure here proposed. Moreover, a
detailed familiarity with the model of the dynamic system being supervised is not
required. It is also possible for several different types of diagnosed faults to occur
simultaneously, and virtually any statistical patterns can be used to characterize them.
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Changes in technical condition are detected, both abrupt and — thanks to prediction —
slow. Finally, the requirements imposed on the computer system realizing the designed
algorithm do not exceed the capabilities of modern automatic control devices suf-
ficiently advanced to make use of fault detection procedures. The parameters of
contemporary numerical systems limit in practice the dimension of the symptom vector
to 7-9, while the number of diagnosed fault types in most applications should not
exceed 4-6.

Apart from specifying the form of the symptoms vector, the designer is essen-
tially required only to define simple-to-fix quotients representing the proportion of the
losses incurred by overlooking a given type of diagnosed fault and those caused by a
false alarm, as well as the value of lead time in predicting faults. If these conditions are
met, the theoretical material presented in this monograph provides a complete algo-
rithm enabling the design of a modern fault detection system. In particular, precise
rules have been given for specifying the form of the functions in use, and for fixing the
values of the parameters. It may prove to be essential from the engineering point of
view that interpretations are included of the consequences of possibly introducing
departures from the proposed universal formulae.

The mathematical apparatus used is based to a large extent on the kernel estima-
tors technique, which is still rarely applied to practical tasks. In this monograph it has
been employed to estimate the multidimensional density function, as well as the dis-
tribution function and quantile of the real random variable. The theoretical aspects of
the applications of these estimators is considered in detail. The multiple use of one
technique, essentially without alteration, enables the designer to take full advantage of
the experience acquired over time.

The functioning of the system presented in this monograph was checked by using
a numerical simulation program. The supervised object was a discontinuous positional
system subjected to a random time-optimal control. The mathematical aspects of this
task are considered, along with the consequent suboptimal structures, which are con-
venient to apply. The results obtained lent credence to the concept presented, and
confirmed the proper functioning of the statistical fault detection system here de-
signed, supplementing the theoretical considerations with conclusions of a practical
nature.

The presented material is documented with an array of mathematical theorems
given in the form of appendices. The following are proven, in order: the strong con-
sistency of the proposed kernel estimators of the distribution function and quantile; the
formal correctness of the designed diagnosis and discovery procedures; and the
theorem stating the existence and characteristics of the time-optimal control for the
positional system, whose dynamics are described by a random discontinuous differ-
ential inclusion.
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The material considered in this monograph is supplemented by an extensive
bibliography in the area of automatic control — especially fault detection and optimal
control — and mathematical statistics.
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