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Streszczenie

W rozdziale tym zaprezentowano koncepcje statystycznych estymatoréw jadro-
wych. Dzigki mozliwosciom i powszechno$ci wspéliczesnej techniki kompute-
rowej ten rodzaj estymatoréw staje si¢ obecnie podstawowg metodg estymagji
nieparametrycznej, umozliwiajgcq wyznaczanie charakterystyk zmiennych lo-
sowych bez arbitralnych zalozen dotyczgcych przynaleznoéci ich rozkladu do
ustalonej klasy. Najpierw przedstawiono podstawy metodyki konstruowania
estymatoréw jadrowych, a nastepnie ich mozliwosci aplikacyjne zilustrowano
na przykiadzie zagadnien wspéliczesnych badan systemowych. Przedstawiono
cztery problemy, z zakresu archeologii, medycyny, sterowania automatycznego
i telekomunikacji, rozwazajac kolejno zadania rozpoznania elementéw niety-
powych, wyostrzania informacji nieprecyzyjnej, identyfikacji parametryczne;j,
a takze okreSlenia przestrzennego rozkladu popytu.
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4.1. Wstep

Jednym z podstawowych probleméw wspélczesnej nauki i ztozonych dzialan
praktycznych jest wyznaczanie funkcji charakteryzujacych badany obiekt, na
podstawie dostgpnych danych eksperymentalnych. I tak na przyklad funkcje re-
gresji, opisujaca zaleznos¢é miedzy dwoma skorelowanymi wielko$ciami, okreéla
sie, wykorzystujac otrzymane doswiadczalnie pary tych wielkoéci. Innym typo-
wym zagadnieniem jest, estymacja gestosci rozktadu probabilistycznego zmien-
nej losowej na podstawie uzyskanej z niej préby.

Klasyczne procedury polegajg na arbitralnym zatozeniu postaci badanych
funkcji, a potem wyznaczeniu definiujgcych je parametréw. Okreéla sie je mianem
metod parametrycznych. Ich istotnymi zaletami sg prostota teoretyczna oraz ob-
liczeniowa, a takze powszechna znajomos¢ i dostepnos¢ w literaturze. Obecnie,
w miar¢ gwaltownego rozwoju techniki komputerowej, coraz czeéciej sa wprowa-
dzane metody nieparametryczne, ktérych zasadnicza cechg jest brak arbitralnego
zalozenia o postaci badanej funkcji. W ujeciu probabilistycznym podstawowym
przedstawicielem tych metod stajg si¢ estymatory jadrowe. Chociaz ich koncepcja
jest prosta, a interpretacja przejrzysta, to praktyczne zastosowania nie s3 mozli-
we bez uzycia wysokiej klasy komputeréw, co jeszcze w niedalekiej przesztosci
znaczgco utrudniafo badania teoretyczne, a zwlaszcza aplikacyjne.

- W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione podstawy metodyki estyma-
torow jadrowych, a ich praktyczne mozliwosci sg zilustrowane na przykladzie
zagadnien wspolczesnych badan systemowych. Ta ogdlna i interdyscyplinarna
dziedzina wydaje si¢ szczegdlnie predestynowana do zastosowan estymatoréow
jadrowych z uwagi na ich uniwersalne mozliwosci.

Rozdzial ten stanowi zbiér podstawowych informacji zawartych w mono-
grafii [18], ktéra ukazata si¢ niedawno na rynku ksiegarskim. Estymatory jadro-
we nie doczekaly sie uprzednio opracowania w jezyku polskim, oprécz krétkich
wzmianek w nielicznych podrecznikach, na przykiad [4, 6], lub wrecz nawigzan
do samej ich koncepdji [7, 9]. I tak, podrozdziat 4.2 zawiera przeglad metodyki
konstruowania tego typu estymatorow, z ukierunkowaniem na aspekty aplika-

cyjne, ktore w podrozdziale 4.3 zostang wykorzystane do wybranych zagadnien
badan systemowych.

4.2. Metodyka konstruowania e

Niech dana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X, ktérej rozktad ma gestos¢ f.

Jej estymator jadrowy f : R®™ — |0, co) wyznacza sie na podstawie wartosci
m-elementowej proby losowe;

L1y L2y vy Im (41)

uzyskanej ze zmiennej X, i w swej podstawowej postaci jest on zdefiniowany
wzorem
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f(z) = m‘%nZK(x“}fi)» O
=y

gdzie mierzalna, symetryczna wzgledem zera oraz majgca w tym punkcie slabe
maksimum globalne funkcja K : R™ — [0, co) spelnia warunek [, K(z)dz = 1
i jest nazywana jadrem, natomiast dodatni wspélczynnik h okresla sie mianem
parametru wygladzania.

~Interpretacje powyzszej definicji ilustruje rysunek 4.1, na przykladzie
zmiennej losowej jednowymiarowej, czyli gdy n = 1, dla 9-elementowej proé-
by losowej, a zatem m = 9. W przypadku pojedynczej realizacji z;, funkcja K
(przesunigta o wektor x; oraz przeskalowana wspélczynnikiem h) reprezentuje
oszacowanie rozkladu zmiennej losowej X po otrzymaniu wartosci z;. Dla m
niezaleznych realizadji 1, z2, ..., z,, 0szacowanie to przyjmuje posta¢ sumy ta-
kich pojedynczych oszacowari. Wspétczynnik 1/mh™ normuje uzyskang funkcje
w celu zagwarantowania warunku [, f(z)dz =1, jaki powinna speiniaé gestos¢
rozkiadu probabilistycznego.

0,3
0,2

0,1

A N\

Rys. 4.1. Jadrowy estymator gestosci (4.2) rozkladu jednowymiarowej zmiennej lo-
SOWe]

Warto zauwazy¢, ze estymator jadrowy umozliwia oszacowanie gestosci
praktycznie dowolnego rozkladu, bez zadnych zatozen o jego przynaleznosci do
ustalonej klasy. Nietypowe, zlozone rozklady (w tym takze wielomodalne) sa tu
traktowane tak samo jak podrecznikowe rozktady jednomodalne. W przypadku
wielowymiarowym, czyli przy n > 1, pozwala to miedzy innymi na identyfika-
cj¢ wszechstronnych zaleznosci miedzy poszczeg6lnymi wspéirzednymi badane;
zmiennej losowej.



P EPPTAR R U IR P Pu't PSP i PO e VY TR SNELAR (PP W R PR gy P e pl TP PO P B M i PR o A, Sl e ey Pl A 2 iy, oy, ey g, - i o Faplien S ool e g phr s e e 20 gl e T

Ustalenie wielkosci wprowadzonych w definicji (4.2), a zatem wybér po-
staci jadra K oraz wyznaczenie wartosci parametru wygladzania h, jest najcze-
Sciej dokonywane na podstawie kryterium minimum scatkowanego bledu sred-

niokwadratowego. Zagadnienia te beda przedmiotem rozwazan punktéw 4.2.1
i4.2.2.

4.2.1. Wybor postaci jadra

Ze statystycznego punktu widzenia postaé¢ jadra okazuje sie nie mieé istotne-
go znaczenia i dzigki temu pojawia sie mozliwosé, aby wybér funkcji K byt
arbitralny, uwzgledniajacy przede wszystkim pozadane wlasnosci otrzymanego
estymatora, na przykiad klas¢ jego regularnosci, przyjmowanie dodatnich war-
tosci lub tez inne cechy istotne dla konkretnego problemu, w tym zwlaszcza
dogodnos¢ obliczeniowa. Ma to szczegllne znaczenie w przypadku zagadnieni
badan systemowych, gdzie estymator jadrowy stanowi najczeSciej podstawe do
dalszych wszechstronnych i zlozonych rozwazan przedmiotowych, a uzyskane
wlasnosci otrzymanego estymatora jadrowego moga nie tylko ulatwiaé dalsza
procedure, lecz czesto wrecz umozliwié¢ uzyskanie konkretnego, dogodnego do
zastosowan wyniku.

W przypadku jednowymiarowym jako funkcje K przyjmuje sie klasycz-
ne postacie gestosci rozktadéw probabilistycznych, na przyklad gestos¢ rozkladu
normalnego, Cauchy’ego, trojkatnego i inne, lub tez — w szczegblnych zagadnie-
niach - ich kombinacje liniowe. Najetektywniejszym w sensie kryterium bledu
Sredniokwadratowego jest tak zwane jadro Epanecznikowa

3
K (z) — Z(l —z%) dla z€[-1,1] 43
0 dla z € (—oco, —1)U (1, c0).

W przypadku wielowymiarowym stosuje sie dwa naturalne uogélnienia
powyzszej koncepcji, a mianowicie jadro radialne

K(z) = CK (x/ﬁ‘}) (4.4)

oraz jadro produktowe
K(z) = K ([z1, T2, ..., 0] ) = K(m1) - K(z2) - ... - K(20), (4.5)

egdzie I oznacza omowione uprzednio jadro jednowymiarowe, a C' jest dodatnig
stala wyznaczong tak, aby spetniony byt warunek [, K(z)dz = 1. Dla dowolnie
ustalonego jadra jednowymiarowego K bardziej efektywne jest jadro radialne
(4.4) niz produktowe (4.5), lecz r6znica — z aplikacyjnego punktu widzenia — jest
nieznaczna. Fakt ten powoduje, ze w praktycznych zastosowaniach czesto pre-
feruje sie jadro produktowe. Poza szczegdlnymi zastosowaniami statystycznymi
jest ono bowiem znacznie dogodniejsze w dalszej analizie — na przyklad pro-
cedury catkowania i rozniczkowania jadra produktowego niewiele sie r6znig od
przypadku jednowymiarowego. Wsrod jader radialnych najefektywniejsze jest ra-
dialne jadro Epanecznikowa, czyli definiowane zaleznodcig (4.4), gdy K jest dane
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wzorem (4.3). Takze w rodzinie jader produktowych najefektywniejsze okazuje
sie produktowe jadro Epanecznikowa, okre$lone przez réwnosci (4.5) oraz (4.3).

Podsumowujac: mozliwosé znacznej elastycznosci przy doborze postaci ja-
dra K stanowi istotng praktyczng zalete, ujawniajacg sie proporcjonalnie do zio-
zonosci konkretnego zastosowania.

4.2.2

W przeciwienistwie do postaci jgdra przyjeta wartos¢ parametru wygladzania ma
istotny wplyw na jakos¢ otrzymanego estymatora jgdrowego. Opracowane jednak
zostaly dogodne algorytmy umozliwiajgce automatyczne obliczenie zblizonej do
optymalnej — w sensie §redniokwadratowym — wartoéci h, na podstawie proby
losowej (4.1).

[ tak, jako przyblizong mozna przyjaé, w poczatkowej fazie analizy, wartos¢
wyznaczong dla rozkiadu normalnego:

n—+2 1/(n+4)
h = V(E) /2 - 1 o (4.6)
U(K)? n+2m ’

. Okreslenie wartosci parametru wygladzania

gdzie o oznacza Srednig geometryczng odchyleﬁ standardowych poszczegol-
nych wspétrzednych zmiennej X, natomiast V(K) = [,, K(y)*dy oraz U(K) =
= [zn ¥ YK (y)dy. Uniwersalna jest metoda krzyzowego uwiarygodnienia (cross-
-validation), w ramach ktérej wyznacza sie wartos¢ realizujgcg minimumn rzeczy-
wistej funkgji g : (0, co) — R zdefiniowanej rownoscia

mth Z ZK (‘7’3 — ”3) + minK(O), (4.7)

1=1 9=1

przy czym K (z) = K*?(z) — 2K (x), gdzie K*? oznacza kwadrat splotowy funk-
cji K. Stosujac w celu poszukiwania minimum metody iteracyjne, wartoS¢ po-
czatkowg procedury mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4.6).

Dla szczegélnych przypadkéw opracowano takze szereg dogodniejszych
algorytmoéw, przykladowo prostg i efektywng metode podstawien (plug-in) sto-
sowang do przypadku jednowymiarowego.

4.2.3. Dodatkowe procedury

Zaprezentowana powyzej podstawowa posta¢ estymatora jadrowego (4.2) moze
by¢ uogdlniona w celu generalnej poprawy jego wlasnosci oraz ewentualnie uzu-
pelniana o dodatkowe aspekty dopasowujace model do badanej rzeczywistosci.
Jako przyklady uogélniern zostang kolejno przedstawione procedury

¢ modyfikacji parametru wygladzania (punkt 4.2.4),
e transformaciji liniowej (punkt 4.2.5),

natomiast w ramach uzupelnien zaprezentowane beda

e ograniczenie nos$nika (punkt 4.2.6),
e uwzglednienie wspétrzednych binarnych (punkt 4.2.7).
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4.2.4. Modyfikacja parametru wygladzania

Wartos¢ parametru wygladzania h, wprowadzonego w definicji (4.2), jest taka sa-
ma dla wszystkich jgder przyporzgdkowanych poszczegélnym wartosciom préby
losowej (4.1). Ogolnie, mata wartos¢ tego parametru powoduje , wyszczuplenie”,
natomiast duza — ,splaszczenie” jadra. Jezeli zatem mozliwe jest zindywiduali-
zowanie WPIywu parametru wygladzania na poszczegdlne jadra, to w rejonach
,Zageszczenia” elementow proby losowej wartos¢ ta powinna byé zmniejszona
(co pozwoli lepiej ukazaé specyficzne cechy rozkladu), w przeciwienistwie do
obszaréw, w ktorych elementy te sa ,rzadkie”, gdzie powinna ulec zwieksze-
niu (co spowoduje dodatkowe wygladzenie tak zwanych ,,ogonéw”). Stluzaca te-
mu celowi modyfikacja parametru wygladzania realizuje powyzszy cel zgodnie
z nastepujacym algorytmem.

Najpierw wyznacza si¢ podstawowg postac estymatora jgdrowego (4.2), po
czym obliczane sg jego wartosci dla poszczegélnych elementéw préby losowej,

czyli f(z1), f(z2), ..., f(zm), a takze ich $rednia geometryczna 5. Parametry
modyfikujace s; > 0 (¢ =1, 2, ..., m) okredla sie wzorem

S; = (f(?)) , (4.8)

przy czym c¢ > 0, i w konsekwengcji estymator jagdrowy ze zmodyfikowanym
parametrem wygladzania dany jest jako

. 1 «— 1 —
fla)=—=) =K (:ch: ) | (4.9)

=1 ¢

Powyzszy wzor jest uogdlnieniem definicji (4.2). Jezeli bowiem przyjaé ¢ = 0,
to s; = 1 i zaleznoSci te sg rGwnowazne. Parametr ¢ stanowi o intensywnosci
procedury modyfikacji. Wnioski wynikajace z kryterium minimum btedu sred-
niokwadratowego wskazujg na wartoéé ¢ = 0,5.

Estymatory jadrowe z modytikacjg parametru wygladzania majg w prak-
tycznych zastosowaniach — poza oczywistym polepszeniem jako$ci oszacowania
— wiele dodatkowych pozytywnych wiasnosci. Przede wszystkim sq one odpor-
niejsze na nieprecyzyjny dobor wartosci parametru wygladzania h. Co wiecej,
stosowanie tej procedury zmniejsza réznice efektywnosci poszczegdlnych typéw
jader wzgledem optymalnego jadra Epanecznikowa (4.3), podobnie jak w przy-
padku wielowymiarowym zmniejsza réznice efektywnosci jadra produktowego
(4.5) wzgledem radialnego (4.4). Wlasnosci te sa szczegblnie cenne w praktycz-
nych zastosowaniach, gdyz dodatkowo zwiekszaja mozliwos¢é preferencji jader
korzystnych dla dalszej analizy w konkretnych zadaniach aplikacyjnych.

4.2.5. Transformacja liniowa

W przypadku wielowymiarowym, gdy jest uzywane jadro radialne, mozna za-
stosowac prostg procedure dopasowujaca ksztalt jgdra do postaci rozkladu tej
zmiennej, opartg na koncepcji transformacji liniowej. Definicje jadra radialnego
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(4.4) vwogéblnia sie wtedy do wzoru

K(z) = mmg——z-}-%-j-fC (\/ :ETR“lsc) , . (4.10)

det

przy czym R jest macierzg dodatnio okreslong, natomiast znaczenie i wartosc
stalej C' pozostaja niezmienione. Jezeli R jest macierza jednostkowg, to powyzsza
posta¢ jest rownowazna zaleznosci (4.4). Szczegdélnie korzystne rezultaty otrzy-
muje sie, przyjmujgc

R = Cow. o (4.11)

gdzie Cov oznacza estymator macierzy kowariancji rozkiadu zmiennej X

4.2.6. Ograniczenie nosnika

W praktycznych zagadnieniach poszczegbélne wspoétrzedne zmiennej losowej X
moga reprezentowaé réznorodne wielkosci, zwlaszcza w przypadku tak inter-
dyscyplinarnej dyscypliny jak badania systemowe. Wiele z nich, miedzy innymi
wielko$ci zwigzane z dtugoscig lub czasem, jesli maja by¢ poprawnie i Scisle inter-
pretowane, powinny naleze¢ jedynie do ograniczonych podzbioréw, na przykiad
zbioru liczb nieujemnych. Aby unikngé wyniklych stad bledéw obliczeniowych
i nieporozumien interpretacyjnych, mozna zastosowac prostg procedure ograni-
czajaca nosnik estymatora jgdrowego.

Najpierw przedstawiony zostanie przypadek jednowymiarowej zmienne;
losowej i jej ograniczenia lewostronnego, czyli gdy wymagany jest warunek

f(z) = 0 dla = < z, przy ustalonym z, € R. Fragment dowolnego i-tego jadra,
ktéry znajduje sie poza przedziatem |z,., 00), zostaje tu ,odbity” symetrycznie
wzgledem ograniczenia z. i jest traktowany jako fragment jadra ,,zaczepione-
g0’ w symetrycznym ,odbiciu” elementu z; wzgledem ograniczenia x., czyli
w punkcie 2z, — x;. Jesli zatem zdefiniowaé funkcje K., : R — |0, co) wzorem

K(z)., edy z 3>z,
Km(x):{ (), gdy z>=z

(4.12)
0, edy z < x4,

to podstawowgq postaé estymatora jadrowego (4.2) mozna wtedy okresli¢ naste-
pujaco:

fz) = mzn > [Km (m “;f) + K, (m-ﬁﬂ)] . (4.13)

»

1=1

Fragmenty poszczegélnych jader ,ucinane” poza zatozonym nosnikiem sg za-
tem ,,uzupelniane” wewnatrz nosnika w bezposrednim sasiedztwie ogranicze-
nia, a wiec w zakresie akceptowalnego najczesciej w praktyce bledu.

Analogicznie rozwaza sie przypadek prawostronnego ograniczenia nosni-
ka estymatora jgdrowego. W przypadku wielowymiarowym powyzsza koncepcje
mozna stosowaé odrebnie wobec poszczegélnych wspoétrzednych badanej zmien-
nej losowe;.
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4.2.7. Wspolrzedne binarne

W wielu aplikacyjnych zagadnieniach badan systemowych wystepuja wielkosci
binarne, to znaczy przyjmujgce jedynie dwie wartosci, symbolicznie oznaczane
dalej jako 0 oraz 1. Na przykiad istotng informacjg w bazie danych medycznych
jest pte¢ pacjenta dwoistej postaci , kobieta lub mezczyzna”. Poza wielkoSciami
majacymi ze swej natury posta¢ binarng czesto stosuje sie takze uproszczenia
do takiej formy opisu nawet zlozonych zjawisk, lecz o pomniejszym wplywie na
ostateczny wynik, wprowadzajgc wobec nich posta¢ dwuwartoSciowg, na przy-
ktad typu ,wplyw pozytywny lub negatywny”. Metodyka estymatoréw jadro-
wych umozliwia uwzglednienie wielkosSci binarnych.

Rozwazana najpierw bedzie k-wymiarowa binarna zmienna losowa
Y : 2 — {0, 1}*. Jej rozklad jest charakteryzowany przez 2" prawdopodobienstw
wystapienia kazdego z mozliwych k-wymiarowych wektorow o wartosciach bi-
narnych. W wielu zagadnieniach aplikacyjnych o wartosci prawdopodobienstwa
wystgpienia danego wektora mozna rowniez wnioskowaé, positkujac si¢ obser-
wacjami wektoréow do niego , podobnych”. Im to ,podobienstwo” jest wieksze,
tym wnioskowanie takie staje si¢ bardziej wiarygodne. Niech zatem dana bedzie
funkcja p : {0, 1}* — [0, 1], przyporzadkowujgca kazdemu k-wymiarowemu
wektorowi o wartoSciach binarnych prawdopodobienstwo jego wystgpienia. Es-
tymator jadrowy tej funkcji p : {0, 1}* — [0, 1] wyznacza sie na podstawie
wartosci m-elementowej proby losowej

Yi, Y2, -+ -5 Ym (414)

uzyskanej ze zmiennej Y i jest on definiowany jako

ply) = '% > L(y, vi), (4.15)
1=1

gdzie funkcje L : {0, 1}* x {0, 1}* — [0, 1] okreSla zaleznos¢
L(y, y;) = §k—a(y, yi)(l _ 5)d(y, y,,;), (4.16)

przy czym 0,5 < § < 1 oraz przyjmuje sie 0° = 1, a funkcja d : {0, 1}*x{0,1}* —N
jest dana wzorem d(y, y;) = (y — vi)* (y — yi). Wartos¢ k — d(y, y:) wskazuje licz-
be wspolrzednych, na ktérych wektory y oraz y; sa rowne, i reprezentuje wspo-
mniane wczesniej ,,podobienstwo” wektorow binarnych. Funkcja L odgrywa ro-
le, jaka w definicji (4.2) odgrywalo jadro K, i jest nazywana jadrem binarnym,
a parametr 0 — binarnym parametrem wygladzania. W praktyce jego wartoS¢
wyznacza sie, minimalizujac funkcje g : [0,5; 1] — R definiowang wzorem

9(d) = — Z log|p—i(¥i)l, (4.17)

edzie p_; oznacza estymator (4.15) wyznaczony na podstawie proby losowej y,
Y2, -+, Yie1, Yi+1, - - Ym, @ Zatem z pominieciem i-tego elementu proby (4.14).

[ wreszcie, zostanie teraz rozpatrzona (n + k)-wymiarowa zmienna losowa
Z =X, Y]' bedaca zestawieniem rozwazanej dotychczas n-wymiarowej ciggle;
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zmiennej X oraz okreslonej powyzej k-wymiarowej zmiennej binarnej Y. Jezeli
estymator jadrowy f : R™ x {0, 1}* — [0, co) zmiennej Z jest wyznaczany na
podstawie m-elementowej proby losowej

[‘rl] [5‘721 [Im] (4.18)
Y1 Y2 Ym

to podstawowg postac estymatora jadrowego (4.2) definiuje sie wtedy nastepu-
1aCO:

f(z, y) =

1 — r — X,
K | L ). 419
mh”; ( - ) (y, vi) (4.19)

4.2.8. Licznos¢ proby

Ostatnim parametrem wymagajacym komentarza jest niezbedna licznosé proby,
a szczegolnie jej zaleznos¢ od wymiaru badanej zmiennej losowej. Liczno$¢ pro-
by m. konieczng do zapewnienia 10-procentowej doktadnosci w punkcie zero
dla n-wymiarowego standardowego rozkladu normalnego mozna w przyblize-
niu przyjac jako m, = 4". Ze wzgledu na szczegdlng regularno$¢ powyzszego
rozkiadu oraz znaczny liberalizm przyjetego kryterium wartosci te wydajq sie
stanowi¢ bezwzgledne minimum (sugeruje to np. m, = 4 dla n = 1). W przy-
padku obecnosci wspoirzednych binarnych powyzsza wartos$¢ nalezy pomnozy¢
przez (3/2)*. Z kolei uzyskany wynik mnozy sie przez heurystycznie okreslane
wspoOlczynniki zwigzane z koniecznoscig polepszenia jakosci estymacji, wielo-
modalnoscig i niesymetrig rozkladu oraz korelacjg elementow préby losowej —
w praktyce iloczyn tych wspoétczynnikéw jest réwny najczesciej 3—-10, a w ekstre-
malnych przypadkach nawet 100. Dla jednowymiarowej zmiennej losowej wyma-
gana licznosé proby wynosi w praktyce 20-50, odpowiednio zwiekszajac sie wraz
ze wzrostem wymiaru zmiennej. Jednak dzieki wspé6iczesnej technice kompute-
rowej, nawet w zlozonych zagadnieniach wielowymiarowych i przy niesprzy-
jajacych cechach rozkifadéw, nie musi to obecnie stanowié¢ istotnej przeszkody
aplikacyjnej. Zawsze nalezy przeciez bra¢ pod uwage znaczace korzysci wynika-
jace ze stosowania estymatorow jagdrowych. Umozliwiajg one bowiem identyfika-
cje praktycznie dowolnego wystepujacego w zadaniach aplikacyjnych rozktadu,
chociaz wymagaja stosownej licznosci préby, adekwatnej do mnogosci i wszech-
stronnosci zawartej w niej informacgji.

4.2.9. Uwagi i komentarze

W podrozdziale 4.2 prezdstawiono zarys metodyki konstruowania estymatoréw
jadrowych. Sformulowana zostala definicja podstawowej postaci tego typu es-
tymatora (4.2) i procedury wyznaczania wystepujacych tam wielkosci. Posta¢ ta
zostala uogolniona przez wprowadzenie koncepcji modyfikacji parametru wygla-
dzania (4.9) i transformagji liniowej (4.10), polepszajacych wiasnosci otrzymanego
estymatora. Zaproponowano takze dodatkowe procedury umozliwiajgce ograni-
czenie jego nosnika (14.3) oraz uwzglednienie wielkosci binarnych (4.19), co nie-
jednokrotnie pozwala lepiej dopasowa¢ uzyskany model do badanej rzeczywisto-
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Sci. Powyzsze uogolnienia i uzupeinienia zostaly sformulowane w odniesieniu do
podstawowej postaci estymatora jadrowego, co dopuszcza dowolne ich tgczenie,
zgodnie z uwarunkowaniami konkretnego problemu aplikacyjnego. Ze wzgledu
na wyrazistg interpretacje mozliwe jest takze wprowadzanie dalszych uogdélnien.
Przykiadowo — na potrzeby dalszych rozwazan przedstawionych w podrozdzia-
le 4.3 — podstawowg postac¢ (4.2) mozna uzupelni¢ o nieujemne, nie wszystkie
rowne zeru wspolczynniki w; przy ¢ = 1, 2, ..., m, ktére interpretuje sie jako
,znaczenie” poszczegolnych elementéw préoby losowej (4.1). Wtedy

fz) = Z w; K (x - :E) . (4.20)
h" Z w,; 1

Jezeli w; =1, to powyzsza postac jest rOwnowazna definicji (4.2).

Estymatory jadrowe umozliwiaja oszacowanie gestosci rozktadu — podsta-
wowej charakterystyki funkcyjnej jedno- i wielowymiarowej zmiennej losowe;
— z praktycznego punktu widzenia niezaleznie od jej postaci i cech. W konse-
kwencji stanowi to podstawe do wyznaczenia innych charakterystyk funkcyjnych
oraz parametrow. Na przykiad, jesli w przypadku jednowymiarowym zostanie
wybrane takie jadro K, aby istniafa analityczna postaé jego funkcji pierwotnej

= [~ __ K(y)dy, to mozna zdefiniowa¢ jadrowy estymator dystrybuanty

] — T — I;
— =N 7 | .
m;l ( - ) (4.21)

Z kolei, jezeli jadro K ma dodatnie wartosci, to rozwigzanie réwnania

o

F(z)=r (4.22)

stanowi jadrowy estymator kwantyla ¢ stopnia r € (0, 1).

Analogicznie do ogolnej idei estymatora gestosci rozkladu zmiennej lo-
sowej formulowana jest koncepcja jadrowego estymatora gestosci widmowej,
a takze — szczegolnie interesujacego z aplikacyjnego punktu widzenia — jadrowe-
go estymatora funkcji regresji. Zgodnie z generalng zasadg dotyczacy estyma-

torow jadrowych funkgcja ta jest wyznaczana bez zalozen arbitralnie ustalajgcych
jej postaé, na przyktad jako liniowa lub logarytmiczna.

r4

1 do badari systemowych

Uniwersalny charakter estymatoréw jadrowych umozliwia ich szerokie stoso-
wanie w roznorodnych problemach wspéiczesnej nauki i praktyki, ze szczegol-
nym uwzglednieniem zagadnien interdyscyplinarnych badan systemowych. Pro-
ces ten jest mozliwy dzieki dzisiejszej powszechnodci i coraz wiekszym mozli-
wosciom nowoczesnych systemow komputerowych, a takze zautomatyzowaniu
procesow metrologlcznych oraz pozyskiwania danych. Ponizej zostang przed-
stawione przykiadowe zastosowania estymatoréw jadrowych do nastepujacych
zagadnien badan systemowych:
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do problemoéw archeologii),
e wyostrzenie informacji nieprecyzyjnej (zilustrowane zagadnieniami wspotcze-

snej medycyny),
o identyfikacja parametryczna (zilustrowana zastosowaniem do sterowania au-
tomatycznego),

e okresSlenie przestrzennego rozkladu popytu (zilustrowane zadaniem z zakresu
telekomunikacji).

Najpierw zaprezentowane beda podstawowe elementy teorii decyzji, wy-
korzystywane wielokrotnie w dalszej czesci niniejszego podrozdziatu.

4.3.1. Elementy teorii decyzji: reguly bayesowska
i minimaksowa

Podstawowe zadanie teorii decyzji [2] polega na wyodrebnieniu ze zbioru wszyst-
kich mozliwych do podjecia decyzji optymalnego elementu, jedynie na podstawie
nieprecyzyjnych informacji o otaczajgcej rzeczywistosci (naturze), w szczegdlno-
Sci bez znajomosci jej faktycznego stanu.

Niech wiec dane beda: V' — niepusty zbiér mozliwych stanéw natury,
D — niepusty zbior potencjalnych decyzji, a takze funkcja strat [ : V x D —
— RU{*xo0}, ktérej wartosci [(v, d) interpretuje sie jako straty wynikle z podjecia
decyzji d, podczas gdy w rzeczywisto$ci wystepuje stan v. Stratg minimaksowa
jest nazywane odwzorowanie l,,, : D — R U {400} zdefiniowane wzorem

lm(d) = sup [(v, d). (4.23)

veV

Niech ponadto w zbiorze V okreslona bedzie o-algebra, a na niej miara M
reprezentujgca rozklad nieokreslonosci (w ujeciu probabilistycznym najczesciej
charakteryzowana przez gestosé, a w ujeciu rozmytym — funkcje przynalezno-
Sci). Jezeli dla kazdego d € D istnieje catka [, I(v, d)dM(v), to odwzorowanie
lp : D — RU{xo0} dane jako

1y(d) = / (v, d)AM(v) (4.24)

1%
okresla sie¢ mianem strat bayesowskich. Wtedy tez kazdy element d,,, € D, taki ze
() = inE L (), (4.25)

nosi nazwe decyzji minimaksowej. I analogicznie, dowolne d, € D spelniajace
warunek

lp(dp) = Inf [y .

p(dy) c}élzf) lb-(d) (4.26)
jest decyzja bayesowska, a powyzsze procedury sg nazywane, odpowiednio, re-
gula minimaksowa i bayesowska. Druga z nich minimalizuje warto$¢ oczekiwa-
ng strat, podczas gdy pierwsza — najwiekszg strate, jaka moze nastgpic¢ po podje-
ciu danej decyzji. Regula bayesowska ma zatem charakter racjonalny, natomiast
minimaksowa umozliwia asekuracje przed wariantem skrajnie niekorzystnym.
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4.3.2. Rozpoznanie elementow nietypowych

Zagadnienie rozpoznawania elementow nietypowych, dotychczas gtéwnie wyko-
rzystywane do analizy i eksploracji danych statystycznych, coraz powszechnie;
uzywane jest bezposrednio do réoznorodnych zadan praktycznych, takich jak wy-
krywanie uszkodzen w systemach sterowania automatycznego, diagnostyka me-
dyczna, archeologia i inne. Cel badan nierzadko stanowi tu podjecie decyzji, czy
w nadzorowanym systemie wystepuja réznego rodzaju nieregularnosci, czy tez
jego stan mozna uzna¢ za normalny. Innym przykladem jest stwierdzenie, ktéry
z pozyskanych obiektow archeologicznych nie pochodzi z okresu lub kultury, do
ktoérej przynaleza pozostale.

W praktyce szczegodlnie dobrze nadajagcymi sie do rozwigzywania proble-
moéw o0 powyzszym charakterze sg procedury oparte na testowaniu hipotez sta-
tystycznych. Zadanie czesto polega tu na identyfikacji tak zwanego elementu
odosobnionego [1], czyli elementu w znacznym stopniu ré6znigcego sie od ogdtu
populagji, charakteryzowanej za pomoca proby losowej. Przy rozwigzywaniu te-
go typu zagadnienn dominuja tak zwane testy istotnosci, w ktérych zaklada sie,
ze prawdopodobienstwo bledu pierwszego rodzaju jest réwne przyjetemu po-
ziomowi istotnosci, a prawdopodobienistwo biedu drugiego rodzaju pozostaje tu
niekontrolowane. W konsekwengji nie jest mozliwe przyjecie testowanej hipotezy,
a jedynie jej odrzucenie. Jednakze juz sam ewentualny brak decyzji o przyjeciu
lub odrzuceniu hipotezy, implikujacy niepodjecie jakichkolwiek dziatan, okazuje
sie catkowicie wystarczajacy w wielu praktycznych zagadnieniach.

W rozwazanym tu problemie rozpoznania elementu nietypowego zakia-
da sie, ze kazdy element populadji jest scharakteryzowany za pomoca wartosci
n zmiennych cigglych oraz k binarnych. Zmienne te powinny by¢ tak dobrane,
aby zbiory elementéw typowych i nietypowych byly jak najbardziej zréznico-
wane w sensie zakresOw wartosci, jakie przyjmuja poszczegélne wspoirzedne,
oraz przede wszystkim relacji miedzy wartosciami wspétrzednych. Szczegélowa
posta¢ owych zbioréw i relacji nie musi by¢ znana a priori — jej identyfikacja jest
integralng czesScig proponowanej tu procedury. Ponizej bedzie przedstawiony test
istotnosci przeznaczony do rozpoznawania elementéw nietypowych na podsta-
wie tak okreslonych wielkosci, traktowanych jako (n + k)-wymiarowa zmienna
losowa Z = [X, Y]', zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi w punkcie 4.2.7.

Niech zatem a € (0, 1) stanowi przyjety poziom istotnoéci. Uzyskana
ze zmiennej Z proba losowa (4.18) uznawana bedzie jako wzorcowa, ztozona
z elementow typowych. Niech réwniez dany bedzie (n + k)-wymiarowy wektor
Z =[Z, 9], ktéry podlega sprawdzeniu, czy jest elementem nietypowym. Testuje
sie hipoteze stanowiacg, ze z taki nie jest, przeciw hipotezie alternatywnej, iz na-
lezy go jednak uznac za nietypowy. Stosowana w tym celu statystyka okreslona
bedzie wzorem

S = f(2), (4.27)

gdzie f oznacza estymator jadrowy gestosci wyznaczony na podstawie préoby
(4.18) traktowanej jako wzorcowa. O przyjeciu hipotezy alternatywnej.stanowia
zatem mate wartosci statystyki S, co implikuje lewostronng postaé¢ zbioru kry-
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A= (—o0, al, (4.28)

przy czym warto$é krytyczna a jest dana jako estymator kwantyla rzedu rownego
zalozonemu poziomowi istotno$ci, zmiennej losowej U = foZ, czyli jego wartosc
moze by¢ wyznaczona na podstawie proby

e e

z wykorzystaniem zalezno$ci (4.22). Dzieki przyjetej postaci statystyki (4.27)
i wlasno$ciom estymatorow jadrowych tak skonstruowany test pozwala na iden-
tyfikacje elementéw nietypowych, réznigcych sie¢ od wzorcowych nie tylko za-
kresem wartosci poszczegolnych wspoélrzednych, ale nade wszystko zlozonymi
relacjami miedzy tymi wartosciami.

Wilasnodci estymatoréw jadrowych umozliwiajg uogoOlnienie powyzszej,
podstawowe] postaci testu, przez zaprojektowanie dodatkowych funkcji zwigk-
szajgcych jego aplikacyjne mozliwosci: wersji lokalnej i warunkowej, zagadnienia
rozmyto$ci testowanego elementu, a takze autokorekgji i adaptagji.

Wersja lokalna testu ma zastosowanie w przypadku uzywania jgdra radial-
nego z transformacja liniowa (4.10). Elementy macierzy R sg wtedy definiowane
jako

Rkl: k2 —

odzie K jest radialnym jadrem Epanecznikowa (tzn. danym wzorem (4.4) z pod-
stawieniem (4.3) ), h = max;—1. 2 .. m (||x — x;||), natomiast z; r 1 x; , Ozna-
czajg k-ta wspoélrzedna, odpowiednio, i-tego i j-tego elementu proby losowe;.
Poréwnujac powyzszy wzér z definicjg macierzy kowariancji, widac, ze dzieki
wprowadzeniu do formuly (4.30) jadra K odpowiednio preferowany jest wplyw
elementéw préby losowej blizszych testowanemu elementowi .

W wielu zagadnieniach nauki i badan stosowanych wystepuja wielkosci
warunkujace rozwazany proces. Znajomos¢ aktualnych ich wartosci pozwala
istotnie uscisli¢ wiedze o tym procesie. Typowym przykladem wielkosci warun-
kujgcej w obiektach technicznych jest aktualna temperatura. Niech zatem zmien-
na losowa W o wspolrzednych cigglych i binarnych reprezentuje wielkosci wa-
runkujace. Gestos¢ lacznego rozktadu zestawienia [Z, W|' moze by¢ wyznaczona
z uzyciem estymatora jgdrowego. W danym zastosowaniu znajomos¢ wielkosci
warunkujacej, czyli wartosci konkretnej realizacji W(w), umozliwia dokonanie
obliczeri na odpowiednim , przekroju” estymatora jadrowego, co pozwala zna-
czaco uscisli¢ wiedze o badanym procesie.

W niektérych problemach aplikacyjnych poszczegélne wspoéirzedne testo-
wanego elementu powinny by¢ reprezentowane przez liczby rozmyte, pomimo
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ze proba (4.18) skiada sie¢ z elementéw ,,ostrych”. Préba ta jest bowiem ztozona
z elementéw uznanych za wzorcowe i w tej sytuacji sa one czesto okreslone pre-
cyzyjniej niz element testowany. Przykladowo, na prébe (4.18) moga sie sktadac
wartosci, jakie zostaly zmierzone w przeszlosci, podczas gdy element testowa-
ny dotyczy przysziych, nieprecyzyjnie okreslonych wartosci i jako taki w formie
rozmytej lepiej oddaje modelowang rzeczywistos¢. W przypadku gdy dowolna
wspoirzedna elementu testowanego jest liczba rozmyta, wtedy taka tez staje sie
wartosc statystyki (4.27). Jezeli przyja¢ konkretng postaé tych liczb, na przyktad
trapezowg lub typu L-R, to dzieki wlasnosciom estymatoréw jgdrowych mozli-
we jest analityczne wyznaczenie funkcji przynaleznosci wartoéci statystyki dla
rozmytego elementu testowanego. O wyniku testu decyduje ostatecznie korico-
wa procedura oparta na teorii preferencji rozmytych [5], przy bezposrednim
zastosowaniu bayesowskiej reguly decyzyjnej (punkt 4.3.1).

Wynik prezentowanego testu moze by¢ bledny z dwéch powodéw: ele-
ment uznany za odosobniony taki nie byl (bfad pierwszego rodzaju) lub element
nieuznany za odosobniony taki byt (biagd drugiego rodzaju). Jezeli w rozpatry-
wanym zagadnieniu po pewnym czasie dysponuje sie informacjg, czy badany
element byl rzeczywiscie odosobniony, czy tez nie, to do konstrukgji statystyki
(4.27) mozna uzy¢ postaci uogoélnionej (4.20) estymatora jadrowego, poczatkowo
przyjmujac w; = 1, i przez odpowiednig zmiane wartosci tych wspé6lczynni-
kéw modytikowaé znaczenie poszczegdlnych jader, stosownie do ich wplywu na
bledny wynik. Koncepcja ta moze by¢ zrealizowana z uzyciem sztucznych sieci
neuronowych, przy wykorzystaniu metody wrazliwos$ciowej. Uzyskuje sie dzieki
temu mozliwos¢ autokorekcji dziatania testu oraz jego adaptacji, postepujacej
w miar¢ zmian uwarunkowan badanego zjawiska.

Prezentowana metodyka rozpoznawania elementéw nietypowych ma cha-
rakter uniwersalny, a jej uzytecznos¢ jest weryfikowana w problemie z zakresu
archeologii. Przedmiot badan stanowi stwierdzenie, czy pochodzacy z wyko-
palisk przeslik zostal wyprodukowany w rejonie miejscowosci Owrucz (Rosja).
Poszczegdlnymi wspoirzednymi zmiennej losowej X sg wymiary, waga (wsp6l-
rzedne ciggle) i inne cechy (ujete w sposéb binarny) poszczegélnych przeslikéw.
Jako prébe wzorcowq przyjeto typowe, zweryfikowane klasycznymi metodami
archeologicznymi obiekty z Owrucza, z dokladnie okreslonymi wielkosciami sta-
nowigcymi poszczegolne wspolrzedne zmiennej X . Testowane elementy sa czesto
zniszczone lub niestarannie wykonane, a zatem niektére ich wspétrzedne nalezy
traktowac jako liczby rozmyte.

lyp i ksztatt jgdra K uzytego do konstrukgji Statystykl (4.27) zalezny byt
od wersji testu. I tak, w wersji podstawowej stosowano jadro radialne normalne,
czyli na podstawie zaleznosci (4.4) z podstawieniem

K(z) = (2m) 712 exp (—éxz) . (4.31)

Podobnie postepowano przy wersji lokalnej testu. W wersji warunkowej i w przy-
padku rozmytego elementu testowanego wykorzystane byto produktowe jadro
normalne, to znaczy oparte na wzorach (4.5) i (4.31). Wprowadzone. zostaly
wszystkie awizowane dodatkowe procedury, czyli modyfikacja parametru wy-
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oladzania (4.9), w przypadku stosowania jadra radialnego — transformacja linio-
wa (4.10), ograniczenie noé$nika poszczegdlnych wspoétrzednych (4.13), a takze
wspoétrzedne binarne (4.19) zaréwno dla zmiennej podstawowej Z, jak i warun-
kowej W. Do estymacji kwantyla (4.22) uzyto uogélnionego jadra Cauchy’ego

2 1

K(z) = ;ma (4.32)

z modyfikacjg parametru wygladzania (4.9) i ograniczeniem nosnika (4.13) do
zbioru liczb nieujemnych.

Dane archeologiczne pozyskano dzieki wspétpracy z Instytutem Archeolo-
gii i Etnologii PAN.
Niniejszy punkt ujmuje wyniki przedstawione w monografii [10], a tak-

ze badania prowadzone wraz z Cyprianem Prochotem w ramach Jego pracy

doktorskiej [29] — w tym zakresie tekst prezentuje materiat wspdlnych publika-
cji [23, 24].

4.3.3. Wyostrzanie informacji nieprecyzyjne;

Rozwéj wspotczesnych technik informacyjnych umozliwia ciggly postep w za-
kresie wnioskowania, a w konsekwencji podejmowania dziatann na podstawie
informacji nieprecyzyjnej. Koniecznoé¢ operowania takg informacja wynika naj-
czesciej ze ztozonosci badanych systeméw oraz intuicyjnego charakteru ludzkich
wrazen. Jednakze praktyczne zagadnienia wymagaja podjecia na tej podstawie
konkretnej decyzji, czesto 1gczacej sie z koniecznoscig jednoznacznego wskaza-
nia $cisle okreslonej wartosci liczbowej. Obecnie wnioskowanie takie — wiasci-
we dotychczas jedynie czlowiekowi — jest coraz powszechniej przeprowadzane,
lub przynajmniej wspomagane, przez systemy informatyczne. W bardziej zio-
zonych zagadnieniach wigze sie to nierzadko z dodatkowym uwzglednieniem
aktualnych wartosci czynnikéw warunkujgcych, umozliwiajacych uscislenie po-
siadanych informacji, co klasyczny proces wnioskowania czesto uczynifoby zbyt
skomplikowanym.

Jako prosta ilustracja zadania, do ktérego stosowana moze by¢ propono-
wana ponizej procedura, rozwazony bedzie klasyczny problem medyczny okre-
Slenia ,,odpowiedniej dawki leku”. Ze wzgledu na charakter probleméw wigk-
szo$¢ ocen pozyskiwanych w podobnych zagadnieniach ma charakter uznaniowy;
a z uwagi na specyfike srodowiska medycznego sa one nierzadko formufowane
w sposOb werbalny, na przyklad ,dobre”, ,zle”, ,watpliwe”. Istnieje tez wiele
zmiennych warunkujacych dany problem, jak waga, wiek i ple¢ pacjenta, o cia-
otym i binarnym charakterze. Co wiecej, nieprawidtowa diagnoza, oprocz skut-
koéw ekonomicznych zwigzanych z kosztami leczenia, czesto implikuje z jedne;j
strony ewentualno$¢ powiklan, a z drugiej niebezpieczenistwo nieskutecznosci
terapii. Wymusza to koniecznos$é uwzglednienia odmiennych skutkéw przesza-
cowania i niedoszacowania podjetej decyzji, proporcjonalnych do wartosci owego
przeszacowania lub niedoszacowania, ale o réznych wspéiczynnikach proporcjo-
nalnosci. Ponizej przedstawiony bedzie algorytm wyostrzania informacji niepre-
cyzyjnej, czynigcy zados¢ powyzszym uwarunkowaniom.
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Przyjmuje sig, ze informacja nieprecyzyjna dotyczy wielkosci jednowymia-
rowej (rzeczywistej), przy czym miara tej informaciji jest scharakteryzowana przez
gestos¢ ¢ : R — [0, 0o) (przykladowo w ujeciu probabilistycznym jej odpowiedni-
kiem jest gestos¢ rozkladu, natomiast w ujeciu rozmytym - funkcja przynalezno-
Sci), przy czym ¢ € L'. Niech ponadto dana bedzie (n + k)-wymiarowa zmienna
losowa Z = [X, Y]", bedaca zestawieniem n-wymiarowej- ciaglej zmiennej X,
ktérej rozklad ma gestosé, oraz k-wymiarowej zmiennej binarnej Y. Zmienna Z
reprezentuje czynnik warunkujacy:.

Jezeli rozwazana jest przestrzent wektorowa R™"T5+1 ktdrej pierwsza wsp6l-
rzgdna reprezentuje zmienng niezalezng funkgji ¢, a pozostate — kolejne wspé1-
rzgdne zmiennej losowej Z, to w podprzestrzeni zlozonej z pierwszej wspél-
rzgdnej dana jest miara charakteryzowana przez gestos¢ ¢, a w podprzestrzeni
zfozonej z pozostalych n + k wspétrzednych — miara bedaca rozktadem zmiennej
losowej Z. Tak wigc w calej przestrzeni R"***! okreslona jest miara produkto-

wa, ktérej rozklad mozna oszacowad za pomoca estymatora jadrowego f. Jezeli
gestosC ¢ wyznacza si¢ na podstawie werbalnych ocen (reprezentowanych przez
wspoiczynniki w;) dotyczacych wartosci v; otrzymanych przy réznych warto-
Sciach zmiennej warunkujacej z; = [z;, y;]", to powinna byé stosowana uogol-
niona posta¢ estymatora jagdrowego (4.20).

W prezentowanej wczesniej ilustracji problemu zostalo stwierdzone, ze nie-
doszacowanie i przeszacowanie podjetej decyzji skutkujg stratami proporcjonal-
nymi do wartosci owego przeszacowania lub niedoszacowania, ale o réznych
wspolczynnikach proporcjonalnosci. Bayesowska reguta decyzyjna dostarcza sto-
sownego aparatu do rozwigzania takiego zadania, przy czym D =R, a funkcja
strat [ przyjmuje postac

pli—v) dla ©—o
{ p(0 =) (4.33)

VoA

0,
(v —v) dla 9—v>0

)

gdzie p, ¢ > 0 (przy czym wspoéiczynniki te moga byé ré6zne), natomiast 9 oznacza
szukang wartos$¢ decyzji bayesowskiej, petniagcej tu role determinizatora.
Niech bedzie ustalony czynnik losowy, a zatem takze i warto$é Z(w) =

= [X(w), Y(w)]". Determinizator jest wtedy dany jako rozwiazanie nastepujace-
go rownania z argumentem o:

@
et

" _ P
L o za = 2 [ o, 2@, (4.34)

Pt

gdzie f oznacza wprowadzony powyzej estymator jadrowy. Oznaczajac jako
I': R"* — [0, o) funkcje pierwotng jadra K wzgledem pierwszej wspéirzednej,

czyli
v v U
I (L}) = / K ([J) du dla dowolnie ustalonego =, (4.35)

rownanie (4.34) przyjmuje postad
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’leI [X(w) 1 L(Y(LU), U'z,) —
" . (4.36)
DN Y .
CPHaS ___X____E"__?J___.I_il HYw), gi)dv,

gdzie w; oznaczajg oceny ostrych wartosci v; uzyskanych, odpowiednio, dla cia-
glych z; i binarnych y; wartosci czynnika warunkujgcego. Rozwigzanie powyz-
szego rownania stanowi ostatecznie poszukiwany determinizator przy ustalonym
czynniku warunkujgcym. Jezeli jadro K ma dodatnie wartosci, to powyzsze roz-
wigzanie istnigje i jest jedyne. W praktyce moze by¢ ono efektywnie obliczone za

pomocg iteracyjnej metody Newtona, gdyz zgodnie ze wzorem (4.35) pochodna
lewej strony jest prosta do wyznaczenia.

W przeprowadzonych badaniach uzyto radialnego jadra opartego na uogol-
nionym jadrze Cauchy’ego

1

1
Klz) = An (14 zTg)en’

(4.37)

T

n -+ 5

> T
n — An — 1 n T o~
pPrzy a [ 5 ] oraz (n 4+ 1)Vh4q /0 1+ r2)en

czgs¢ catkowitq liczby b € R, a V,,41 jest objetoscig (n + 1)-wymiarowej kuli jed-
nostkowej. Zastosowane zostaly wszystkie zaprezentowane dodatkowe procedu-
ry, czyli modyfikacja parametru wygtadzania (4.9), transformacja liniowa (4.10),

ograniczenie nosnika (4.13), a takze wspéirzedne binarne (4.19).

dr, gdzie |b| oznacza

Podsumowujac: w niniejszym punkcie zostala przedstawiona procedura
bayesowskiego wyostrzania informacji nieprecyzyjnej w obecnosci losowych
czynnikéw warunkujacych. Chociaz mozliwosci jej wykorzystania sg uniwersal-
ne, to zagadnienie zilustrowano w aspekcie wspétczesnych zastosowan medycz-
nych na modelowym zadaniu ustalenia ,prawidlowej dawki lekarstwa”. Informa-
cja posiadana w tym zakresie jest nieprecyzyjna, reprezentowana przez gestos¢ ¢,
a uzyskiwane oceny majq charakter uznaniowo-werbalny. W omawianym przy-
kiadzie wymaga sig, aby dla pewnej zbiorowosci pacjentéw, indeksowanej przez
r =1, 2, ..., m, uzyskac¢ dla zaordynowanych poszczegélnym osobom dawek
lekarstwa v; werbalng ocene ich skutecznosci ,bardzo dobra”, ,dobra”, , prawi-
diowa”, ,zla” itd. — ocenom tym przyporzadkowa¢ mozna warto$ci wspdlczyn-
nikow w;. ,Prawidlowa dawka lekarstwa” zalezy silnie od wieku, masy ciala
(zmienne ciggle X; i X3) oraz plci (zmienna binarna Y'), ktére dla poszczegol-
nych pacjentéw wynosza [z1;, ®2i, yi]'. Jezeli rozwazana jest cala populacja,
to czynniki te sg losowe, reprezentowane przez 3-wymiarowg zmienng losowa
Z = (X1, X2, Y]'. Miara produktowa informacji nieprecyzyjnej i rozkladu zmien-
nej /4 zostala scharakteryzowana za pomocy statystycznego estymatora jadrowe-
g0 (4.20). Do jego wyznaczenia korzysta sie ze zbioru deterministycznych danych

typu
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(4.38)

uzyskanych na podstawie m przypadkoéw klinicznych.

Jezeli rozwazany jest konkretny pacjent, dla ktérego ustalona ma by¢ ,pra-
widlowa dawka lekarstwa”, to wartos¢ warunkujgcej zmiennej losowej Z(w) staje
sie ustalona. Warto zauwazy¢, ze w zbiorze zebranych wartosci warunkujacych
(214, 2, ¥i]' moze w ogdle nie byé wartodci réwnej realizacji Z(w) = [X(w),
Y (w)]! lub zebrana nikla ich ilo$¢ absolutnie moze nie wystarcza¢ do odpowie-
dzialnego wnioskowania. Tymczasem wiasnosci estymatorow jadrowych pozwa-
lajg odpowiednio usrednic¢ posiadane dane. W praktyce pacjentowi nalezy podac
konkretng dawke lekarstwa. Niedoszacowanie dawki ma najczesciej zdecydowa-
nie odmienny wplyw na ogolne koszty leczenia niz przeszacowanie. Stad zadanie
wyostrzania informacji nieprecyzyjnej powinno by¢ prowadzone przy niesyme-
trycznej funkgcji strat (4.31).

Przedstawiona procedura zostala pozytywnie zweryfikowana na podstawie
danych pozyskanych z Samodzielnego Publicznego Szpitala Klinicznego Nr 1
w Lublinie oraz wynikéw eksperymentalnych otrzymanych w Akademii Me-
dycznej w Lublinie.

Niniejszy punkt ujmuje wyniki badann prowadzonych wraz z Malgorzata
Charytanowicz, z Akademii Medycznej w Lublinie, w ramach Jej pracy doktor-
skiej [3]. Powyzszy tekst zawiera fragmenty tej pracy oraz wspoélnych publika-
cjii [19, 20].

4.3.4. Identyfikacja parametryczna

Jednym z podstawowych zagadnien badan systemowych jest identyfikacja pa-
rametryczna, czyli okreslenie wartosci parametrow wystepujacych w modelu.
W typowym zadaniu praktycznym dysponuje sie m niezaleznymi pomiarami
danego parametru, ktore sa jednak obarczone bledami ré6znego pochodzenia.
Na tej podstawie nalezy okreslic wartos¢, ktora mozliwie najlepiej — z punk-
tu widzenia catosci problemu - charakteryzowalaby zjawiska reprezentowane
przez ten parametr. Typowe procedury estymacji, oparte na metodach najmniej-
szych kwadratow i najwiekszej wiarygodnosci, sq uzywane najczesciej ze wzgle-
du na powszechng znajomosc¢ i dostepnos¢ w literaturze, ale nie pozwalajg one
uwzglednié zré6znicowanych skutkéw bledow estymacji.

Zagadnienie to zostanie zilustrowane na przykladzie sterowania optymal-
nego. Bedacy podstawg takiego zadania wskaznik jakosci moze by¢ bowiem uzy-
ty do okreSlenia nie tylko jakosci sterowania, lecz takze procedury identyfikacji
parametrow modelu. Niech zatem dany bedzie uklad, ktérego dynamika jest
opisana za pomocg réwnania rézniczkowego

! 0
j;(t)m[

z(t) + \

0 u(t), (4.39)
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przy czym A € R\{0}. Jezeli regulator optymalny z kwadratowym wskaznikiem
jakosci zostat wyznaczony na podstawie wartosci 4 € R\{0} niekoniecznie réw-
nej parametrowi A wystepujacemu w obiekcie, to otrzymany wykres tego wskaz-
nika z duza dokladnoscig mozna aproksymowac funkcjg kwadratowg o réznych
wspolczynnikach dla btedéw ujemnych i dodatnich. Traktujgc uzyskane wartosci
badanego parametru jako realizacje zmiennej losowej z rozkladem o gestosci f,
wyznaczy¢ mozna za pomocg reguly bayesowskiej warto$¢ estymatora optymal-
nego w sensie minimum wartosci oczekiwanej kwadratowego wskaznika jakosci
sterowania. Jezeli rozkiad powyzszej zmiennej losowej estymuje sie za pomoca
estymatoréw jadrowych, to uniezaleznia to metode od typu rozkladu, a uzyskany
algorytm jest dogodny dla procedur numerycznych.

Najpierw bedzie rozpatrzony podstawowy przypadek, gdy rozwazany jest
pojedynczy parametr. Jako zbiér decyzji dopuszczalnych przyjmuje sie wéwczas
D = R, a tunkcja strat zostanie okreslona w postaci niesymetrycznej kwadra-
towej

0,
U

v —v)? dla 7 —
(5, v) = {p (0 =) C (4.40)

q(v —v)* dla 9 —w

VA

?

gdzie p, ¢ > 0 (przy czym wspoéiczynniki te mogg by¢ r6zne), natomiast ¥ oznacza
szukang wartos¢ decyzji bayesowskiej, pelnigcej tu role optymalnego estymatora.
Jest on wtedy dany jako rozwigzanie nastepujacego réwnania z argumentem o:

(p—q) / V)dv = /OO (Z — z)f(v)dv. (4.41)

Rozwigzanie powyzszego kryterium nie jest w ogélnym przypadku zada-
niem fatwym. Jezeli jednak do oszacowania gestosci f sa stosowane estymatory
jadrowe, to dzieki odpowiedniemu doborowi postaci jadra mozna otrzymac efek-
tywny algorytm numeryczny. Niech zatem dostepnych bedzie m pomiaréw ba-
danego parametru, traktowanych jako préba losowa (4.1). Dla wybranego jadra K

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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Wtedy kryterium (4.40) przyjmuje posta¢ réGwnania
1 Tre
(p = QI(0) = J(0)] = pb = —p— ) =:. (4.46)
i=1

Jezeli jgdro K ma dodatnie wartosci, to powyzsze rozwigzanie istnieje i jest
jedyne. Oznaczajac jego lewg i prawg strone, odpowiednio, przez

L(v) = (p — q)[0J(0) — I(D)] — p?, (4.47)
1 T

oraz wyznaczajac pochodng funkgji (4.47):
L'(9) = (p — 9)J(9) — p, (4.49)

mozna wtedy — korzystajac z iteracyjnej metody Newtona — efektywnie wyzna-
czy¢ rozwigzanie kryterium (4.40) jako granice ciggu {v("}2, danego wzorami

1 Trt
(0) — — . 4.50
’ m ; o (4.50)

P — L(v®)

(k+1) _ ., (k)
V = -+ L’(’U(k))

dla £=0,1, .... (4.51)

Wiasnosci estymatoréw jadrowych umozliwiaja wprowadzenie uogélnieni
powyzszej metody dla przypadku wielowymiarowego (wektor parametréw), wa-
runkowego (zaleznos¢ od czynnikow warunkujacych) oraz wielomianowego
(funkcja strat stopnia wiekszego niz kwadratowy).

I tak, w przypadku wielowymiarowym, czyli zagadnieniu estymacji wek-
tora parametrow, mozliwe jest powtorzenie proponowanej procedury wobec
wielowymiarowej zmiennej losowej. Przykladowo, jesli dla dwuwymiarowego
wektora parametréw v = [v1, v2]" przyjaé¢ funkcje strat w nastepujacej postaci
niesymetrycznej i kwadratowe;:

(01 — v1)* + ca(01 — v1) (D2 — v2) + cq(D2 — v2)?,

gdy ’i}l-——-vlg() 1 @ngggo,

cp(D1 — v1)% + cpa(D1 — v1) (D2 — v2) + cq(Da — v2)?,

D V dy 91 —v1 20 i 09—y <0,
l Az | 1 _ ,,.., ggy 1 h 1 A 2 — U2 ,.._ 2 (4.5)
U2 U2 Cz(’Ul ““’01) +ng(’01 “*”Ul)(vz “Uz)-l-cg(’vz —’Uz) :

gdy 'i}l—-fulg_O 1 @2*@220,

cp(D1 = v1)° + epg (D1 — v1) (02 — v2) + cg(D2 — v2)°,

gdy V1 —v1 =20 i Vo — vy = 0,
przy czym ¢, ¢p, ¢, ¢4 > 0, ¢4, ¢pg =2 0 oOraz cpq, c, < 0, to kryterium

(4.40) przyjmuje tu posta¢ dwoéch réwnan definiujacych decyzje bayesowskie 04
oraz U3 0 podobnej, aczkolwiek nieco bardziej ztozonej postaci.
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warunkujacego, proponowana procedura moze byc uogolmona w celu uwzgled—
nienia jego wplywu. Niech zatem czynnik warunkujacy dany bedzie w posta-
ci zmiennej losowej Z, stanowigcej zestawienie n-wymiarowej cigglej zmiennej,
ktorej rozkiad ma gestosd, a takze k-wymiarowej zmiennej binarnej. Statystyczne
estymatory jadrowe mogg by¢ uzyte do wyestymowania gestosci rozkladu 1gcz-
nego. W trakcie stosowania procedury, po ustaleniu konkretnej wartosci czyn-
nika warunkujgcego Z(w), kryterium (4.41) moze by¢ stosowane ,na przekroju”
definiowanym przez owa warto$é. W przypadku wystgpienia istotnego uwarun-
kowania badanego obiektu od czynnikéw reprezentowanych przez zmienng Z,
ujecie takie moze znaczgco polepszyé jakosé uzyskanych wynikéw.

Posta¢ niesymetrycznej kwadratowej funkcji strat (4.40) moze by¢ uogol-
niona do formuly wielomianowej:

—~1)ep(v —v)*e  dla ) —v <0,
(5, v) = ( ﬁ_ )"p(0 = v) v (4.53)
q(0 — v)F dla 9 —v >0,
przy czym p, ¢ > 0 oraz k = 2, 3, .... Przykladowo, dla £k = 3 kryterium
analogiczne do réwnania (4.41) przyjmuje postaé
p+0) [ @-vPfEdv=q [ (v (4.5

Etektywnos¢ przedstawionej tu procedury w duzym stopniu zalezy od
wyboru postaci jadra K, w szczegdlnosci od mozliwoéci wyrazenia formut ana-
litycznych tunkgji I oraz J. W przypadku podstawowym, gdy rozwazany byl
pojedynczy parametr, zostato uzyte uogélnione jgdro Cauchy’ego

K(z) = -—72-1-_-—(1—-—_-{-_—-1—5-2—-5-—2- (4.55)
Wtedy

I[(x) = -—-71;_— arctg(x) + 1 —fa:z) + %—, (4.56)

J(x) = m (4.57)

W przypadku wielowymiarowym i warunkowym stosowane jest jadro produk-
towe (4.5) z podstawieniem zalezno$ci (4.55), aczkolwiek w przypadku wielo-
mianowym wymaga ona uscislenia do postaci

1 1

]C(x) — E“‘““‘(l_l_ T 2)(“3 )

(4.58)

przy ar = {(k —; 3)] oraz Ay = 2 /0 Z—-i-:}mdr, gdzie |b] stanowi czes¢ cat-

kowitg liczby b € R.

Przedstawiona procedura zostala zweryfikowana w Zakladzie Automatyki
(E-32) Politechniki Krakowskiej.
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Niniejszy punkt ujmuje wyniki badan prowadzonych wraz z Aleksandrem
Mazgajem, z tegoz Zakladu, w ramach Jego pracy doktorskiej [28]. Powyzszy
tekst zawiera fragmenty tej pracy oraz wspdlnych publikagji {21, 22].

4.3.5. Okreslenie przestrzennego rozkladu popytu

System LMDS (Local Multipoint Distribution System) jest coraz powszechniej sto-
sowany przez operatoréw telekomunikacyjnych do bezprzewodowej szerokopa-
smowej transmisji danych, co w duzym stopniu wynika z gwattownie narasta-
jacego popytu na dostep do Internetu. System ten umozliwia polgczenie wezia
sieci operatorskiej z odbiorcami usiug, bez koniecznosci budowy kosztownej in-
frastruktury kablowej. Dane sg przekazywane miedzy rozlokowanymi na terenie
aglomeracji miejskiej stacjami bazowymi, ktére droga radiowa obslugujg stale
polaczenia z wieloma stacjami abonenckimi, znajdujgcymi sie w zasiegu trans-
misji urzadzerh nadawczo-odbiorczych poszczegdlnych stacji. Stacje abonenckie,
instalowane najcze$ciej na dachach budynkow, transmitujg z kolei — za pomoca
sieci lokalnych, na przyklad kablowych — owe dane do uzytkownikéw w obrebie
danej lokalizacji. Istotnym czynnikiem, czesto decydujacym o ekonomicznej za-
sadnosci stosowania tego typu systemu, jest wyznaczenie miejsc zainstalowania
stacji bazowych w taki sposob, aby w granicach dostepnych srodkéw inwestycyj-
nych osiggnaé najwiekszy zysk. W niniejszym punkcie zaprezentowano algorytm
wyznaczania optymalnego ukiadu stacji bazowych systemu LMDG.
Przestrzenny rozklad popytu na ustugi transmisji danych w rozpatrywa-
nym terenie ma — w doslownym znaczeniu - charakter punktowy zwigzany
z poszczegblnymi potencjalnymi klientami. Taki model jednak charakteryzuje sie
ograniczonym znaczeniem aplikacyjnym, gdyz praktycznie jest nieidentytikowal-
ny na obszarze aglomeracji miejskiej. Do oszacowania przestrzennego rozkladu
popytu zostang tutaj uzyte statystyczne estymatory jadrowe. Wystepujgca w ich
definicji zmienna X jest zatem 2-wymiarowa, a jej poszczegolne wspoirzedne
reprezentujg dlugosc i szerokos¢ geograficzng. Zastosowane zostalo dwuwymia-
rowe uogoblnione radialne jadro Cauchy’ego, czyli formuia (4.4) po podstawieniu
(4.32), z modyfikacja parametru wygladzania (4.9) i po przyporzadkowaniu
poszczegllnym jadrom wspoélczynnikéw (4.20). I tak, dysponujac bazg danych
zlozong z m potencjalnych lokalizacji budynkéw abonenckich, przy czym kazda
z nich jest charakteryzowana przez jej polozenie geograficzne z; = [zi1, Ti2] "
oraz wspolczynnik w; reprezentujacy potencjalny popyt na ustugi transmisji da-
nych przypisany tej lokalizacji, mozna otrzymac estymator jgdrowy opisujacy
oesto$é przestrzennego rozkladu popytu na rozwazanym obszarze. Rozkiad
ten jest odpowiednio ucigglony dzieki wiasnoSciom statystycznych estymato-
réw jadrowyth. Co wiecej, z uwagi na usredniajgce wilasnosci tego typu esty-
matorow mozliwe staje sie korzystanie z uproszczonej bazy danych zawie-
rajacej jedynie lokalizacje gtéwnych budynkéw abonenckich i zawarcie w przy-
pisanych im wspétczynnikach w; popytu sasiednich, pomniejszych obiektow.
Znacznie upraszcza to najtrudniejszg i najbardziej kosztownga faze¢ rozwazane;
tu procedury wyznaczania optymalnego ukiadu stacji bazowych - systemu

LMDS.
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W praktyce nietrudno jest wskazac ograniczong liczbe k miejsc, w ktorych
mozna ewentualnie dokona¢ montazu stacji bazowych, obejmujgcych na przy-
ktad wysokie budynki i maszty telekomunikacyjne. Dysponujac estymatorem

jagdrowym f, charakteryzujacym przestrzenny rozklad popytu w rozwazanym
obszarze, okreSla sie¢ wskaznik jakosci j-tej lokalizacji (7 =1, 2, ..., k) w naste-
pujace) postact:

E; = /c'j f(z)dz, (4.59)

gdzie C; oznacza j-te kolo o Srodku w z, i dodatnim promieniu r; reprezen-
tujacym zasieg urzadzenia nadawczo-odbiorczego przypisanego tej lokalizacji.
Dzieki odpowiedniej postaci jgdra mozliwe jest analityczne wyznaczenie tej war-
tosci za pomocg wzoru

1 & ' re —dz, — h°s?
Bim a2 | e e e ] (60

przy czym d;; oznacza odlegios¢ miedzy j-tq lokalizacjg a srodkiem i-tego ja-
dra, a poniewaz z punktu widzenia prowadzonych w dalszej czesci zagadnien

1 m
optymalizacji dodatnia stata 5 21 w; moze by¢ pominigta, wigc ostatecznie
e rs — d?. — h?s?
Ei=) wi| —m—m—F—"rofee—___ +1]. (4.61)

rd 4 2[h2s? — @2 ]r? + [R2s? + d2,’
Na podstawie powyzszej zaleznosci mozna ustali¢ wskaZnik jakosci dowolne-
g0 ukladu stacji bazowych z przypisanymi poszczegélnym lokalizacjom typa-
mi urzadzen nadawczo-odbiorczych (lub ich brakiem, gdy w rozwazanej opcji
nie jest planowane zamontowanie takich urzadzen). Proponowana procedura
umozliwia takze uwzglednienie obszaréw ,zacienionych”, w ktérych transmi-
sja nie jest mozliwa ze wzgledu na nieréwnomierne uksztattowanie terenu oraz
przeszkody (np. wysokie budynki), a takze ograniczonej mozliwosci przesylo-
wej (przepustowosci) urzadzen nadawczo-odbiorczych. W atrakcyjnych rejonach
miast popyt objety zasiegiem poszczegdlnych urzadzen moze bowiem nie zostad
zaspokojony z jednej stacji bazowej i czes¢ niezaspokojonego popytu powinna
przejaé inna stacja bazowa bedaca w zasiegu — optymalny podziat jest wyzna-
czany na podstawie metod optymalizacji liniowe;.

Dysponujac skonstruowanym powyzej wskaznikiem jakosci ustalonego
ukiadu stacji bazowych, mozna wyznaczy¢ — korzystajac z metod badan ope-
racyjnych, w szczegolhosci metody podziatu i ograniczen — optymalny ich uktad
w ramach posiadanych srodkéw inwestycyjnych. Mozliwe jest takze poszerze-
nie problemu na zagadnienia planowania z kilkuletnim horyzontem czasowym,
przy niestacjonarnosci uwarunkowan.
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Wprowadzone wczesniej wspolczynniki w; reprezentujg zapotrzebowanie
na usiugi teletransmisyjne przypisane poszczegdlnym lokalizacjom stacji abo-
nenckich. Ich identyfikacja odbywa si¢ w praktyce na podstawie oceny eksperta,
wyrazanej werbalnie, cze¢sto jedynie na podstawie przestanek intuicyjnych. Do
opisu przewidywanego w stacji abonenckiej zapotrzebowania na ustugi teletran-
smisyjne zostang zatem uzyte elementy logiki rozmytej. Zagadnienie rozmytego
charakteru wspolczynnikow w; wprowadzonych w definicji (4.20) zostanie szcze-
golowo omoéwione ponizej, gdyz zadanie takie moze pojawic¢ sie¢ w réznorodnych
zastosowaniach estymatorow jadrowych do zagadnien badan systemowych. Na-
lezy tu wzig¢ pod uwage specyfike rozwazanego zadania: znaczng ilos¢ koniecz-
nych do zidentyfikowania i poZniejszej analizy liczb rozmytych (réwng licznoéci
proby m), a takze to, iz czasem niektére wspdiczynniki w; moga by¢ ,ostre”
(nierozmyte).

Szczegollnie dogodne w powyzszej sytuacji sg liczby rozmyte typu L-R [8],
ktorych funkcja przynaleznosci jest okreslona w nastepujacej postaci:

L (wz-—-—-m) dla z < w;,

8%
H(w;, ai, ﬁz‘)(x) — (4.62)

R (CB ;w?’) dla z > w;,

przy czym w; € R, oy, §; > 0, a rzeczywiste funkcje L i R sg symetryczne wzgle-
dem zera, przyjmuja tam wartos¢ 1 i sa niemalejgce na przedziale (—oo, 0]. W tym
ukladzie parametr w; mozna zinterpretowac jako wartos¢ modalng, natomiast «;
i 6; decyduja, odpowiednio, o0 lewostronnym i prawostronnym skupieniu wokét
tej wartosci. Liczbe rozmyta A typu L-R mozna zatem utozsamiaé z trzema pa-
rametrami, co oznaczane bedzie jako A = (w, «, (), i w konsekwencji proces
identyfikacji wymaga okreslenia jedynie tych, bliskich intuicyjnej interpretacji
wartosci. Dzialania algebraiczne na liczbach rozmytych typu L-R definiowane sa
nastepujqco:

A+ B = (wa, aa, Ba) + (ws, ag, O8) = (wa + ws, o +ap, Ba+ Bs), (4.63)
A—B=(wa, aa, Ba) — (ws, ag, Bs) = (wa — w;B, aa + ag, Ba+ ), (4.64)
c- A= (cwa, coa, cfa), (4.65)

przy czym Ai B oznaczajq liczby rozmyte, natomiast ¢ — dodatnig liczbe rzeczywi-
sta. Jezeli przyjac notacje, w ktorej liczba rzeczywista a jest zapisywana w postaci
trzech parametréw a = (a, 0, 0), to dziatania te mogg by¢ uogdlnione na dodawa-
nie i odejmowanie liczby rozmytej i rzeczywistej. Co wiecej, wzory (4.63)—(4.65)
prawidiowo wyrazaja wtedy takze dzialania na dwoch liczbach rzeczywistych.
Oznacza to, ze liczba rozmyta typu L-R w powyzszym zakresie jest uogolnie-
niem liczby rzeczywistej. Ostatecznie, kazdy wspdétczynnik w;, wprowadzony we
wzorze (4.20), moze by¢ uogodlniony do dogodnej w identyfikacji i obliczeniach
trojparametrycznej liczby rozmytej, oznaczanej ponizej jako W; = (ws, ay, 5;).
W szczegllnym przypadku W; = (w;, 0, 0) reprezentuje liczbe ostrg w;.
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Jezeli wspolczynniki w; sg rozmyte, to — jak wskazuje zaleznosé (4.61) —
wskaznik jakosci rozwazanego ukladu stacji bazowych ma postaé kombinacji li-
niowej trojparametrycznych liczb rozmytych W;, a zatem — z uwagi na wzory
(4.63)-(4.65) — staje sig¢ on takze tréjparametryczng liczba rozmyta, oznaczang
dalej jako £. W celu umozliwienia poréwnywania jakosci poszczegdlnych ukla-
dow stacji bazowych, koniecznego przy wyznaczaniu rozwigzania optymalnego,
uzyta zostanie metodyka teorii preferencji rozmytych [5]. Funkcja preferencji P
liczby rozmytej £ 0 ograniczonym nosniku funkcji przynaleznosci bedzie przyjeta
w postaci wynikiej z praktyki podejmowania decyzji (punkt 4.3.1):

max supp g
/ Tle (z)dx

P(E) =6 maeble | (1 — &) minsupp e, (4.66)
/ | e (a:)da:
IMIN SUPP Ug

gdzie 0 € [0, 1], ug oznacza funkcje przynaleznosci liczby rozmytej £, a supp pe —
jej nosnik. Warto$¢ funkcji przynaleznosci jest zatem kombinacjq liniowa z waga-
mi 0 oraz 1—9 warto$ci $redniej liczby rozmytej i wartoéci minimalnej jej nosnika.
Wartos¢ srednia odpowiada bayesowskiej regule decyzyjnej i wyraza dzialanie
.realistyczne”, natomiast warto$¢ minimalna nos$nika funkcji przynaleznosci wy-
nika z reguly minimaksowej i reprezentuje dziatanie ,, pesymistyczne”. Parametr ¢
stanow1 zatem o strategii firmy operatorskiej w zakresie od realistycznej — za-
kiadajacej Sredni z przewidywanego popytu — dla § = 1, do pesymistycznej —
zakladajacej najmniejszy poziom przewidywanego popytu — dla § = 0. Jesli brak
jest wyraznych preferendji, najczesciej wstepnie przyjmuje sie § = 0,5.

Ostatecznie, jezeli rozwazane s3 dwa uklady stacji bazowych scharaktery-
zowanych przez rozmyte wskazniki jakodci, to za ,lepszy” nalezy uznad ten, dla
ktorego wartos¢ funkgji preferencji (4.66) jest wieksza.

Prezentowana metodyka wyznaczania optymalnego ukladu stacji bazo-
wych systemu LMDS ma charakter uniwersalny i moze by¢ tatwo zaadaptowana

do zagadnieni pokrewnych, na przyklad rozplanowania punktéw obstugi klienta
na terenie aglomeracji miejskich.

Niniejszy punkt ujmuje wyniki badann prowadzonych wraz z Jackiem Wa-
glowskim, ze studiéw doktoranckich Instytutu Badan Systemowych PAN, w ra-

mach Jego pracy doktorskiej [31]. Powyzszy tekst zawiera fragmenty tej pracy
oraz wspOlnych publikacji [25, 26].

4.4. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale zostaly przedstawione podstawy metodyki konstruowa-
nia estymatorow jadrowych i ich przykladowe zastosowania do zagadnieri wsp6t-
czesnych badan systemowych. Ta podstawowa obecnie koncepcja estymaciji nie-
parametrycznej, w swym pierwotnym ujeciu, pozwala oszacowaé gesto$¢ rozkla-
du jedno- i wielowymiarowej zmiennej losowej, praktycznie niezaleznie od jego
postaci i cech. Dogodna formula estymatora jagdrowego umozliwia takze uzy-
skanie, odmiennych od gestosci, funkeji charakteryzujacych rozklad zmiennej
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losowej, na przykiad dystrybuanty. Co wiecej, mozliwe jest wyznaczanie para-
metrow rozkladu nierzadko z wieksza dokladnoscig niz w przypadku metod
klasycznych. Koncepcja estymatorow jadrowych ma charakter uniwersalny i mo-
ze by¢ przeniesiona na wiele pokrewnych probleméw, na przykiad wyznaczania
funkgcji regresji lub gestosci widma.

Mozliwosci aplikacyjne estymatorow jadrowych sg implikowane potencja-
lem obliczeniowym systeméw komputerowych i dostepnoscig informacgji, giéw-
nie wyrazanej licznoscia préby losowej. Obecny postep techniki numerycznej,
jak rowniez zautomatyzowanie proceséw metrologicznych oraz pozyskiwania
danych, powoduje ich ciggly i szybki wzrost. W niniejszym rozdziale mozli-
wodci aplikacyjne estymatoréw jadrowych zostaly zaprezentowane na czterech
przykladowych zadaniach wspoélczesnych badan systemowych, zilustrowanych

problemami z zakresu archeologii, medycyny, sterowania automatycznego i te-
lekomunikacji. Inne przyklady znalez¢é mozna w pracach [10-17, 27].

Zaprezentowany powyzej material zostal szczegdétowo przedstawiony w mo-
nografii [18]. Wiele aspektéw mozna takze znalez¢ w klasycznych podrecznikach
anglojezycznych [30, 32].
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