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Przedmowa

Istotnym problemem nauki i dziatan praktycznych jest wyznaczanie r6znorodnych
charakterystyk badanego obiektu na podstawie dostgpnych danych eksperymen-
talnych. I tak na przykiad funkcje regresji, opisujaca zaleznos¢ miedzy dwoma sko-
relowanymi ze soba wielkosciami, okre$la si¢, dysponujac otrzymanymi doswiad-
czalnie parami tych wielkoéci. Innym typowym przyktadem jest estymacja gestosci
prawdopodobiefistwa zmiennej losowej na podstawie uzyskanej eksperymentalnie
préby.

Klasyczne procedury polegaja na arbitralnym zatozeniu postaci badanych funkcji,
a potem wyznaczeniu wystepujacych w nich parametréw. Okre$la si¢ je mianem me-
tod parametrycznych. Ich zasadnicza wlasnoscia jest prostota teoretyczna i oblicze-
niowa, a takze powszechna znajomos¢ i dostepno$¢ w literaturze. Obecnie, w miarg
rozwoju techniki komputerowej, coraz czesciej sa wprowadzane metody nieparame-
tryczne, ktorych gféwna cecha jest brak arbitralnego zatozenia o postaci rozwazanej
funkcji. W ujeciu probabilistycznym podstawowym rodzajem tych metod stajg si¢
procedury konstruowania estymatorow jadrowych. Chociaz koncepcja estymatorow
jadrowych jest prosta, a interpretacja przejrzysta, to praktyczne uzycie nie jest jednak
mozliwe bez zastosowania odpowiedniej techniki komputerowej, co jeszcze w nieda-
lekiej przeszio$ci znaczaco utrudniato badania teoretyczne, a zwlaszcza aplikacyjne.

Bstymatory jadrowe nie doczekaly si¢ dotychczas opracowania w jezyku pol-
skim, oprécz krétkich wzmianek w nielicznych podrgcznikach. Klasyczne publi-
kacje angielskojezyczne wydaja si¢ obciazone typowa wada nowatorskiej metody-
ki — wiele przedstawianych w nich zagadnien jest niedopracowanych, co powodu-
je, ze stanowia one raczej materiat do dalszych badan niz gotowe do stosowania
algorytmy.

Celem wydania niniejszej monografii jest udostepnienie polskiemu Czytelnikowi
pozycji zawierajacej te cze$¢ przedmiotowego materiatu, ktory zostat juz dopracowa-
ny z teoretycznego punktu widzenia i sprawdzony w réznorodnych zastosowaniach.
Ksiazka jest przeznaczona dla szerokiego kregu teoretykow i praktykoéw zaintereso-
wanych wspolczesnymi metodami modelowania niepewnosci, zwlaszcza probabili-
styki i logiki rozmytej, a takze analiza danych. Materiat jest podany w formie do-
godnej do bezpodredniego stosowania, bez szczegolowego wnikania w teoretyczne
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PRZEDMOWA

aspekty zagadnien. Mozliwosci aplikacyjne zostaly zilustrowane na przykladzie za-
dan wspélczesnej analizy systemowej. Wydaje sig, ze wlasnie ta ogdlna i interdy-
scyplinarna dziedzina, analitycznie wspomagajaca racjonalne dziatania w zagadnie-
niach dotyczacych zlozonych systeméw, najczgsciej technicznych, ekonomicznych
i spotecznych, najbardziej nadaje si¢ do tego celu, biorgc pod uwage uniwersalne
mozliwosci estymatorow jadrowych.

Ksiazka ta jest podzielona na pig¢ rozdziatdéw.

Rozdzial pierwszy ma charakter wprowadzajacy. Zostata w nim podana moty-
wacja podjecia tematyki analizy systemowej jako wszechstronnej dziedziny badan,
po czym — estymacji nieparametrycznej jako narzedzia do rozwiazywania tego typu
zadan.

Rozdziat drugi zawiera podstawowe definicje z zakresu probabilistyki (podroz-
dzial 2.1) i teorii estymacji (podrozdziat 2.2). W jego sklad wchodzi takze pod-
rozdziat 2.3 traktujacy o rozwiazaniach réwnan rézniczkowych z nieciagla prawa
strona. Mimo Ze podrozdzial ten moglby by¢ czescia punktu 4.1.4, zostat tu celowo
wyodrebniony, gdyz temat ten — istotny we wspolczesnej teorii systeméw dynamicz-
nych — jest praktycznie nieobecny w literaturze polskojezycznej.

Rozdziat trzeci stanowi gléwna czgs$¢ niniejszej monografii. W podrozdziale 3.1
zostata szczegétowo przedstawiona koncepcja jadrowego estymatora gestosci praw-
dopodobienstwa. Poszczeg6lne punkty zawieraja kompletne procedury umozliwia-
jace jego wyznaczenie na podstawie uzyskanej eksperymentalnie proby. Z kolei
podrozdziat 3.2 jest poswigcony przyktadowym koncepcjom uogélnienia tej metody
na problemy estymacji dystrybuanty i kwantyla (m.in. mediany), a takze charaktery-
styk warunkowych.

Rozdziat czwarty obejmuje kolejno w podrozdziatach 4.1-4.3 opisy konkretnych
zastosowan estymatorow jadrowych do zagadnien wyznaczenia warto$ci parame-
tréw modelu (np. w sterowaniu optymalnym i odpornym), wykrywania stanéw nie-
typowych oraz ich klasyfikacji (np. w diagnostyce technicznej i medycznej),
a takze oszacowania przestrzennego popytu (np. w zagadnieniach telekomunikacji
oraz handlu 1 ustug).

Rozdziat piaty jest podsumowaniem zaprezentowanego w tej monografii mate-
rialu. Zawiera rowniez dodatkowe komentarze oraz uogolnienia.

Autor pragnie serdecznie podzigkowaé swoim doktorantom, Paniom Malgo-
rzacie Charytanowicz i Karinie Daniel oraz Panom Piotrowi Kowalskiemu, Alek-
sandrowi Mazgajowi, Cyprianowi Prochotowi i Jackowi Waglowskiemu za prace,
ktorych tematyka stanowi podstawe tresci rozdziatu czwartego, a takze za szczegé-
lowe badania oraz konstruktywne dyskusje w zakresie zagadnien przedstawionych
w niniejszej ksiazce.

Piotr Kulczycki

Krakoéw, Warszawa
kwiecien 2005



Rozdziat 1

Wstep

Dokonywanie wyboréw i w konsekwencji podejmowanie decyzji jest dla nas
czynnos$cia powszednia. Jesli rzecz dotyczy typowych aspektéw codziennosci,
robimy to rutynowo na podstawie nabytego do$wiadczenia. Im sytuacja jest
bardziej ztozona, tym chetniej korzystamy z rad innych oséb, a nawet po-
sitkujemy sie prostymi obliczeniami. W przypadku skrajnie skomplikowanych
zadan decyzyjnych, odnoszacych si¢ do ztozonych systeméw technicznych,
ekonomicznych i spotecznych, funkcj¢ doradcza oparta na $cistych metodach
naukowych speinia analiza systemowa. Moze by¢ ona uzyta wobec kazdego
problemu, w ktorym aspekt racjonalnego wyboru jest na tyle wyrazisty, aby
optacato si¢ wykonywaé zaawansowane badania analityczne.

Typowymi przyktadami zastosowania klasycznej analizy systemowej sa zlo-
zone decyzje budzetowe i inwestycyjne (m.in. zadania lokalizacji nowych lot-
nisk, planowania sieci transportowej lub telekomunikacyjnej, budowy systemu
zap6r wodnych), wyznaczanie kierunku rozwoju gospodarki, a takze makropro-
blemy ekologiczne oraz strategiczne zagadnienia marketingowe 1 militarne. Ana-
liza systemowa najczeSciej nie prowadzi wtedy jednak do podjecia konkretnej
decyzji, lecz jedynie do dostarczenia i odpowiedniego zaprezentowania $cistych
danych ulatwiajacych t¢ procedur¢ lub wrecz do opracowania konkretnych
wariantow rozwigzan ze wskazaniem pozytywow i negatywow kazdego z nich.
W przypadku zadan dotyczacych panstwa, regionu lub znaczacych podmiotow
gospodarczych sama decyzja jest bowiem podejmowana z uwzglednieniem uwa-
runkowan politycznych, spotecznych i psychologicznych. Jednak doglebna ana-
liza problemu na gruncie $cistych regut nauki oraz wprowadzenie konkretnych
zwiazkow iloSciowych pozwalaja na lepsze zrozumienie istoty proces6w zacho-
dzacych w ztozonych systemach, z licznymi i ré6znorodnymi powiazaniami jego
czesci sktadowych.

Gwaltowny rozwoj techniki komputerowe;j, jaki nastapit w ostatnich dwéch
dekadach XX wieku, miat znaczacy wplyw na uwarunkowania, a tym samym na
przedmiot i metody wspolczesnej analizy systemowej. Charakter tych metod
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1. WSTEP

wyraznie ewoluowat od zmatematyzowanych metod analitycznych w kierunku
tak zwanych technik informacyjnych, czyli specjalizowanych procedur przetwa-
rzania informacji. W zwiazku ze znacznym wzrostem zautomatyzowania aparatu-
ry pomiarowe] taczonej za pomoca sieci komputerowych powszechny dotychczas
niedostatek danych paradoksalnie ulegl zamianie na ich nadmiar, co wymoglo
stosowanie marginalnych do niedawna procedur eliminacji informacji matowarto-
Sciowych i agregacje wiedzy zawartej w pozostatej ich czgdci, czyli dziatan z za-
kresu tak zwanej inzynierii wiedzy. | wreszcie, ogdlna dostepno$é zaawansowa-
nego sprzetu komputerowego, polaczonego w sieci lokalne oraz globalnie za
pomoca Internetu, pozwolita rozpocza¢ proces upowszechniania procedur analizy
systemowej, dzigki mozliwos$ci stosowania przyjaznego uzytkownikowi oprogra-
mowania, wymagajacego jedynie wprowadzenia danych o niespecjalistycznej
strukturze, bez koniecznosci wnikania w czgsto bardzo ztoZzone aspekty stosowa-
nych procedur.

Dzigki tym przeobrazeniom wspotczesna analiza systemowa objeta wiele
nowych zagadnien nauki i dzialan praktycznych, ktérych przedmiotem sa
wszechstronne badania rozwazanego systemu oraz jego wplywu na otoczenie,
a w konsekwencji podjecie wymaganych decyzji. I tak nadzorowanie ztozo-
nych uktadéw sterowania automatycznego w celu wykrycia oraz zdiagno-
zowania ewentualnych uszkodzen uwaza si¢ za sukcesywne podejmowanie
decyzji o stanie technicznym takiego ukladu i1 moze by¢ ono realizowane za
pomocg procedur analizy systemowej. Podobnie mozna traktowaé poczatkowq
faze diagnostyki medycznej (w szczegdlnosei realizowana poprzez Internet),
polegajaca na udzielaniu przez pacjenta odpowiedzi na proste pytania genero-
wane bez udziatu lekarza przez tak zwany system ekspercki, a w konsekwencji
otrzymaniu wstepnego rozpoznania chorobowego. Procedury analizy syste-
mowej moga by¢ réwniez stosowane do analizy informacji meteorologicznych
oraz sejsmologicznych, w wyniku ktorej dokonuje si¢ preselekcji znacznej
ilosci danych uzyskiwanych w celu wczesnego ostrzegania przed kataklizma-
mi. Wspolczesna analiza systemowa ma zatem charakter wysoce interdyscy-
plinarny.

Obecna metodyka analizy systemowej lokuje si¢ na pograniczu matematyki
stosowanej, informatyki oraz zaawansowanej inzynierii (zwlaszcza szeroko ro-
zumianej automatyki) i ekonomii. Tak wiec wykorzystuje si¢ tutaj ogdlna teorig
systemow, gléwnie w odniesieniu do uktadéw dynamicznych, metody modelo-
wania matematycznego, optymalizacj¢ 1 badania operacyjne, ekonometrig, a takze
techniki informacyjne, inzynieri¢ wiedzy, metody numeryczne i wiele innych
dziedzin nauki, odpowiednio je laczac w interdyscyplinarny konglomerat. Po-
niewaz w zagadnieniach wspotczesnej analizy systemowej silnie uwidaczniajg
si¢ elementy niepewnosci w postaci nieprzewidywalnej przyszlosci, niedoklad-
nych danych i nieprecyzyjnych — czgsto werbalnych — ocen ekspertéw, zasad-
niczego znaczenia nabraty w ostatnim czasie rézne sposoby opisu nieokreslono-
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1. WSTEP

$ci, zwlaszcza zaawansowane metody probabilistyczne i statystyczne oraz logika
rozmyta.

W praktyce kazdej z powyzszych dyscyplin wszechobecne jest zagadnienie
szacowania (lub w ujeciu probabilistycznym — estymacji) funkcji lub paramet-
row charakteryzujacych poszczegoélne wielkosci. Interdyscyplinarmos¢ analizy
systemowej wymaga — takze w przypadku tego typu zadan — uniwersalnosci
stosowanej metodyki, a szybki rozwdj techniki komputerowej otwiera catko-
wicie nowe mozliwo$ci teoretyczne i praktyczne. Czynniki te jednoznacznie
wskazujag na estymacje¢ nieparametryczng z jej podstawowa koncepcja —
estymatorami jadrowymi. PoniZzej zostanie przedstawione intuicyjne wpro-
wadzenie do tego zagadnienia; $ciste ujecie jest prezentowane w rozdziale 3
niniejszej monografii. Podmiotem rozwazan bedzie estymacja ggstosci praw-
dopodobienstwa, jako zagadnienia bliskiego intuicji i tatwego w interpretacji,
o fundamentalnym znaczeniu w wielu wspotczesnych dyscyplinach teoretycz-
nych oraz praktycznych.

Niech zatem dana bedzie rzeczywista zmienna losowa X, czyli zmienna
przyjmujaca z pewnym prawdopodobienstwem wartosci ze zbioru liczb rzeczy-
wistych. Podstawowa 1 najblizsza intuicji charakterystyka rozkladu owego
prawdopodobienstwa jest jego gesto$¢, oznaczana w dalszej cze$ci przez f.
Mozna ja zinterpretowaé jako taka funkcje, ze prawdopodobienstwo tego, iz
powyzsza zmienna losowa przyjmuje wartosci z przedzialu [a, b], wynosi

b
'[ f(x)dx (por. rys. 1.1). Tak wigc, im zmienna losowa czgéciej przyjmuje war-

tosci z otoczenia liczby x, tym wartos$¢ gestosci f(x) jest wigksza. Naturalne sa
wymagania, by spetnione byty warunki

f(x)=0 dlakazdego x, (1.1)

poniewaz prawdopodobiefistwo dowolnego zbioru nie moze by¢ ujemne, a takze
j Fxydx=1, (1.2)

jako ze prawdopodobienstwo przyjecia jakiejkolwiek wartosci przez zmienng X
wynosi 1. Na rysunku 1.1 zostata pokazana gestos¢ prawdopodobienstwa kla-
sycznego rozktadu normalnego. Oczywiste jest jednak, Ze istnieje olbrzymia
ilos¢ zjawisk o odmiennych wtasnosciach niz reprezentowane przez ten szcze-
gblny rozklad.

Nieznang funkcje f wyznacza sig, okreSlajac eksperymentalnie jej oszaco-

wanie, czyli estymator f obliczony na podstawie m uzyskanych do$wiadczalnie
warto$ci xi, Xa, ..., X, Przyjetych przez zmienna losowa X.

11




1. WSTEP

f®

A A A A A A A A

Rys. 1.1. Gestos¢ prawdopodobienstwa rozkladu normalnego

Klasyczna procedura estymacji polega na arbitralnym wyborze typu rozkladu
(co mozna dodatkowo uwiarygodni¢, testujac hipoteze o zasadnosci takiego
wyboru) i ustaleniu warto$ci wystgpujacych tam parametrow. Stad tego rodzaju
procedury okresla si¢ mianem metod parametrycznych. Jednak mozliwa do
otrzymania ta droga réznorodnos$é postaci uzyskiwanych gestosci, ograniczona
praktycznie do kilkunastu standardowych typéw (np. normalny, jednostajny,
tréjkatny, beta), jest absolutnie nie do zaakceptowania z punktu widzenia ztozo-
nych wspotczesnych zastosowan. Fakt ten spowodowal konieczno$¢ poszukiwan
procedur alternatywnych, niewymagajacych arbitralnych zatozen o typie bada-
nego rozktadu — dla podkre§lenia odmienno$ci zostaly one nazwane metodami
nieparametrycznymi.

Trywialnym przykladem nalezacym do tej grupy metod jest histogram
(rys. 1.2). Jego koncepcja polega na podziale zbioru liczb rzeczywistych na
»przegrody” H o jednakowej ,szerokosci” h, przy czym indeks k jest liczba
catkowitag. Na kazdej z owych ,przegr6d” histogram ma warto$¢ stala, rowna
liczbie tych wartosci proby losowej x1, X, ..., X, ktore ,,wpadly” do danej ,,prze-
grody”, podzielonej przez mh, czyli

Fon =t

dla kazdego x € H, oraz k catkowitego, (1.3)

gdzie #4 oznacza liczno$¢ zbioru 4. Histogram jest obecnie jedynie skutecznym
narzedziem ilustracyjnym — nawet laik potrafi bowiem zinterpretowaé przedsta-
wione w ten sposéb wyniki. Brak jest natomiast wiarygodnych metod wyboru
wartosci parametru 4 oraz ustalenia potozenia Srodkéw ,przegrod”, a ksztatt
histogramu okazuje si¢ bardzo wrazliwy na te wielkosci. Pochodna histogramu
istnieje poza punktami ,,styku przegrod”, ale jest tozsamo$ciowo réwna zeru, co
znaczaco utrudnia nawet podstawowa analize teoretyczna.
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Rys. 1.2. Histogram

Poszukiwania dalszych metod nieparametrycznych dostarczyly réznorod-
nych propozycji, aczkolwiek az do czasu sformutowania koncepcji estymatorow
jadrowych zadna z nich nie spelniata w satysfakcjonujacy sposéb nawet podsta-
wowych uwarunkowan teoretycznych i praktycznych. Jako przyklady zostang
ponizej przedstawione estymator najblizszego sasiedztwa oraz koncepcja oparta
na przeksztatceniu Fouriera. Warto takze wspomnie¢ o metodach wykorzystuja-
cych funkcje sklejane (czyli tzw. spliny) oraz teori¢ falek — uzywany w nich
aparat teoretyczny jest jednak zaawansowany w stopniu uniemozliwiajacym ich
stosowanie przez osoby bez §cistego przygotowania matematycznego, co zna-
czaco zmniejsza mozliwosci aplikacyjne.

Oryginalna koncepcja doprowadzila do konstrukcji estymatora najblizszego
sasiedztwa (rys. 1.3). Jego warto$¢ jest dana wzorem

k-1

2mdi(x)’ 1.4

f(x)=
gdzie d(x) oznacza odleglo$¢ od argumentu x jego k-tego najblizszego ,,sa-
siada” sposrod elementow xj, Xz, ..., Xn, Przy czym najczesciej jako k przyjmuje
si¢ czeg$¢ catkowita liczby Jm . Estymator ten jest wigc ,,sklejeniem” hiperbol,

przy czym w miejscach owych ,,sklejen” pochodna nie istnieje. Jego wykres ma
zatem nieregularny i nienaturalny ksztalt (por. rys. 1.3). Co wazniejsze, warunek

13



1. WSTEP

(1.2) nie jest spelniony, gdyz IXI f (x)dx oraz Ijo f (x)dx, gdzie X; oznacza i-ty
pod wzgledem wielkosci element zbioru x, X5, ..., X, sa proporcjonalne do

Xt —~ o ~ . , . , ..
I 1/(x; —x)dx oraz J~ 1/(x =X 1s1)dx, czyli sa réwne nieskonczonosci.
00

Nawet gdyby zawezi¢ rozwazania do przedziatu ograniczonego, to obliczenie
stosownej stalej, gwarantujacej spelnienie warunku (1.2), jest zadaniem trudnym
do wykonania w praktyce.

oo
T T T 1283 T T T T T T -

0 2 4 6 8 10 *

Rys. 1.3. Estymator najblizszego sasiedztwa

Z kolei koncepcja estymatora Fouriera wynika wprost z ogdlnej teorii
przeksztalcenia Fouriera. Mozliwe jest tu okreSlenie estymatora jedynie na
ograniczonym przedziale [a, 5]. Estymator Fouriera jest wowczas zdefiniowa-
ny wzorem

J
Fx) = 7‘) + " [a; cos(jox) +; sin( jox)], (1.5)
j=1

przy czym J jest odpowiednio ustalona liczba naturalng oraz

Zcos(]cox ), » (1.6)

a;. =

(b— aym

14
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1. WSTEP
) (b_) Zsm(Jcox, 1.7)
2
=" (1.8)

Estymator (1.5) ma pochodna dowolnego rzedu. Co wigcej, poniewaz
b b
ay=2/(b—a) i J.cos(jcox)dxz Isin(jmx)dxzo dla j=1,2,..,J, zatem

rownosé (1.2) jest spetniona. Niestety, nie dotyczy to warunku (1.1) — estymator
Fouriera moze by¢ ujemny w pewnych podprzedziatach dziedziny [a, b].

Obecnie podstawowa metoda estymacji nieparametrycznej staje si¢ stosowa-
nie estymatoréw jadrowych. Koncepcja ich konstrukcji jest naturalna, interpre-
tacje przejrzyste, a posta¢ dogodna do matematycznej analizy. Zostaly one za-
proponowane na przetomie lat pigédziesiatych i sze$¢dziesiatych XX wieku
niezaleznie przez Rosenblatta i Parzena, ale do lat osiemdziesiatych mogty by¢
przedmiotem zainteresowan badawczych jedynie waskiej grupy specjalistow.
Powszechne badania i przede wszystkim zastosowania estymatorow jadrowych
sa bowiem niemozliwe bez uzycia komputeréw o wzglednie duzej mocy obli-
czeniowej i mozliwosci dogodnego przedstawienia wynikow na ekranie moni-
tora.

~Wyobrazmy sobie hipotetyczne — nierealne z praktycznego punktu widze-
nia — zadanie estymacji gestosci na podstawie jednej uzyskanej doswiadczalnie
wartosci x;. Mozna by w tej sytuacji arbitralnie ustali¢ nieujemna funkcje X,
symetryczna wzgledem zera i majaca w tym punkcie maksimum oraz spehniaja-

cq warunek r K(x)dx=1 (rys. 1.4a), po czym przyja¢ warto$¢ estymatora

gestosci w postaci

f(x)=%l<(x;lxlj. (1.9)

Wzor ten mozna zinterpretowa¢ nastgpujaco. Odjecie od argumentu x wartosci
x; powoduje przesuniecie maksimum funkcji K z zera do x;, po czym réznica
x—x; jest dzielona przez dodatni parametr # w celu odpowiedniego wymo-
delowania ksztattu tej funkcji (rys. 1.4b). Zmniejszenie wartosci powyzszego
parametru powoduje bowiem jej ,,wyszczuplenie”, natomiast zwigkszenie — ,,po-
szerzenie”. Calo$¢ jest mnozona przez wspoétczynnik 1/, aby zapewnic spenie-
nie warunku (1.2). Funkcja K jest nazywana jadrem, w nawigzaniu do pojecia
jadra operatora catkowego.
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1. WSTEP

2
ol
x=
b)
i
f&)
X1 x=
)
i
S
x1 Xy x>

Rys. 1.4. Intuicyjna interpretacja koncepcji estymatora jadrowego: a) jadro X, b) estymator (1.9),
c) estymator (1.10)
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1. WSTEP

W przypadku dwéch doswiadezalnych wartosci x, i x; naturalne bytoby zsu-
mowanie funkcji (1.9) uzyskanych odrebnie dla x; oraz x; i podzielenie wyniku
przez 2 w celu utrzymania warunku (1.2); (por. rys. 1.4¢):

~ 1 X—X X=X
f(x):E[K( P j-l—K( Z J:l (1.10)

Uogdlnienie powyzszej koncepcji na m-elementowy zbilr xi, Xz, ..., Xm prowadzi
juz wprost do podstawowej postaci definicji estymatora jadrowego (rys. 1.5):

n

” 1 X—X;
f(x)—E;K( p j (1.11)

Warunki (1.1) 1 (1.2) sa tu oczywiscie spelnione.

Okazuje sig, iz estymator jadrowy jest mato wrazliwy na ustalona postac
funkcji K. Dzigki temu istnieje mozliwosé takiego jej wyboru, aby spelnione
byly wymagania konkretnego zastosowania. Na przyklad, jezeli korzystne jest,

by funkcja /} miata pochodne dowolnego rzedu, to mozna przyjaé jadro nor-

malne:
1 2

K(x)zme 2, (1.12)
A
f(X)_
0,4-
0,21

0

Rys. 1.5. Estymator jadrowy
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1. WSTEP

Z kolei, jesli istnienie pochodnej nie jest wymagane, ale konieczne staje sie
ograniczenie zbioru, na ktérym estymator przyjmuje wartodci dodatnie, to pro-
ponowane jest jadro Epanecznikowa:

3 2
K(x)= Z(l—x ), gdy —-1<x<1, (1.13)

0 w przeciwnym przypadku.

Podobnie mozna spetni¢ wigkszo$é wymagan przydatnych podczas dalszej ana-
lizy rozwazanego zagadnienia praktycznego.

Opracowano tez wiele dodatkowych procedur, znaczaco polepszaj acych apli-
kacyjne wlasnosci estymatoréw jadrowych. Czeéé z nich ma ogoblny charakter,
inne umozliwiaja dostosowanie cech estymatora do wymagan konkretnego za-
stosowania. Koncepcjg estymatoréw jadrowych nietrudno jest uogélnié na przy-
padek wielowymiarowych zmiennych losowych. Szczegdtowo charakteryzuja
one wtedy zlozone zaleznosci miedzy poszczegdlnymi wspotrzednymi takich
zmiennych. Mozliwe jest takze uwzglednienie wspétrzednych binamych (dwu-
stanowych).

Warto przypomnieé¢, iz — zgodnie z charakterem metod nieparametrycz-
nych — estymator jadrowy pozwala wyznaczyé gesto$é bez arbitralnego ogra-
niczenia do jakiegokolwiek typowego rozktadu probabilistycznego. Umozli-
wia to okreSlenie wiasnosci populacji opisywanej przez badang zmienng losowa,
w szczegolnosei rozmieszezenia wartosci modalnych (1j. lokalnych maksiméw
funkcji gestosci f), symetrii zwiazanych z nimi poszczegdlnych sktadnikow,
a takze cech ,,0gonéw”, czyli wlasciwosci funkcji £ dla skrajnych wartosci ar-
gumentu x. Co wigcej, informacje te uzyskuje si¢ najczesciej bez dodatkowych,
zmudnych i niejednoznacznych procedur testujacych. Na rysunku 1.6 jest poka-
zany estymator jadrowy uzyskany dla przykladowej ztozonej struktury danych
na podstawie 200-elementowego zbioru x;, x,, ..., X200. Latwo mozna wskazaé
istnienie i rozmieszczenie trzech wartosci modalnych, symetrie skiadnikow le-
wego 1 srodkowego oraz niesymetri¢ prawego. Lewy ,,ogon” jest wyraznie ,,l7ej-
szy” (1j. ,.cienszy”) od prawego.

Wyznaczenie estymatora jadrowego na podstawie danych otrzymanych
z rzeczywistych obiektéw technicznych, ekonomicznych lub socjologicznych
umozliwia uzyskanie wnioskéw ilosciowych odnoszacych sie do struktury
owych danych, co z kolei moze by¢ dogodna podstawa do formulowania inter-
pretacji opisowych. Gléwnie dotyczy to analizy wartoci modalnych — ZAZWY-
cza) kazda z nich jest bowiem zwigzana z odmiennym aspektem rozwazanego
zagadnienia, co czgsto pozwala zdekomponowaé przedmiotowe badania. Jezeli
na przyklad jest analizowana zapadalno$¢ na okreglong chorobe, to istnienie
dodatkowej — wzgledem ogélnej, typowej charakterystyki — wartosci modalnej
umozliwia wyodrebnienie specyficznej w rozwazanych warunkach, dodatkowej
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1. WSTEP

7

0,24

0,14

0 2 4 6 8 10 x
Rys. 1.6. Estymator jadrowy dla ztozonej struktury danych, przy m =200

przyczyny, co w konsekwencji daje podstawe do podjecia odpowiedniego prze-
ciwdziatania. Praktyczne wnioski mozna réwniez otrzymacé, rozwazajac ,ogony”
estymatora jadrowego. I tak na przyktad, jezeli badana zmienna losowa repre-
zentuje grubo$é blachy uzyskanej w procesie walcowania, to ,lekkie” ogony
wskazuja raczej na zwykly rozrzut technologiczny, natomiast ,,ciezkie” $wiadcza
o zuzyciu sprzetu i koniecznodci wymiany niesprawnych podzespotow. Jeszcze
bardziej zréznicowane wnioski dotyczace struktury danych uzyskanych z rze-
czywistych obiektéw mozna otrzymaé na podstawie analizy estymatora jadro-
wego wyznaczonego dla wielowymiarowej zmiennej losowej. Pojawiaja si¢ tu
bowiem dodatkowe informacje dotyczace wszechstronnych zalezno$ci migdzy
poszczegdlnymi wspolrzednymi takiej zmiennej.

Koncepcja estymatoréw jadrowych zostata powyzej sformutowana w odnie-
sieniu do zagadnienia wyznaczania gestosci prawdopodobienstwa, z uwagi na
wyjatkowo — w tym przypadku — bliska intuicji interpretacj¢. Nietrudno jednak
te koncepcje uogolni¢ na charakterystyki probabilistyczne odmienne od gestosci,
na przyktad dystrybuante lub kwantyl, czy tez ujgcie warunkowe stosowane, gdy
badany system jest poddany dziataniu podlegajacego dodatkowym pomiarom
czynnika zewnetrznego.

Zagadnienia zaprezentowane pokrétce w niniejszym wstepie, wraz z przy-
kladowymi mozliwo$ciami zastosowan estymatorow jadrowych do zagadnien
analizy systemowej, beda przedmiotem szczegétowych rozwazan w kolejnych
rozdziatach niniejszej monografii.
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1. WSTEP

Uwagi bibliograficzne

Przeglad problematyki oraz metod klasycznej i wspotczesnej analizy systemo-
wej mozna znalezé w pracach [1, 65]. Obszerne, ilustracyjne wprowadzenie do
zagadnien estymacji nieparametrycznej zostalo przedstawione w monografii [62].



Rozdziat 2

Podstawy matematyczne

W niniejszym rozdziale zostang wprowadzone podstawowe pojecia matema-
tyczne wykorzystywane w dalszej czesci ksiazki. W podrozdziale 2.1 sg przed-
stawione zasadnicze definicje probabilistyki opartej na teorii miary, a w podroz-
dziale 2.2 gléwne pojecia teorii estymacji. Material jest podany w zwigzle]
formie, gdyz Czytelnikowi zainteresowanemu metodami nieparametrycznymi
rozwazane tu zagadnienia sa w wigkszo$ci znane, a ponadto istnieje wyjatkowo
obszerna, warto$ciowa literatura z zakresu powyzszych dziedzin. Zamieszczenie
tych dwoch podrozdzialow ma na celu jedynie usciSlenie stosowanej termi-
nologii i notacji, a takze podanie kompletu wzoréw wykorzystywanych w na-
stepnych rozdziatach ksiazki. Z kolei podrozdziat 2.3 zostal poswigcony roz-
wiazaniom réwnan rézniczkowych z nieciagla praws strona. Temat ten jest jak
dotychczas praktycznie nieobecny w literaturze polskojezycznej, a jego znajo-
mo$é bedzie uzyteczna w rozdziale 4.

Symbole IN, R oznaczaja w niniejszej monografii, odpowiednio, zbiory liczb
naturalnych i rzeczywistych (w szczeg6lnosci przyjmuje sig, iz zero jest liczba
naturalna).

2.1. Elementy probabilistyki

W zagadnieniach wspélczesnej nauki oraz badan stosowanych coraz powszech-
niej sa uwzgledniane — wszechobecne w otaczajacej nas rzeczywistosci — zja-
wiska o charakterze przypadkowym (losowym). Co wigcej, pojawiaja si¢ kon-
cepcje, w ktérych ztozone procesy deterministyczne traktuje si¢ jako losowe,
z uwagi na brak mozliwosci ich praktycznej identyfikacji w ujeciu determini-
stycznym. Czes¢ proceséw losowych moze by¢ stosunkowo fatwo sformalizo-
wana na drodze matematycznej (np. kursy walutowe, temperatura otoczenia,
wynik gry w ruletke), jednak wiele innych w ogéle nie ma reprezentacji liczbo-
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2. PODSTAWY MATEMATYCZNE

wej, a procedure formalizacji niezwykle utrudnia olbrzymia réznorodnosé tego
typu proceséw.

W celu stworzenia jednolitego opisu zjawisk przypadkowych wprowadzono
zasadnicze pojgcia zbioru zdarzen elementarnych i zmiennej losowej. Zbior
zdarzen elementarnych jest pojeciem pierwotnym probabilistyki, niedefiniowal-
nym. Interpretuje si¢ go jako zbiér wszystkich mozliwych wynikéw rozwazane-
go zjawiska przypadkowego. W praktycznych rozwazaniach korzystniejsze jest
jednak zastapienie poszczegolnych (czgsto abstrakcyjnych) zdarzen elementar-
nych liczbami rzeczywistymi albo n-wymiarowymi wektorami, ktére reprezen-
towatyby owe zdarzenia stosownie do uwarunkowan rozwazanego problemu.
Spelniajaca to zadanie funkcja jest nazywana zmienna losowa i stanowi gléwne
pojecie probabilistyki. Dzigki takiemu ujeciu uciazliwo$é rozwazan i obliczen
moze by¢ przeniesiona z mato konkretnego zbioru zdarzen elementarnych na
znacznie dogodniejsza do takich celow przestrzen R lub ogélniej IR”.

Zagadnienia te zostana zaprezentowane ponizej w $cistej, aczkolwiek skro-
towej formie. Obszerny i obrazowy opis mozna znalez¢é w licznych i zréznico-
wanych publikacjach, wyszczegolnionych w uwagach bibliograficznych na koA-
cu niniejszego podrozdziahu.

2.1.1. Podstawowe definicje

Niech Q bedzie zbiorem niepustym, tradycyjnie okreslanym mianem zbioru
zdarzen elementarnych. Ustalona rodzina jego podzbioréw X jest nazywana
o-algebra, gdy spetnia nastepujace warunki:

JeZ, 2.1
Ve = Q\VeX, (2.2)
(VieZ dla i=1,2,.) = [ JViex (2.3)

i=1

Z kolei jako miare probébilistycznq definiuje si¢ odwzorowanie P: X — [0, 1],
jesli

P(Q)=1, (2.4)

(VieX dlai=1L2,. oraz V"V, =D gdy i #j) =

:p@v,}:gp(m. 2.5
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2.1. ELEMENTY PROBABILISTYKI

Powyzsza koncepcja jest naturalnym uogélnieniem klasycznego pojecia prawdo-
podobienstwa opartego na zbiorach skonczonych i kombinatoryce. Poszczegdlne
elementy c-algebry X reprezentuja zdarzenia, a wartosci miary P sa tradycyjnie
nazywane prawdopodobienstwem. V

Zbior Q wraz z wyrézniona w nim c-algebra X oraz okreslong na niej miara
probabilistyczna P stanowi przestrzeii probabilistyczng (Q, T, P). Jesli odwzo-
rowanie X : Q — RR” jest funkcja mierzalna, czyli gdy przeciwobraz dowolnego
zbioru otwartego nalezy do c-algebry:

XY U)eX dlakazdego zbioru otwartego U < IR”, (2.6)

to nazywa sie je zmienng losow3. Pojecie to mozna uscisli¢ jako n-wymiarowsg
zmienna losows, a wigc dla n = 1 mamy do czynienia z jednowymiarowg (rze-
czywistg) zmienng losowa, natomiast jesli n =2 z wielowymiarowa zmienng
losowa.

Rozwazana teraz bedzie przestrzen IR”. Najmniejsza (w sensie relacji inklu-
zji) c-algebra zawierajaca zbiory otwarte nazywana jest o-algebra zbioréw
borelowskich i oznaczana przez 98", a jej elementy okresla si¢ mianem zbio-
réw borelowskich. Rodzina ¢8” jest bardzo ,,bogata” — zbiorami borelowskimi
s3 miedzy innymi poszczegélne punkty z przestrzeni R”, dowolne zbiory otwarte
i domkniete oraz ich przeliczalne mnogosciowe sumy, réznice i iloczyny. Od-
wzorowanie f:IR” —>IR" jest nazywane funkcja borelowska, jezeli prze-

ciwobraz kazdego zbioru borelowskiego jest zbiorem borelowskim:
FY(B)ewB™ dlakazdego Be9B™. 2.7)

Kazda funkcja (przedziatami) ciagla jest borelowska. Oblozenie zmiennej lo-
sowej X funkcja borelowska f, a zatem ztozenie foX rowniez jest zmienng

losowa. Warunek (2.6) jest rownowazny postaci
XY(B)eX dlakazdego zbioru borelowskiego Be 98" (2.8)

7 kolei n-wymiarowa zmienna losowa X indukuje przestrzen probabilistycz-
na (R", 8", <), gdzie miara probabilistyczna &: 8" —[0,1] jest zdefinio-
wana zaleznoscia

L(B)=P({oeQ: X(w)eB})

dla kazdego zbioru borelowskiego B e a" (2.9)

i okre$lana mianem rozkladu prawdopodobiefstwa.
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Teraz, po sformutowaniu podstawowych definicji probabilistyki, mozna
uscisli¢ opisowa interpretacje przedstawiona na poczatku tego podrozdziahu.
Ot6z, wszystkie mozliwe wyniki badanego zjawiska przypadkowego (nieko-
niecznie wyrazalne w postaci liczbowej), tradycyjnie nazywane zdarzeniami
elementarnymi, sa zgrupowane w zbiorze zdarzen elementarnych Q. W zbiorze
tym wyr6znia si¢ rodzing jego podzbioréw X, okre§lanych mianem zdarzen.
Kazde zdarzenie jest charakteryzowane przez warto$¢ miary probabilistycznej P,
reprezentujacej prawdopodobiefistwo jego wystgpowania w praktyce. Powyzsze
elementy skladaja si¢ na przestrzen probabilistyczng (Q, T, P). Definicje T oraz
P zawieraja warunki zapewniajace zgodnos$¢ podstawowych wlasnosci matema-
tycznych z empirycznymi cechami realnych zjawisk przypadkowych.

W zagadnieniach praktycznych Sciste okreslenie przestrzeni probabilistycz-
nej (Q, Z, P) moze okazaé si¢ bardzo trudne lub — w ogélnym przypadku —
wrecz niewykonalne. Zdarzenia elementarne o € Q moga by¢ bowiem obiektami
niemajacymi interpretacji liczbowej, na przyktad wrazenia estetyczne, samo-
poczucie, zapach. Zostalo zatem wprowadzone pojecie zmiennej losowej, czyli -
funkcji, ktora kazdemu zdarzeniu elementarnemu przyporzadkowuje wektor
n-wymiarowy (w szczeg6lnym przypadku n = 1 — liczbe rzeczywista). Warunek
(2.9) — zilustrowany na rysunku 2.1 — sprawia, ze informacje, jakie moglyby byé
uzyskane z przestrzeni probabilistycznej (Q, %, P), mozna w praktyce wyzna-
czy¢ z przestrzeni indukowanej (IR”,98",¢°), znacznie dogodniejszej do roz-
wazan teoretycznych i obliczen praktycznych.

X

P(V)=2(B)

Rys. 2.1. lustracja zaleznosci miedzy przestrzeniami (Q, 3, P) oraz (R", 68", &)
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W badaniach aplikacyjnych rozwazane zjawisko przypadkowe jest zatem re-
prezentowane przez zmienna losowa, ktora charakteryzuje si¢ za pomoca wy-
miaru 7 oraz rozktadu prawdopodobienstwa <.

Parametr n, czyli wymiar zmiennej losowej, okresla liczbe sktadowych
reprezentujacych poszczegdlne aspekty rozpatrywanego zjawiska opisywa-
nego przez zmienng losowa; na przyktad dla przypadku zagadnien meteoro-
logicznych moga nimi byé temperatura zewngtrzna, wilgotnos¢ powietrza
i ciénienie atmosferyczne. W praktycznych zastosowaniach identyfikacja tego
parametru zwykle wynika wprost ze specyfiki badanego zagadnienia, a naj-
czesciej n = 1. Jednak w nietrywialnych wspétczesnych zastosowaniach wy-
bér wartodci parametru » stanowi swego rodzaju kompromis migdzy naturalna
sktonnoscia do zwickszania wartosci n, co pozwolitoby uwzgledni¢ dodatko-
we aspekty problemu, a koniecznosciq jej zmniejszania w celu redukcji zto-
zonosci zadania.

Rozkiad prawdopodobiefistwa & specyfikuje si¢ w praktyce, wyznaczajac
jego odpowiednie charakterystyki funkcyjne, ktore umozliwiaja pbézniej stosun-
kowo proste obliczenie warto$ci poszezegolnych prawdopodobiefistw, a takze
moga byé podstawa do dalszej wszechstronnej analizy. Podstawowe przyktady
stanowia tutaj gestosé prawdopodobienistwa i dystrybuanta. W prostszych zada-
niach wystarczajace okazuje si¢ podanie jedynie charakterystycznych parame-
tréw rozkladu. Najczeéciej sa to momenty (m.in. warto$¢ oczekiwana i warian-
cja) lub kwantyle (m.in. mediana). Pojecia te zostang pokréice przedstawione
w kolejnych dwoch punktach.

2.1.2. Charakterystyki funkcyjne rozktadu prawdopodobienstwa

Jezeli rozktad prawdopodobienstwa ¢ spelnia warunek
(B)=0 dlakazdego Be 98", takiegoze m(B)=0, 2.10)

gdzie m oznacza n-wymiarowa miar¢ Lebesgue’a, to istnieje wtedy gestosé te-
go rozktadu, zwana gestoscia prawdopodobienstwa, czyli mierzalna funkcja
f:R"— [0, ), taka ze

P(B)= j f(x)dx dlakazdego BeB". @.11)
B

Gestos$¢ prawdopodobiefistwa dostarcza aparatu matematycznego dogodnego za-
réwno do teoretycznych rozwazan, jak i do praktycznych obliczen oraz ilustracji
wynikéw. Zgodnie ze wzorem (2.11) gestos¢ okresla wartos¢ miary 2 dla kaz-
dego n-wymiarowego zbioru borelowskiego, co umozliwia wyznaczenie praw-
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dopodobienstwa w zasadzie dowolnego zdarzenia, a niekiedy takze wielo-
aspektowa analize. Interpretacja wykresu funkcji gestoscei jest bliska intuicji — im
wigksza jest warto$¢ tej funkcji w danym punkcie, tym wigksze jest prawdo-
podobienstwo przyjecia przez badana zmienna losowg wartosci z otoczenia tego
punktu. Dzieki temu gestos$¢ prawdopodobienstwa wyjatkowo dobrze nadaje sie
do ilustrowania otrzymanych wynikéw i zapewnia ich zrozumienie nawet przez
osoby niemajgce matematycznego doswiadczenia.

Wartos¢, dla ktorej funkcja gestosci prawdopodobienstwa przyjmuje Sciste
maksimum lokalne, nazywa si¢ warto$cia modalng. Jezeli istnieje jedna taka
wartos¢, to rozklad nazywa si¢ unimodalnym (jednomodalnym), a w przeciw-
nym przypadku — wielomodalnym.

Inng istotna charakterystyke gestosci prawdopodobienstwa stanowi jej no-
snik, czyli domknigcie tych punktéw dziedziny, w ktérych funkcja gestosci
przyjmuje warto$ci dodatnie. Jest to zatem najmniejszy (w sensie relacji inklu-
zji) zbioér domknigty, ktérego miara probabilistyczna & wynosi 1. Noénik
gestosci prawdopodobienstwa mozna zatem interpretowaé jako zbidr tych war-
tosci, ktore zmienna losowa przyjmuje z prawdopodobienstwem wigkszym od
zera. Dlatego tez czgsto kojarzy si¢ go nie tyle z gestoscia, co bezposrednio
z sama zmienna losowa i nazywa nos$nikiem zmiennej losowej. Podstawo-
wymi cechami nosnika gestosci sa jego ograniczono$¢ i spojnosé’.

Praktyczne do$wiadczenie uzyskiwane przy stosowaniu metod probabili-
stycznych pozwolito wyr6zni¢ najbardziej typowe postacie rozktadéw prawdo-
podobienistwa. Okresla si¢ je przez podanie konkretnych postaci gestosci praw-
dopodobienstwa. Niektére typowe rozklady, wykorzystywane w dalszej czesci
niniejszej monografii, sa przedstawione w formie stabelaryzowanej na rysun-
ku 2.2. Nawet gdyby uzupehi¢ zamieszczony tam zestaw o kilka dalszych pozy-
¢ji, to mozliwos¢ wyboru jest ograniczona w stopniu trudnym do zaakcep-
towania z punktu widzenia wspétczesnych probleméw aplikacyjnych o zlozonej
réznorodnosci modelowanych zjawisk. Obecnie mozliwe stato sie wprowadze-
nie metod uniwersalnych, niezaleznych od arbitralnych, klasycznych postaci.
Poniewaz punktem wyjscia prezentowanej tu koncepcji estymatoréw jadro-
wych jest zadanie estymacji gesto$ci prawdopodobienistwa, w dalszej czeSci
tej ksigzki przyjmuje si¢, iz warunek (2.10) jest zawsze spelniony i gestosé
prawdopodobienstwa istnieje.

Pokrewna gestosci charakterystyke funkcyjna rozktadu prawdopodobienstwa
stanowi dystrybuanta, czyli odwzorowanie F : R" — [0, 1] dane wzorem

Y Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Zbior C c X jest spéjny, jezeli przy kazdym jego
podziale na dwa zbiory niepuste C, oraz C,, czyli gdy C = C, U C,, spelniony jest warunek
(CNCy)u(C N Cy) =@. Powyzsze mozna zinterpretowaé tak, iz zbidr spojny sktada sig tylko

z jednej ,,czesei”.
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Rozktad Gestosé prawdopodobiefistwa Zatozenia
Normalny 1 _x?
standardowy /()= N exp( 2
1 (x—my)? ] a>0
Normaln; x)= exp| —
omalny | /()= 7= p[ — e
! dy xela,b]
Tednostainy | f(x)=15-a" =¥ T » a<b
0, gdy x¢[a,b]
——-2—-——(x—a) d xe‘[a cl
(b—a)(c—a) , gdy )
2
Trojkatny f(x)= m(x ~b), gdy xe(cb] a<c<b
0, gdy x¢la,b]
r(p + q) p-1 —1 O
— Ty l(1-x)", gdy x€[0,1 p>
Beta f@ =1 Tt~ 00wy xelo
0, gdy x¢[0, 1] g>0
—gp—xp‘le"]”, gdy xe(0,x) p>0
Gamma f(x)=1 T(p)
0, gdy x(0,) g>0
Wekladni 1) re™™, gdy xel0,0) 420
X)= >
yriadniesy 0, gdy xg[0,0)

Funkcja Fulera T': (0, ) — R jest dana wzorem I'(x) = J:e”’yx"' dy. Dla liczb postaci x = 0,5; 1; 1,5; 2; ...
jej wartodé mozna latwo wyznaczyé z zaleznoci rekurencyjnej I'(x+1)=xI'(x), doprowadzajac do

I(0,5) = yx albo T(1)=T(2)=1

Rys. 2.2. Gestoé¢ prawdopodobieristwa typowych rozkladow jednowymiarowych

F(x)=L({x: Xi(x) < x1, Xo(x) < Xa,p e, X5 () < X4 }), (2.12)
gdzie X, Xa, ..., X, Oraz Xy, Xz, ..., X, 0Znaczaja poszezegblne wspoirzedne
zmiennej losowej X oraz wektora x. Prawdziwa jest nastgpujaca zaleznos¢:

X X2

F(x)= j jj Fu)du, ... dus dus, (2.13)

—0 —00 —
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przy czym dodatkowo u,, uy, ..., #, 0znaczaja wspétrzedne wektora u. W przy-
padku jednowymiarowej zmiennej losowej wzor ten przyjmuje postaé

F(x)= xjf(u) du. (2.14)

Dystrybuanta nie stanowi tak dogodnego do obliczeni aparatu matematycznego
jak gestos¢ prawdopodobienstwa. Jej interpretacja nie jest rowniez na tyle bliska
intuicji, aby mogla by¢ powszechnie uzywana do ilustracji wynikéw. Jednak
— w przeciwienstwie do gestosci — dystrybuanta istnieje takze w tych punktach,
w ktérych warunek (2.10) nie jest spetniony (aczkolwiek jest w nich nieciagta).

2.1.3. Charakterystyczne parametry rozktadu prawdopodobieristwa

Prostszymi od funkcyjnych charakterystykami rozktadu prawdopodobiefistwa sa
Jego parametry. Generalnie naleza one do dwoéch rodzajéw, opartych na poje-
ciach momentéw i kwantyli.

Najpierw zostanie rozwazona jednowymiarowa zmienna losowa. Niech
k eIN\ {0} bedzie dowolnie ustalone. Zaklada si¢ wtedy, iz

s o]

jxk F(x)dx <o, (2.15)

gdzie f oznacza konsekwentnie gesto$¢ prawdopodobiefistwa. Momentem zwy-
klym rzgdu & jest nazywana wielko$¢ my € R zdefiniowana nastepujaco:

o0

my = j x* £(x) dx. (2.16)

=00

Szczegblne znaczenie ma moment zwykly rzedu pierwszego, czyli warto$é
oczekiwana:

o0

E=m = jxf(x) dx. (2.17)

—o0

Moment odniesiony do warto$ci oczekiwanej definiuje sie wzorem

(o)

= [(e— B f(x) dx (2.18)

—00

i okresla mianem momentu centralnego rzedu k. Szczegdlng role odgrywa
w tym przypadku wariancja — moment centralny rzedu drugiego:
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V== [(x—E) f(x) d, (2.19)

a takze jej pierwiastek kwadratowy, czyli odchylenie standardowe:

o=J7. (2.20)

Warto$¢ oczekiwana wskazuje ,,$rednia wazong” uzyskiwanych w praktyce war-
tosci zmiennej losowej. Stopien ich ,,rozrzutu” wzgledem tej $redniej reprezen-
tuje odchylenie standardowe (i posrednio wariancja). Warunek (2.10) zapewnia,
iz odchylenie standardowe i wariancja sa wigksze od zera.

Zostana teraz rozwazone momenty dla przypadku wielowymiarowej zmien-
nej losowej. Niech ustalonych bedzie n liczb naturalnych ki, k, ..., ks, nie
wszystkie rowne zeru. Zaklada si¢ rowniez, ze

jx{ﬂ X2 . xb f(x)dx < oo, 2.21)

R”

gdzie xy, x,, ..., X, 0znaczaja poszczegblne wspéirzedne wektora x. Momentem
zwyklym rzedu ki, ky, ..., k, jest nazywana wielko$¢ g, k,,..«, € R zdefinio-

wana wzorem

My ke nky = Ix1kl %' x, f (x)dx. (2.22)

R?

W szczegblnodei, jesli przyja¢ k=1 dla dowolnie ustalonego i oraz zero dla
pozostatych indekséw, to moment taki reprezentuje warto$¢ oczekiwang i-tej
wspolrzednej:

Ei=mo_oi0.0= [%f(x)ds (223)

Z kolei wielkosé

Hivio by = (0= B (62 = B2} . (50 = ) f(x) e (224)

okreéla sic mianem momentu centralnego rzedu kq, ky, ..., k,. W przypadku
k; = 2 dla dowolnie ustalonego i oraz zero dla pozostalych indekséw moment ten
oznacza wariancje i-tej wspolrzednej:

Vi= o, 020,..0= I(xi _Ei)zf(x)dxa (2.25)
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a jej pierwiastek stanowi odchylenie standardowe i-tej wspéhrzednej:

o; =V (2.26)

Réwniez tutaj warunek (2.10) implikuje dodatnio$¢ V; oraz o; dla kazdego i =1,
2, ..., n. Jezeli natomiast przyjmie si¢ k;= 11 k;= 1 dla dowolnych i #, a takze
zero dla pozostatych indeksow, to moment taki jest okreslany mianem kowa-
riancji i-tej oraz j-tej wspélrzednej:

Cov; ; = Ho,..,0,1,0,..,0,1,0,..,0 = j(xi —E)(x;—E;) f(x)dx. (2.27)

Warto$¢ cov;; ,,przeskalowana” zgodnie ze wzorem

CoV; ;

Pu (2.28)
0,0

stanowi wspoélczynnik korelacji i-tej oraz j-tej wspélrzednej. Warto$¢ p; ;
nalezy do przedziatu [-1, 1]. Najpierw bedzie rozwazany przypadek p; ;> O:
jezeli i-ta wspdtrzedna zmiennej losowej przyjmie wartos¢ wigksza (lub mniej-
sza) niz jej warto$¢ oczekiwana, to mozna przypuszczaé, iz j-ta wspolrzedna
takze przyjmie warto$¢ wigksza (lub odpowiednio mniejsza) od swojej wartosci
oczekiwanej. Im warto$¢ p; ; jest wigksza, tym przypuszczenie to jest bardziej
wiarygodne. W skrajnym przypadku, gdy p,;=1, wspotrzedne te sa liniowo
zalezne, czyli X;=aX;+ b z prawdopodobienstwem 1 dla a, b € R oraz a # 0.
Analogicznie mozna interpretowaé przypadek p; ; <0. Jezeli p;;# 0, to wspol-
rzedne i-ta oraz j-ta sa skorelowane. Je$li natomiast p; ; = 0, to wspolrzedne te
nazywa sie nieskorelowanymi — wowczas z relacji miedzy wartoscig i-tej
wspdtrzednej zmiennej losowej a jej warto$cig oczekiwang nie mozna nic do-
mniemywa¢é o analogicznej relacji dotyczacej j-tej wspolrzednej.

I wreszcie, porownujac zaleznosci (2.25) 1 (2.27), w naturalny sposéb mozna
dodatkowo zdefiniowaé

covi; =V, dlai=1,2,..,n (2.29)
Wtedy macierz COV o wymiarze n x n dana jako

COV =[cov; ;], (2.30)

gdzie poszczegolne elementy cov;; zostaly okre$lone wzorami (2.27) i (2.29)
z podstawieniem (2.25), nazywa sie macierza kowariancji. Jest ona symetrycz-
na, dodatnio pétokreslona, a takze dodatnio okreslona, gdy wspdlrzgdne zmien-
nej losowej nie sg liniowo zalezne (co w praktyce jest spetnione, gdyz liniowo
zalezne wspolrzedne — jako niezawierajace uzytecznej informacji — nalezy wy-
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eliminowaé podczas wstepnej fazy rozwazan w celu zawsze pozadanego uprosz-
czenia modelu).
Alternatywa wobec przedstawionej powyzej tradycyjnej rodziny parametrow
opartych na koncepcji momentow s parametry zwiazane z pojgciem kwantyla.
Najpierw zostanie rozwazony przypadek jednowymiarowej zmiennej loso-
wej. Niech dana bedzie liczba r nalezaca do przedziatu (0, 1). Kwantylem rze-
du 7 jest nazywana kazda liczba g € IR, taka ze

j F(x)dx=r. | (2.31)

Spéjno$é nosnika gestosci prawdopodobienstwa implikuje jednoznacznose
kwantyla. Kwantyl rzedu 0,5 jest nazywany mediang i ma podobne znaczenie
jak warto$¢ oczekiwana. Role odchylenia standardowego odgrywa wsréd kwan-
tyli tak zwane odchylenie éwiartkowe, czyli réznica migedzy kwantylami rzedu
0,7510,25.

W przypadku wielowymiarowej zmiennej losowej, dla dowolnie ustalonego
indeksu i = 1, 2, ..., n oraz liczby r; € (0, 1), w spos6b naturalny definiuje si¢
kwantyl rzedu r; i-tej wspolrzednej. Jest nim kazda liczba ¢; € IR spelniajaca
réwnanie

qi

przy czym w powyzszym zapisie catka Iqi dotyczy i-tej wspotrzednej. Analo-

8
8

j fx)de=r, (2.32)

—c0

§ ——y
8 Ty

gicznie jak w przypadku jednowymiarowym okresla si¢ mediang oraz odchy-
lenie ¢wiartkowe i-tej wspélrzedne;j.

Analiza poréwnawcza momentéw i kwantyli nie wykazuje bezwzglednej
przewagi jednych nad drugimi, ale wydaje si¢, iz jej wyniki $wiadczg jednak na
korzy$é kwantyli. Lepiej opisuja one rzeczywisto$¢, zwlaszcza w przypadkach
rozktadéw nietypowych, na przyklad przy silnie niesymetrycznej funkcji gesto-
$ci prawdopodobienstwa. Kwantyle istnieja takze wtedy, gdy catki wystepujace
w warunkach (2.15) oraz (2.21) sa nieskonczone. I wreszcie, szczego6lnie warta
podkreslenia jest mozliwo$¢ dowolnej modyfikacji rzedu kwantyla, czyli stalej ,
w zaleznosci od specyfiki badanego problemu. Rozpatrzmy przyktadowo me-
diane, czyli kwantyl rzedu r = 0,5. Otdz, jezeli w konkretnym praktycznym za-
gadnieniu, przeszacowanie i niedoszacowanie jej wartosci implikuja odmienne
skutki ekonomiczne, to mozna stosownie zmniejszy¢ lub powigkszy¢ — wzgle-
dem warto$ci 0,5 — rzad kwantyla r, tak aby zredukowac ten blad (tj. przeszaco-
wanie lub niedoszacowanie), ktéry implikuje wigksze straty. Mozliwodci takich
nie ma warto$é oczekiwana. Jednakze momenty sg powszechnie znane i do-
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stepne w literaturze. Warto$ci momentdw sa takze latwiejsze do wyznaczenia
w praktyce, jednak gwaltowny rozwdj metod wspomaganych technikg kompute-
rowa sukcesywnie pomniejsza znaczenie tej wlasnosci.

2.1.4. Niezalezno$¢ zmiennych losowych

Rozwazane bgda n-wymiarowe zmienne losowe Xj, X5, ..., X; okreSlone na
wspolnej przestrzeni probabilistycznej (Q, Z, P). Jezeli jest spetniony warunek

PloeQ: Xi(0)e B, Xa(0)eBy,..., X (@) e B }) =

k
= HP({CO €Q:X;(w)eB,;}) dladowolnych By,B,,...,B, € 8", (2.33)

=1
to sa one nazywane zmiennymi niezaleznymi. Powyzsze mozna takze wyrazié
za pomoca charakterystyk rozktadu probabilistycznego. Z uwagi na przyjete

wczesniej zalozenie o spelnieniu warunku (2.10) definicja (2.33) jest bowiem
réwnowazna zaleznos$ci

S, x0,x0) = [i(a) f2(x2) oo i ()
dla kazdego xy, x3,..., x; € R", (2.34)

przy czym f oznacza ggstos¢ prawdopodobienistwa zestawienia zmiennych X,
X, ..y Xy, czyli (k- n)-wymiarowej zmiennej losowej

X

Xs
(2.35)

_Xk .
a fi, fo, ..., fr 0zZnaczaja odpowiednio gestosci zmiennych X;, Xo, ..., X

Interpretacja niezaleznosci zmiennych losowych wskazuje, iz znajomosé
warto$ci, jakie przyjgto dowolne k— 1 sposréd zmiennych X, X, ..., Xj, nie
wnosi zadnej informacji o wartosci przyjetej przez pozostata.

Jezeli X jest n-wymiarowa zmienna losowa, to jej wspotrzedne mozna trak-
towac réwniez jako n jednowymiarowych zmiennych. Wtedy interpretacje ich
niezalezno$ci 1 przedstawionej wezesniej wiasnosci korelacji sa podobne. Istot-
nie, jezeli jednowymiarowe zmienne losowe sa niezalezne, to — jako wspdl-
rzedne zmiennej X — sa takze nieskorelowane. Relacja przeciwna nie jest ogélnie
prawdziwa. Wlasno$¢ niezaleznosci jest zatem mocniejsza od nieskorelowania,
ale w przypadku zmiennych zaleznych przewaznie wygodniej jest rozwazaé
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korelacje, gdyz znak i warto$¢ wspotezynnika korelacji dostarczaja dodatko-

Jezeli poszczegdlne wspohrzedne wielowymiarowej zmiennej losowej s nie-
zalezne, to macierz kowariancji (2.30) jest diagonalna i ma na przekatnej glow-
nej wariancje poszczegdlnych wspolrzednych.

Uwagi bibliograficzne

Literatura dotyczaca podstaw probabilistyki jest liczna i zréznicowana zaréwno
w zakresie doboru tematyki, jak i sposobu prezentacji. Szczegdlnie wartymi
rekomendacji sa nowoczesne podreczniki [20, 34, 53], przy czym w drugim
z nich przewaza ujecie intuicyjne, a trzeci ma charakter $cisty. Cenne uzupel-
nienie moga stanowi¢ klasyczne publikacje [15, 18]. W postaci zmatematy-
zowanej material ten zawiera fundamentalna monografia [5]. Warta polecenia
jest takze pozycja o charakterze encyklopedycznym [14].

2.2. Teoria estymacji

Sama teoria probabilistyki nie wnosi zbyt wielu elementéw oryginalnych, gdyz
z teoretycznego punktu widzenia stanowi ona dobrze juz opracowany — w ra-
mach klasycznej analizy matematycznej — przypadek miary skoficzonej. Opini¢
taka nalezy jednak diametralnie zmienié¢, gdy rzecz dotyczy praktycznych zasto-
sowari probabilistyki, gtéwnie w ramach statystyki matematycznej. Wydaje si¢
bowiem, iz nie ma obecnie dzialu matematyki o wigkszych niz statystyka moz-
liwosciach wszechstronnych i réznorodnych aplikacji.

W przeciwienstwie do trywialnych proceséw losowych, jak na przyktad kla-
syczny rzut moneta lub kostka, w praktyce najczesciej nie jest mozliwe teore-
tyczne wyznaczenie samego rozkladu prawdopodobiefistwa ani jego charakte-
rystyk — funkcyjnych lub parametréw. Dokonuje si¢ tego bezposrednio na pod-
stawie danych eksperymentalnych uzyskiwanych z badanego obiektu, a $cislej,
zmierzonych wartosci badanej zmiennej losowej, jakie przyjeta ona dotychezas
na skutek wystapienia konkretnych zdarzen elementarnych. Powyzsze jest
przedmiotem badan teorii estymacji, jednego z dwéch — obok testowania hipo-
tez — podstawowych dzialéw statystyki matematycznej.

Ponizej beda pokrétce przedstawione podstawowe pojecia teorii estymacji,
przede wszystkim w zakresie, jaki zostanie wykorzystany w dalszej czesci mo-
nografii. Szczegdétowy i obrazowy opis mozna znalezé w wyjatkowo bogatej
i wartosciowej literaturze tego przedmiotu, skomentowanej na koncu niniejszego
podrozdziahu.
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2.2.1. Podstawowe definicje

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna (€, X, P) 1 okre$lona na niej
n-wymiarowa zmienna losowa X. Jezeli X}, X5, ..., X,, oznaczaja zmienne losowe
o rozkladzie identycznym jak zmienna X, to stanowia one probe losowa odpo-
wiadajaca zmienne] X. Zgodnie z ogolna specyfika pojec statystyki matema-
tycznej sens powyzszej definicji tkwi w jej aspektach aplikacyjnych. Rozwazmy
wige klasyczny przyktad dotyczacy badan wzrostu ogdétu Polakéw. Zbior zda-
rzen elementarnych ) mozna utozsamiaé ze zbiorem wszystkich obywateli
Polski plci -meskiej. Zbidr ten jest skonczony, a zatem c-algebra ¥ moze by¢
zdefiniowana w sposob naturalny jako zbidr wszystkich jego podzbioréw.
Z kolei zmienna losowa X reprezentuje ceche bedaca przedmiotem badan,
a zatem w rozwazanym przykiadzie przyporzadkowuje kazdemu Polakowi jego
wzrost. Z praktycznego punktu widzenia nie jest mozliwe dokonanie pomiaru
wzrostu wszystkich Polakéw, lecz jedynie ich dostatecznie reprezentatywnego
m-elementowego podzbioru i wnioskowanie — na podstawie uzyskanych tym
sposobem wartosci — o wzroscie catej populacji. Wybor owego podzbioru jest
losowy, stad zmienne X;, X, ..., X, reprezentujgce uzyskiwanie poszczegolnych
warto$ci zmiennej X, sa zmiennymi losowymi i, co oczywiste, o tym samym co
ona rozkladzie.

Jezeli zmienne X, Xa, ..., X sa ponadto niezaleZzne, to proba taka jest nazy-
wana prosta proba losows. Poniewaz w niniejszej monografii nie rozpatruje si¢
innych rodzajéw préb, wigc prosta préba losowa bedzie nazywana krotko
probg losowa. Liczba m € IN\ {0} wyraza liczno$¢ proby losowej, a sekwencja
otrzymanych eksperymentalnie pomiaréw

Xi(), Xo(o), ..., Xx(0) (2.36)

reprezentuje warto$¢ proby losowej. Jezeli w praktyce sq wykorzystywane
jedynie konkretne wartosci proby, a ich zaleznos¢ od czynnika losowego nie jest
przedmiotem rozwazan, to wzor (2.36), dla uproszczenia notacji, przyjmuje si¢
jako

xl, x2a A xm) (2.37)

pomijajac w zapisie zalezno$¢ od czynnika o".

Y Warto w tym miejscu zaznaczyé odmienne ujecie powyzszego zagadnienia, powstate w ramach
tak zwanej analizy danych. Otz punktem wyjscia badat przedmiotowych jest tutaj zbidr do-
$wiadczalnie uzyskanych pomiaréw (2.37), a cel stanowi otrzymanie na tej podstawie odpowied-
nich wnioskow, lecz dotyczacych wiasnodci samych danych (2.37), bez nawiazania do nieznanej
i przez to abstrakcyjnej zmiennej X. Ujecie takie, aczkolwiek uproszczone, w praktyce okazuje sie
nierzadko catkowicie wystarczajace, a jako tatwiej zrozumiale jest powszechniej dostgpne i coraz
chetniej akceptowane.
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Niech Xi, X3, ..., X, bedzie proba losowa. Statystyka nazywa si¢ takie od-
wzorowanie S:IR”xR"x ... xIR" » R, ze funkcja /':Q—>R* zdefiniowa-
(m czynnikow)

na wzorem
S (0) = S(Xi(®), X5(0), .., X (©)) (2.38)

jest mierzalna, czyli stanowi ona tym samym k-wymiarowa zmienng losowa.
W praktyce czesto spotyka sie k=1 lub k=n, a najczesciej k=n=1. Kazda
funkcja borelowska moze by¢ zatem statystyka, jednak podobnie jak w przypad-
ku proby losowej istota powyzszej definicji zawiera si¢ w interpretacji: sta-
tystyka jest funkcja umozliwiajaca wnioskowanie na podstawie uzyskanych
wartosci proby losowej. Wnioskowanie to ma odmienna forme w ramach réz-
nych dzialow statystyki matematycznej.

W przypadku jednego z dwéch podstawowych takich dziatow, mianowicie
testowania hipotez, celem dziatania jest stwierdzenie, na podstawie uzyskanej
eksperymentalnie proby losowej, czy weryfikowane przypuszczenie jest praw-
dziwe czy fatszywe. Przedmiotem badan nie jest tu sama warto$¢ statystyki, lecz
jedynie fakt, czy warto§¢ ta nalezy do wyznaczonych wczesniej zbiorow $wiad-
czacych odpowiednio o prawdziwosci lub falszywosci hipotezy. Zagadnienia te
beda przedmiotem dalszych rozwazan zawartych w podrozdziale 4.2.

Z kolei celem drugiego z podstawowych dziatéw statystyki matematyczne],
czyli teorii estymacji, jest wyznaczenie analizowanej charakterystyki rozkfadu
prawdopodobienstwa. Wynik badaf stanowi tu wartos¢ statystyki (2.38), obli-
czona na podstawie uzyskanej eksperymentalnie proby losowej, ktora to warto$¢
traktuje sie bezposrednio jako poszukiwane oszacowanie analizowanej wielko-
ci. W przypadku parametrow charakterystycznych reprezentuje ona warto$¢
badanego parametru (gdy & = 1) lub wektora parametréw (gdy k > 2), natomiast
w przypadku charakterystyk funkcyjnych — wartos¢ funkcji (wielowymiarowe;,
gdy k> 2) w ustalonym punkcie dziedziny. Tak okreslong statystyke nazywa si¢
estymatorem. A zatem zasadnicze zadanie estymacji polega na wyznaczeniu
odpowiedniej formuty estymatora, a nastepnie — po uzyskaniu wartosci proby
losowej — obliczeniu wartosci tego estymatora, przyjmowanej bezposrednio jako
wartosé analizowanej wielko$ci: parametru lub wartosci funkcji dla ustalonego
argumentul).

Jezeli zalezno$é wartosci estymatora od proby losowej nie jest bezposrednim
przedmiotem rozwazan, to zapis S(Xi(®), X2(®), ..., X,(®)) upraszcza si¢ do S,

1 Przedstawione powyzej ujecie dotyczy estymacji punktowej, podstawowego dziatu teorii esty-
macji. Inne koncepcje (np. estymacji przedzialowej, gdzie wyznacza sig nie tyle konkretng wartosé
estymatora, co przedziat, do ktérego z zatozonym prawdopodobiefistwem powinna naleze¢ anali-
zowana wielkos¢) sa pominigte jako niewykorzystywane w dalszej czesci niniejszej monografii.
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pomijajac zaleznos¢ od proby X, X, ..., X,, (wOwczas podobnie jak w przypad-
ku préby losowej, opuszczana jest réwniez zaleznos¢ od czynnika ). Co wiecej,
w praktyce warto stosowa¢ dogodna notacj¢, zgodnie z ktéra w miejsce ogdlne-
go symbolu S podstawia si¢ symbol konkretnej, estymowanej wielkosci uzupet-
nionej ,,daszkiem”. I tak, jezeli analizowany jest parametr b, to warto$¢ jego

estymatora oznacza si¢ jako b, podobnie jak estymator funkcji f* dla argumentu

x bedzie oznaczany przez /} (x).

2.2.2. Whasno$ci estymatoréw

W zaleznosci od uwarunkowan aplikacyjnych w odniesieniu do estymatoréw

formuluje si¢ ré6znorodne wymagania normujace ich podstawowe wlasnosci.
Rozpatrzmy najpierw przypadek estymacji pojedynczego parametru charak-

teryzujacego rozklad n-wymiarowej zmiennej losowej X. Niech zatem liczba

rzeczywista b oznacza estymator parametru b € IR, wyznaczony na podstawie
m-elementowej proby losowej X, X, ..., X,. Roznice jego warto$ci oczekiwanej

E (];) i ,,prawdziwe]” wartosci estymowanego parametru, to znaczy liczbe £ (l;) —b,

okresla si¢ mianem obcigZenia estymatora b. Niezerowe obciazenie §wiadczy
o obecnosci bledu systematycznego w stosowanej metodyce. Dodatnia wartos$¢
obcigzenia wskazuje na tendencje do przeszacowywania, a ujemna — niedosza-
cowywania prawdziwe]j warto$ci parametru. Jezeli warto$¢ obciazenia jest rowna
zeru, czyli gdy zachodzi warunek

E(b)=b, (2.39)

to estymator ten nazywa si¢ nieobcigzonym. Nalezy dodaé, iz powyzsza row-
nos¢ powinna zachodzi¢ dla dowolnej licznosci préby losowej, na podstawie
ktérej wyznacza si¢ wartos¢ estymatora. Wtasno$¢ nieobciazonosei oznacza, ze
w praktyce wartosci estymatora begda ,,oscylowaé” wokot ,,prawdziwej” wartosci
estymowanego parametru, a $cislej, iz estymator nie bedzie jej systematycznie
przeszacowywac ani niedoszacowywac.

Tak wigc obcigzenie estymatora wskazuje, wokot jakiej wartosci beda
»oscylowac” uzyskiwane w praktyce wartosci estymatora. O tym, jak duze

beda owe ,,0scylacje”, $wiadczy wariancja tego estymatora V(l;)‘ Pozadane
jest, aby wariancja dazyla do zera, gdy liczno$¢ proby dazy do nieskonczono-
$ci, czyli aby

lim V() =0. (2.40)

m—»
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Jezeli w miarg wzrostu licznoéci proby losowej obciazenie estymatora maleje
do zera, a zatem gdy jest spetniony warunek
lim E(B) =b, (2.41)
m—>o0

to estymator ten nazywa si¢ asymptotycznie nieobcigzonym. Oczywiscie wias-
nos¢ ta jest stabsza od nieobciazonosei").

Jesli z kolei w miar¢ zwiekszania liczno$ci proby losowej estymator b dazy
do estymowanej wartosci b wedlug prawdopodobienstwa, czyli jezeli dla kazde-
go ¢ > 0 prawdziwe jest

lim P({o € Q:| 5(X1(0), X2(®), ..., Xn(@))—b|>€}) =0, (2.42)

to estymator ten okreéla si¢ mianem zgodnego. Z wiasnosci tej wynika, iz
w miare wzrostu licznosci proby losowej warto$¢ estymatora jest sukcesywnie
blizsza wartosci estymowanej. Z aplikacyjnego punktu widzenia oznacza to
mozliwo$é osiagania coraz to lepszej dokladnosci poprzez zebranie dodatko-
wych danych, aczkolwiek w praktyce wiaze si¢ to najczesciej ze zwigkszaniem
czasu i kosztu badan. Jezeli estymator jest asymptotycznie nieobciazony i jego
wariancja maleje do zera przy zwigkszaniu licznodci proby, a zatem gdy jed-
noczesnie spelnione sa warunki (2.40) i (2.41), to estymator ten jest takze
zgodny.

Powyzsze pojecia w sposob naturalny transponuje sie na przypadek esty-
macji funkeji B:R" — R, stanowiacych charakterystyki funkcyjne rozkiadu
zmiennej losowej, na przykltad gestos¢ prawdopodobienstwa lub dystrybuantg.
Dla ustalonego argumentu x warto$¢ funkcji B jest bowiem traktowana tak jak
rozwazany wczesniej rzeczywisty parametr b, to znaczy

B(x)=b. (2.43)

Estymator funkcji moze zatem mie¢ wiasno$¢ (asymptotycznej) nieobeig-
zonosci lub zgodnosci w dowolnym punkcie dziedziny badz tez pewnego jej
podzbioru.

W przypadku k-wymiarowego wektora parametréw lub funkcji k-wymia-
rowej (asymptotyczna) nieobciazono$¢ i zgodno$¢ sa réwnowazne spelnieniu
przedstawionych powyzej warunkow przez wszystkie wspdtrzedne.

W praktyce zgodno$é — jak przystalo na whasno$¢ asymptotyczna — bywa
wazna przy duzych liczno$ciach proby, natomiast przy matych licznosciach za

D' W powyzszym zapisie zastosowano wobec wartosci oczekiwanej E oraz wariancji V' zapis typu
funkcjonatowego £ (1;) i V(l;), co pozwala uwidoczni¢ symbol rozwazanego aktualnie estymatora.
Podobna notacja bedzie okazjonalnie stosowana takze w dalszej cze$ci ksiazki.
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istotna uznaje si¢ wlasnos¢ nieobciazonosci. Wiasno$¢ asymptotycznej nieobcia-
zonosci nalezy traktowac jako minimum wymagane od stosowanych w praktyce
estymatorow.

2.2.3. Przyktady estymatorow

Jak bylo wspomniane, formule estymatora okresla sie tak, aby po uzyskaniu
warto$ci proby losowej (2.37) otrzymaé bezposrednio oszacowanie badanego
parametru lub charakterystyki funkcyjnej rozktadu dla ustalonego argumentu.
W tym punkcie zostana najpierw przedstawione klasyczne estymatory podsta-
wowych parametréw — wartosci oczekiwanej, wariancji i odchylenia standardo-
wego oraz kowariancji. Beda one uzywane w dalszej czesci pracy do wyznacze-
nia wspélczynnikdw ustalajacych ostateczng posta¢ estymatorow jadrowych.

Jako pierwszy zostanie rozwazony przypadek jednowymiarowej zmiennej lo-
sowej. Naturalny estymator wartosci oczekiwanej (2.17) stanowi $rednia aryt-
metyczna poszczegdlnych elementdw proby losowej (2.37):

ix,.. (2.44)

i=1

b=l
m

Estymator ten jest nieobciazony i zgodny. Jesli w rozpatrywanym zagadnieniu
wartos¢ oczekiwana E jest znana, to nieobciazony i zgodny estymator warian-
cji (2.19) wyraza si¢ rownoscig

A 1 m
V=" (x;—E). 2.45
ng ) (2.45)

Jezeli jednak warto$¢ oczekiwana nie jest znana, to po przyjeciu oczywistego
z praktycznego punktu widzenia warunku m > 2 estymator taki przyjmuje postaé

T (2.46)

gdzie wielko$¢ E okresla wzor (2.44). Rownowazna postac tej zalezno$ci:

1 m 1 n 2
Ve - —— X; 2.47
S s 5] 4

jest nieco dogodniejsza do obliczen numerycznych, gdyz obie sumy mozna wy-
znaczy¢ w jednej petli programowej. Estymator odchylenia standardowego
(2.20) definiuje si¢ w sposéb naturalny jako

6=7, (2.48)
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przy czym V okresla zaleznosé (2.45) albo (2.46) lub réwnowaznie (2.47), od-
powiednio, gdy warto$¢ oczekiwana jest znana lub nie. Estymator (2.48) jest
asymptotycznie nieobciazony i zgodny.

W przypadku wielowymiarowej zmiennej losowe]j estymator wartosci ocze-
kiwanej j-tej wspolrzednej (2.23) wyznacza si¢ analogicznie do wzoru (2.44),
przyjmujac do obliczen j-te wspéirzedne poszczegélnych elementéw proby lo-
sowej (2.37):

A 1 &
==y, 2.49
mZ J (2.49)

gdzie x;; oznacza j-ta wspolrzedna i-tego elementu proby. Podobnie oblicza si¢
estymator wariancji j-tej wspélrzednej (2.25) w przypadku, gdy jej wartos¢
oczekiwana FE; jest znana:

R R
I/j :;Z(xi’j _Ej)z (250)

i=1

lub gdy jest szacowana na podstawie wzoru (2.49) przy m = 2.
1 < -
—_1 Z(x,"j’“Ej)z (251)
i=]

oraz rOwnowaznie

m

Z m(m 5 [Zx,., jJ : (2.52)

=1 i=1

V>

W konsekwencji estymator odchylenia standardowego j-tej wspélrze¢dnej
(2.26) definiuje si¢ jako

G, =V, (2.53)

gdzie I}j okresla zalezno$¢ (2.50) albo (2.51) lub réwnowaznie (2.52), odpo-
wiednio, gdy warto$¢ oczekiwana jest znana lub nie. Z kolei, jezeli znane sa £,
oraz E;,, czyli wartosci oczekiwane wspéhrzednych j; oraz j,, to estymatory

elementéw macierzy kowariancji (2.30) przyjmuja postac¢
n 1 <
COVji jp = ;Z(xi,jl )(xl o T Ly, ) (254)
i=1

natomiast gdy wartosci oczekiwane sa okre$lane rownoscia (2.49) i przy m > 2,
wyrazaja si¢ one wzorem
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~ 1 ud ~ ~ N
COVj . j» = Z(xf,jl - Ejl)(xi,jz - Ejz) (2.55)
m=143
oraz rOwnowaznie

n 1 &
€OV, jo :;q—_—l;xf,jl Xijp ~ ( m(m—1) & me sz 2 (2.56)

Zaleznosci (2.50) 1 (2.54), (2.51) 1 (2.55), (2.52) 1 (2.56) sa oczywiscie parami
tozsame, gdy j; = j,. Estymatory (2.49)-(2.56) sa zgodne. Sa takZze nieobciazone,
z wyjatkiem (2.53), ktéry jest jedynie asymptotycznie nieobciazony.

Na zakonczenie niniejszego podrozdziatu zostana jeszcze przedstawione
koncepcja klasycznych estymatoréw kwantyla i procedura rozwiazania proble-
mu estymacji charakterystyk funkcyjnych poprzez sprowadzenie — a $cislej, jego
uproszczenie — do zadania estymacji parametrycznej za pomocg arbitralnego
ustalenia typu rozktadu prawdopodobienstwa. Celem powyzszego jest stworze-
nie podstaw do poréwnania metod klasycznych z opartymi na estymatorach
jadrowych, ktore stanowiq przedmiot rozwazan dalszej czesci tej monografii.

Rozpatrywana bedzie jednowymiarowa zmienna losowa. W przypadku
zmiennej wielowymiarowej rozwazania sa analogiczne — podobnie jak poprzed-
nio dla wartosci oczekiwanej i wariancji, sa tu brane pod uwage odpowiednie
wspotrzedne poszczegdlnych elementdéw proby losowe;.

Niech zatem

%, Ty oy o ' (2.57)

oznacza warto$¢ proby losowej (2.37) uporzadkowana rosnaco, czyli tak aby
X <X, £ ... £X,. Ponadto niech zalozony rzad kwantyla r spetnia warunek

0,5<mr<m-0,5. (2.58)

Najprostszym klasycznym estymatorem kwantyla r-tego rzedu jest element
préby (2.57) o indeksie rownym [mr + 0,5], a zatem

4= Ximr+0.5) (2.59)

przy czym [c] oznacza cz¢$¢ calkowity liczby rzeczywistej ¢. Dla ilustracji roz-
wazmy zadanie estymacji mediany na podstawie trdjelementowej proby losowej,
czylir = 0,5 oraz m = 3. Wtedy zgodnie z intuicjg

4 =21 = X, (2.60)

a zatem estymatorem mediany jest ,,Srodkowy”, czyli drugi pod wzgledem wiel-
kosci, element proby losowej. Jezeli jednak zwigkszy¢ o jeden liczno$é proby
losowej, czyli m = 4, to nadal
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4 =X,5] = X2, (2.61)

aczkolwiek estymator mediany powinien przeciez wzrosna¢ i by¢ — na przy-
ktad — $rednia arytmetyczng drugiego oraz trzeciego pod wzgledem wielkosci
elementu proby. Tak wiec wzér jednoskladnikowy (2.59) modyfikuje si¢ do
postaci dwusktadnikowej:

G = (0,5 —mr +[mr +0,5)) X 10,51 + (0,5 + mr —[mr + 0,5 X mr+1,57- (2.62)

Latwo sprawdzi¢, ze jesli » = 0,5 oraz m = 3, to dwuskladnikowym estymatorem
mediany jest nadal

G =(0,5-15+[2])X[z + (0,5 + 1,5 =[2])x3) = Xp2) = X, (2.63)
lecz dla m = 4 zalezno$¢ (2.62) implikuje zgodnie z wymaganiem
g=(0,5-2+ [2,5])37[2,5] +(0,5+2-[2,5Dx;35 = 0,5%72,51 + 0,55[3,5] =
= 0,5}/2 + 0,5;3 . (264)

W celu zapewnienia og6Inosci estymatory (2.59) i (2.62) moga by¢ uzupeinione
W nastepujacy sposob:

X, gdy mr<0,5,
g =1 wedlug wzoru (2.59)lub (2.62), gdy 0,5<mr<m-0,5, (2.65)
X s gdy mr>m-0,5,

z pominieciem warunku (2.58). Wszystkie wymienione powyzej estymatory,
czyli (2.59), (2.62) i (2.65), sa asymptotycznie nieobciazone i zgodne.

Zwiekszanie ponad dwa liczby sktadnikéw w definicji estymatora kwantyla
okazuje si¢ mato skuteczne, a juz ponad cztery wrecz bezefektywne. Korzystniej-
sze wyniki — zwlaszcza w najtrudniejszych przypadkach nieduzej licznosci proby
losowej i skrajnych (tzn. bliskich 0 lub 1) warto$ci rzgdu kwantyla — uzyskuje sie,
stosujac estymatory jadrowe. Zagadnienie to bedzie tematem punktu 3.2.2 i dodat-
kowo w wersji warunkowej — punktu 3.2.3.

Na koniec zostanie zilustrowana koncepcja rozwiazywania problemu esty-
macji charakterystyk funkcyjnych z uzyciem klasycznych procedur estymacji
parametrycznej. Ich zasadnicza koncepcja polega na arbitralnym ustaleniu typu
rozktadu badanej zmiennej losowej, a nastgpnie wyznaczeniu wartosci wystepu-
jacych tam wspotczynnikow za pomoca procedur estymacji parametryczne;.

I tak, ustalenie typu rozkfadu (np. normalny, jednostajny, tréjkatny, beta) od-
bywa si¢ tradycyjnie na podstawie ogélnej znajomosci badanego zjawiska, ogla-
du histogramu lub specjalistycznych algorytméw. Tego typu algorytmy polegaja
— najogdlniej rzecz ujmujac — na wyrdznieniu reprezentatywnej grupy kilku
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potencjalnych typéw rozktadow, a nastepnie wskazaniu jednego z nich, na pod-
stawie badania uzyskanej proby losowe;.

Po ustaleniu typu rozkladu sq wyznaczane wartosci parametréw wystgpuja-
cych w jego gestosci prawdopodobienstwa lub innej charakterystyce funkcyjne;.
Najblizsza intuicji procedura jest tradycyjna metoda momentow. Polega ona na
takim przyjeciu owych parametrow, aby pierwsze momenty okreslonego w ten
sposob rozktadu réwnatly si¢ wartosciom otrzymanym na podstawie préby loso-
wej. Zalézmy na przyklad, ze dla badanej jednowymiarowe] zmiennej losowej
zostal w pierwszej fazie arbitralnie ustalony rozklad gamma — jego ge¢stosc jest
podana na rysunku 2.2. Wartos¢ oczekiwana i wariancja rozktadu gamma wyno-
szg odpowiednio

E=L, (2.66)
q

1% =£2, (2.67)
q

Rozwiazujac uklad réwnan (2.66)-(2.67) wzgledem p oraz ¢, otrzymuje si¢

2
p= EV— \ (2.68)
g= g ‘ (2.69)

Jezeli po uzyskaniu wartosci proby losowej, na podstawie zaleznosci (2.44) oraz
(2.46) lub (2.47) dysponuje si¢ estymatorami wartosci oczekiwanej E i warian-
cji v, to podstawiajac je do wzorow (2.68)-(2.69) w miejsce E oraz V, otrzy-
muje si¢ estymatory parametrOw p oraz ¢, co ostatecznie ustala estymator po-
szukiwanej gestosci prawdopodobienstwa.

Metoda momentdw ma juz obecnie znaczenie gltownie ilustracyjne. Korzyst-
niejsze estymatory parametrow uzyskuje si¢ z wykorzystaniem innych klasycz-
nych metod — najwiekszej wiarygodnosci lub najmniejszych kwadratow, a takze
nowoczesnych metod estymacji bayesowskiej lub minimaksowej. Niezaleznie
jednak od jakosSci szacowania samych parametrow podstawowa staboscia esty-
macji parametrycznej jest arbitralno$¢ zatozenia o typie rozkladu, w ramach
drastycznie ograniczonej w praktyce mozliwosci wyboru. Wady tej nie maja
rozwijajace si¢ wspolczesnie, dzigki postepowi techniki komputerowej, procedu-
ry estymacji nieparametrycznej. Najcz¢sciej stosowana w tym zakresie kon-
cepcja estymatorow jadrowych bedzie przedmiotem dalszej czg¢Sci ninigjszej
ksiazki. Istota tej koncepcji zostata sformutowana dla bliskiego intuicji zadania
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estymacji funkcji gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej i moglaby by¢
traktowana jako kontynuacja powyzszego przyktadu, po zarzuceniu arbitralnosei
zalozen dotyczacych postaci tej funkcji.

Uwagi bibliograficzne

Statystyka matematyczna, w tym takze zagadnienia estymacji, doczekata sig
niezwykle bogatej literatury przedmiotowej, odpowiednio zréznicowanej dla
odbiorcéw z odmiennych dziedzin nauki i praktyki. Jako uniwersalne mozna
wymieni¢ prace [20, 26, 53]. W celu poznania podstaw warto natomiast wyroz-
ni¢ ksiazke [34], a takze podrgcznik [22] migdzy innymi z uwagi na jego orygi-
nalna formule. Monografie [18, 42] reprezentujg klasyczne pozycje o Scistym
charakterze. Aspekty zwiazane z numerycznymi metodami obliczeniowymi sa
interesujaco prezentowane w publikacji [6].

2.3. Rozwigzania réwnan rozniczkowych
Z nieciagtg prawag strong

Staly wzrost wymagan formulowanych wobec zada analizy systemowej spra-
wia, ze sa w nich coraz cze$ciej wprowadzane nieciagte modele obiektow
i zachodzacych tu proceséw. Co wiecej, powszechna presja na zwigkszenie
efektywnos$ci powoduje, iz nierzadko sa podejmowane ekstremalne dzialania,
ktére moga w okreslonych chwilach czasu gwattownie zmienia¢ swg wartosc.
Oba te czynniki coraz czesciej skutkuja wprowadzeniem do opisu dynamiki
badanego systemu réwnan rozniczkowych z nieciagla prawg strona. Tymcza-
sem zwykle stosowane klasyczne rozwigzanie réwnan rézniczkowych w takich
przypadkach nie istnieje lub niewlasciwie opisuje modelowana rzeczywistos¢.
Prowadzi to niejednokrotnie do bledéw teoretycznych i nieporozumien inter-
pretacyjnych.

W niniejszym podrozdziale sa zaprezentowane podstawowe definicje i za-
leznodci zwiazane z problematyka rozwiazan réwnan rézniczkowych z nieciagla
prawa strona. Na koncu jest przedstawiony podsumowujacy przyklad, obrazowo
ilustrujacy wprowadzone pojecia i wskazujacy nieporozumienia, jakie moze
implikowaé niewlasciwe ich stosowanie. Material ten bedzie przydatny przy for-
malizowaniu zagadnienia rozwazanego w punkcie 4.1.4. Jezeli jednak Czytelnik
nie jest zainteresowany systemami dynamicznymi, a zwlaszcza specyfika ich
modelowania za pomoca réwnan rézniczkowych, to moze pominaé ten pod-
rozdziat.
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2.3.1. Podstawowe definicje i zaleznosci

- Najczesciej stosowanym opisem systeméw dynamicznych jest réwnanie réz-

niczkowe postaci
x(#) = g(x(2), 1), (2.70)

gdziex: T > R", g:R"xT— IR", przy czym T C R jest przedzialem o niepustym
wnetrzu. Rownanie takie jest nieroztacznie rozwazane wraz z warunkiem po-
czatkowym

x(ty) = xo, 2.71)

przy czym t, € T oraz x, € IR" sg ustalone. Na potrzeby poszczegélnych dyscy-
plin zalezno$¢ (2.70) moze by¢ zapisana przy uzyciu nieco odmiennej notacji.
Na przyktad w zagadnieniach automatyki, w ktérych powinien by¢ wyraznie
wyeksponowany wplyw sterowania # na stan systemu x, rownanie to przyjmuje
postac

#(0)= £ (O, u(t), 1), 2.72)

przy x:T—>R", u:T—>R", {R"xR"xT— R". Réznica migdzy formutami
(2.70) i (2.72) jest pozorna, gléwnie w sferze interpretacji. Zaleznos¢ funkcji f
od ¢ oraz u(t) zostala bowiem ujeta we wzorze (2.70) w ramach zaleznosci funk-
cji g bezposrednio od 7 — obecno$¢ sterowania nie jest jedynie w przypadku po-
staci (2.70) explicite wyeksponowana.

Klasyczne rozwigzanie réwnania rézniczkowego (2.70)-(2.71) stanowi ta-
ka funkcja x, ktéra jest rdzniczkowalna i spetnia réwnanie (2.70) dla kazdego
t e T (jesli krance przedziatu T naleza do niego, to rozwaza si¢ tu odpowiednig
pochodng jednostronna), a takze spelnia warunek (2.71). Rozwiazanie to jest
jednoznaczne, jezeli kazde rozwigzanie klasyczne jest funkcja réwna mu toz-
samos$ciowo. Powyzsze definicje sa w pelni zgodne z intuicja, przynajmniej
w zakresie podstawowych aspektow dotyczacych systeméw dynamicznych.

Tak okre$lone rozwiazanie bywa uzyteczne, gdy funkcja g jest ciagla.
Ciagto$¢ ta stanowi bowiem warunek wystarczajacy istnienia rozwiazania kla-
sycznego i chociaz nie jest warunkiem koniecznym, to zatozenie ciaglosci jest
praktycznie nieodlaczne rozwazaniom nad rozwigzaniami klasycznymi. W przy-
padku skonczonej liczby nieciaglosci pierwszego rodzaju? funkcji g wzgledem
zmiennej niezaleznej ¢t powyzsza definicj¢ mozna jednakze uzupeli¢ o nieco
nieformalng operacj¢ tak zwanego sklejania rozwigzan. Otdz, przedzial T dzieli

Przy uwarunkowaniach rozwazanego zagadnienia, nieciaglosé funkcji jest nazywana nieciaglo-
$cig pierwszego rodzaju, jezeli w punkcie niecigglosci istniejg skoficzone granice jednostronne.
Granice te nie musza by¢ sobie réwne ani réwne warto$ci funkcji w tym punkcie.
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sie na podprzedzialy, w ktorych funkcja g jest ciagta, i w tych podprzedzialach
sa znajdowane rozwiazania klasyczne, po czym rozwiazania te taczy sie (,,skle-
ja”) z zachowaniem ciaglosci rozwiazania x (w punktach nieciagtosci funkcji g
wzgledem zmiennej niezaleznej pochodna X nie istnieje ze wzgledu na brak
réwnosci pochodnych jednostronnych). Powyzsza koncepcja ma wyrazista in-
terpretacje fizyczng — uznaje sie, ze w chwili wystapienia nieciagtodci funkcji g
proces opisywany réwnaniem roézniczkowym (2.70) zaczyna si¢ od nowa, z wa-
runkiem poczatkowym (2.71) bedacym lewostronng granica rozwiazania z po-
przedniego obszaru ciaglo$ci. Z matematycznego punktu widzenia postgpowanie
takie ma bardzo ograniczony zakres stosowalnosci do przypadku skoficzonej
liczby nieciaglosci funkcji g i to jedynie wzgledem zmiennej niezalezne;j.

Typowym przyktadem ilustrujacym konieczno$¢ wprowadzenia uogolnienia
pojecia rozwiazania klasycznego jest nastgpujace dwuwymiarowe (tzn. dla n = 2)
réwnanie rozniczkowe, reprezentujace w sposob uproszczony zadanie sterowa-
nia w ukladzie zamknigtym z nieciagla funkcja regulatora (np. w problemie re-
gulacji minimalnoczasowe;j):

%=1, x%(0) = xo1, (2.73)

~1, gdy x()>0,
b={ 8 00 12(0) = %02, (2.74)
I, gdy x()<0,

przy czym xo1, Xo2 € R. Jego rozwiazania koncza si¢ po osiagnigciu osi x;. Gdy-
by bowiem rozwiazanie dalto si¢ przedtuzy¢, to — jak wynika ze wzoru (2.74) —
bytoby ono ,,wypychane” ponad 0§ x; (poniewaz X,(f)=1, gdy x»(r) <0), lecz
natychmiast po jej ,,opuszczeniu” ponownie w nia ,,wpychane” (poniewaz
%, (1) =-1, gdy x,(r)>0), co neguje mozliwo$¢ istnienia takiego rozwigzania.
Warto zauwazy¢, ze w rozwazanym powyzej przykladzie funkcja g jest nieciagla
na osi x;.

Koncepcje uogodlniajace pojecie klasycznego rozwiazania na potrzeby réw-
nan rézniczkowych z nieciggla prawa strong, czyli takich w ktorych funkcja g
okreslona we wzorze (2.70) jest nieciagta, nie doprowadzity do jednolitego ujg-
cia. Obecnie najczesciej stosowanymi S3 rozwigzania zaproponowane przez
Caratheodory’ego, Filippowa i Krasowskiego. Przed ich zdefiniowaniem zostana
przedstawione pojecia ,,prawie wszedzie”, funkcji absolutnie ciaglej, powloki
domknietej wypuklej 1 zbioru zwartego.

Jezeli miara tych punktow zbioru 4 — R, w ktorych jakas wilasnos¢ nie jest
speliona, wynosi zero, to mowi sig, ze wlasnos¢ ta zachodzi prawie wszedzie w 4.

Rozwazana teraz bedzie funkcja x: [a, b] — R". Jest ona nazywana funkcjg
absolutnie (bezwzglednie) ciagla, jesli dla kazdego €> 0 istnieje takie 6> 0,
ze gdy (ay, by), (a2, b)), -.., (aw, by) sa przedziatami zawartymi w dziedzinie

45




2. PODSTAWY MATEMATYCZNE

[a, b], roztacznymi 1 takimi, ze z; (bj—a;)<8, to spelnione jest

k
2
jest ona rozniczkowalna prawie wszedzie w przedziale [a, b]. Te dwie wlasnosci
sprawiaja, ze funkcja absolutnie ciagla szczegdlnie dobrze nadaje si¢ do zasto-
sowania w zagadnieniu uogoélnienia pojgcia klasycznego rozwiazania réwnania
rézniczkowego.

Powloka domknieta wypukla zbioru C c IR", oznaczang dalej jako conv(C),
jest nazywany najmniejszy (w sensie relacji inkluzji) zbiér domkniety i wypukty
zawierajacy zbior C. Na przyktad powloka domknigta wypukla zbioru dwoéch
réznych punktow jest taczacy je odcinek, a zbioru trzech réznych punktow —
domkniety trojkat, ktorego punkty te sa wierzchotkami.

Podzbior przestrzeni R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczo-
ny i domkniety.

Zostang teraz zdefiniowane rozwiazania réwnania rézniczkowego w sensie
Caratheodory’ego, Filippowa i Krasowskiego. Funkcja x, absolutnie ciggla na
kazdym zwartym podprzedziale zbioru 7, jest rozwigzaniem réwnania roz-
niczkowego (2.70)-(2.71):

B w sensie Caratheodory’ego (C-rozwigzaniem), jezeli spelnia réwnanie

(2.70) prawie wszegdzie w 7, a takze spetnia warunek (2.71);

@ w sensie Filippowa (F-rozwigzaniem), jezeli

x(b,)—x(ai)” <¢. Funkcja absolutnie ciagla jest takze ciagla. Co wigcej,

x(t)e Flg](x(¢),t) prawie wszedzie w 7, (2.75)

a takze spelnia warunek (2.71), przy czym operator Filippowa F jest zdefi-
niowany nastepujaco:

Flglx@, )= [ convlg((x(®)+rB)\Z,1)]; (2.76)
r>0 ZcR”:
m(Z)=0

E w sensie Krasowskiego (K-rozwiazaniem), jezeli
() e K[g](x(t),t) prawie wszedzie w 7, ‘ 2.77)

a takze spelnia warunek (2.71), przy czym operator Krasowskiego X jest da-
ny zaleznoscia

KIgl(x(2), £y =[] conv[g(x(t) + rB, N)]; ' (2.78)

>0

gdzie B oznacza otwarta kule jednostkowa w przestrzeni IR", a m stanowi n-wy-
miarowa miare¢ Lebesgue’a. C-, F- lub K-rozwiazanie jest jednoznaczne, jezeli
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kazde, odpowiednio, C-, F- lub K-rozwiazanie jest funkcja rowng mu tozsa-
mosciowo. Przedstawiona ponizej interpretacja tych definicji dostarcza takze
praktycznych motywacji okreslonych powyzej ich postaci.

I tak, w przypadku C-rozwigzania pochodna x(f) jest zalezna (poza zmienng
niezalezna 7) jedynie od aktualnej warto$ci rozwiazania x. Ten typ rozwiazania
stanowi w praktyce jednolite matematycznie uogolnienie ,,sklejanego” rozwia-
zania klasycznego.

W przypadku K-rozwiazania sa uwzgledniane wartosci funkcji g nie tylko
w x(1), lecz takze we wszystkich punktach kuli o $rodku w tym punkcie i dodat-
nim, aczkolwiek — ze wzgledu na iloczyn mnogos$ciowy — dowolnie matym
promieniu r. Co wigcej, powloka domknigta wypukta uzupetnia tak powstaly
zbidr wartosci funkcji g o wielkosci ,,posrednie”. Interpretujac powyzsze, mozna
stwierdzié, ze K-rozwiazanie, dopuszczajac wszystkie punkty z otoczenia warto-
$ci x(¢), uwzglednia nieuniknione w praktyce btedy pomiarowe.

I wreszcie, dodatkowo wprowadzony w definicji F-rozwiazania iloczyn mno-
gosciowy powoduje, iz z kuli o $rodku w punkcie x(7) i promieniu » sg elimi-
nowane zbiory miary zero, nieistotne z praktycznego punktu widzenia.

Wprost z powyzszych definicji wynika, ze

A) kazde C-rozwiazanie jest K-rozwigzaniem, poniewaz
gx(2), 1) € K[g]x(®), 1);

B) kazde F-rozwiazanie jest K-rozwiazaniem, gdyz
Flgl(x(®), ) < K[gl(x(®), »)-

Jednoznaczno$¢ K-rozwiazan implikuje zatem jednoznaczno$é C- i F-rozwiazan.
Inne relacje miedzy C-, F- i K-rozwiazaniami ilustruje przyktad nastepuja-
cego dwuwymiarowego réwnania ré6zniczkowego:
1, gdy x(#)>0,
x(@)=<-1, gdy x()=0, x1(0) = xo1, (2.79)
15 gdy X3 (t) < O)

- 19 gdy X2 (t) > 0)
n{t)=< 0, gdy x(@)=0, x2(0) = x¢z, (2.80)
17 gdy X2 (t) < 0)

przy czym Xo1, Xo2 € R (rys. 2.3).
Najpierw zostanie rozpatrzony przypadek, gdy stan poczatkowy zawiera si¢

X — 1
w osi x;. Funkcja { o } dla 7 € [0, ) jest wtedy jednoznacznym C-rozwia-
0
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C-rozwiazanie F-rozwiazanie K-rozwigzanie

Rys. 2.3. Rozwigzania réwnania rézniczkowego (2.79)-(2.80)

zaniem. Poniewaz dla kazdego ¢ € [0, «) oraz x(f) zawartego w osi x| prawdziwa
. 1 X1 +1
jest réwnosé Flg|(x(1),1) = g0 przy czym |d |<1;, wiec funkcja

, 0

dla ¢ € [0, ) jest wtedy jednoznacznym F-rozwigzaniem. Z kolei dla kazdego
t € [0, ) oraz x(f) zawartego w osi x; zbiér K[g](x(¥), ) jest trojkatem o wierz-

1 1 -1
chotkach L:l, { J, { 0 } a zatem absolutnie ciagle funkcje postaci {)gil, przy

czym x(0) = xo; oraz le Q) ‘ <1 prawie wszedzie w [0, ), sa K-rozwiazaniami.

Natomiast w przypadku, gdy stan poczatkowy nie zawiera sie w osi x;, funk-

cja [ Yot } jest, do chwili przecigcia tej osi, jednoznacznym C-, F-
X2 — 1 -sgn(xg;)
i K-rozwiazaniem. W chwili osiagnigcia osi x; rozwigzania te mozna przedtuzy¢
odpowiednimi rozwigzaniami opisanymi w poprzednim akapicie.
7 powyzszego przyktadu wynika, Ze w ogolnym przypadku brak jest za-
leznodei migdzy C- i F-rozwiazaniami, czyli kontynuujac uwagi sformutowane
uprzednio w postaci punktéw A-B, mozna teraz dodac, iz

C) C-rozwigzanie nie musi by¢ F-rozwigzaniem,
D) F-rozwigzanie nie musi by¢ C-rozwiazaniem.
Ponadto K-rozwiazania nierzadko stanowig jednak zbyt ,bogaty” — z praktycz-
nego punktu widzenia — klas¢. Wszakze dla pewnego rodzaju réwnan réznicz-

kowych mozna wskaza¢ zalezno$¢ migedzy C- i F-rozwigzaniami, co zostanie
przedstawione ponizej.
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Ot6z, funkcja g okreélona w rownaniu (2.70) jest nazywana funkcja obsza-
rami ciagly, jezeli dla prawie kazdego ¢ € T istnieje rodzina {M,;} (przy czym
i € I,) podzbioréw przestrzeni R” takich, ze R" = UMU i ponadto

tel,

M, cint(M,;) dlakazdegoi € [, (2.81)

a takze rodzina {g;,;} (przy czym jak poprzednio i € 1) funkeji g ;- R'xT—> R
ciaglych ze wzgledu na n pierwszych zmiennych oraz takich, ze g =g, na od-
powiednich zbiorach M, ;. Przyktadem zbioru M, ; spelniajacego warunek (2.81)
jest kula o dodatnim promieniu, natomiast nie spelnia go linia prosta
W przestrzeni R?, gdyz jej wnetrze jest zbiorem pustym i taka jest rOwniez prawa
strona relacji (2.81). Warunek funkcji obszarami ciaglej stanowi zatem, Ze dla
prawie kazdego ¢ przestrzen IR" dekomponuje si¢ na takie zbiory spelniajace
warunek (2.81), ze funkcja g zaciesniona do dowolnego z tych zbioréw da si¢
poszerzy¢ do funkcji ciaglej wzgledem x(#). Prawdziwe jest wige stwierdzenie, ze

E) jezeli funkcja g jest obszarami ciagta, to kazde C-rozwiazanie jest F-rozwig-
zaniem.

Zalozmy teraz, ze funkcja g jest ciagta, ktore to zalozenie — jak zostalo
wspomniane — bywa nieodiaczne rozwazaniom nad rozwiazaniami klasycznymi.
Poniewaz prawa strona réwnania (2.70) jest ciagta, wigc taka jest rowniez po-
chodna takiego rozwiazania, czyli x € 7!, Funkcja klasy &' na przedziale zwar-
tym jest absolutnie ciagla, zatem rozwiazanie klasyczne jest wtedy C-rozwig-
zaniem. Z kolei, kazda funkcja ciagha jest obszarami ciagta, a wigc — w zwiazku
z przedstawionym powyzej punktem E — rozwigzanie klasyczne stanowi takze
F-rozwiazanie. Co wiecej, zgodnie z punktem B jest ono réwniez K-rozwia-
zaniem. Powyzsze wnioski pozostaja oczywiscie prawdziwe takze w przypadku,
gdy funkcja g ma skonczona liczbe niecigglosci pierwszego rodzaju wzgledem
zmiennej niezaleznej ¢, czyli gdy moze by¢ stosowana procedura ,,sklejania”
rozwiazan klasycznych. Konkludujac:

F) jezeli funkcja g jest ciagta (dopuszcza si¢ takze skonczona liczbe niecia-
glodci pierwszego rodzaju wzgledem zmiennej niezaleznej £), to kazde roz-
wiazanie klasyczne jest C-, F- i K-rozwigzaniem.

Ostatecznie, w praktyce C-, F- i K-rozwiazania sa uog6lnieniem rozwiazan kla-
sycznych, takze z mozliwoscia ich ,,sklejania”.

Przedstawione powyzej zalezno$ci migdzy poszczegélnymi typami rozwig-
zafi, ujete w postaci punktéw A-F, zostaly syntetycznie zilustrowane na rysun-
ku 2.4. C-rozwiazania stosuje sie najczeéciej w przypadku nieciagtosci funkcji g
wzgledem zmiennej niezaleznej ¢, F-rozwiazania przy niecigglosciach takze
wzgledem x(f), natomiast K-rozwiazania sa uogoélnieniem powyzszych dwoéch
typow, aczkolwiek czesto stanowig zbyt ,,bogata” klase.
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{rozwiazanie klasyczne}

N ---g-ciagla--- N
(dopuszcza si¢ takze
skonficzona liczbe
nieciaglosci pierw-
szego rodzaju wzgle-
dem zmiennej nieza-

leznej)
{C-rozwiazanie}
M g — obsza-
rami ciagla
N {F-rozwiqzahie}
N

{K-rozwiazanie}

Rys. 2.4. Zalezno$ci miedzy C-, F-, K- i klasycznymi rozwigzaniami

2.3.2. Przykiad

Brak uniwersalnej i naturalnej — z punktu widzenia zastosowan — koncepcji roz-
wiazania réwnan rézniczkowych z nieciagly prawg strona powoduje, iz w wielu
pracach problem ten jest niedoprecyzowany lub wrgcz pomijany, co moze pro-
wadzi¢ do istotnych nieporozumien merytorycznych. W ramach niniejszego
przykladu bedzie rozwazane zagadnienie sterowania optymalnego systemem,
ktérego dynamika jest opisana za pomoca dwuwymiarowego réwnania réznicz-
kowego

x1(1) = x2(8) +uy (1), x1(0) = xo1, (2.82)

% (1) = —x () +ua (1), x2(0) = xo2. (2.83)
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Poszukiwane jest sterowanie, ktoére przeprowadza stan systemu (2.82)-(2.83)

ze stanu poczatkowego takiego, ze \/x012+x022 <2, do zbioru docelowego

0
Xk =\: i minimalizuje warto$¢ wskaznika jako$ci J danego wzorem
0

J(u)= ].[(xl(f) ~1)? + 202 (1)* ~ 1Pl () +ux ()] (2.84)

gdzie t, oznacza (swobodny) czas osiggnigcia zbioru docelowego x;. Posta¢ row-
nania rézniczkowego (2.82)-(2.83) nawiazuje do zapisu (2.72) przy oznacze-

X (t U (1)
warto$¢ x(f) reprezentuje stan systemu dynamicznego.
Jezeli

. t):{ul(t)}m, (2.85)

to zaleznosci (2.82)-(2.83) przyjmuja postac

_ x() | uy (1) . : : 3 :
niach x(¢) = 1 u(t)= . Zgodnie z terminologia teorii sterowania

X (1) = x2(8), x1(0) = xo1, - (2.86)
B =-x(),  x(0)=Xe. (2.87)
//"2(0 '
\\j 7‘1('f)=

Rys. 2.5. Rozwiazania réwnania rézniczkowego (2.82)-(2.83) dla sterowania (2.85)
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Rozwiazania tego systemu sg zilustrowane na rysunku 2.5. Jezeli natomiast ste-
rowanie zostanie zdefiniowane w ukladzie zamknietym wzorem

(1) —2x,(¢)
un= Lz (:)} B {2;@ - J’ (2-88)
to zaleznosci (2.82)-(2.83) sq dane w postaci
X (1) ==x, (), x(0) = xo1, (2.89)
RO =x)-1  x(0)=xp. (2.90)

Otrzymane rozwiazania zostaly pokazane na rysunku 2.6.

=\
W

Rys. 2.6. Rozwigzania réwnania rézniczkowego (2.82)~(2.83) dla sterowania (2.88)

Niech zatem dane bedzie nastepujace sterowanie okre§lone w ukladzie za-
mknigtym:

0
, d 0,
("= u (7) - [0:' Bdy x()e 2.91)
o uy (2) - [—2362@)] @
» gdy x(1)eO,
230(1) -1

przy czym O oznacza okrag opisany réwnaniem [x;(f) — 1] + x(f)* = 1,'czy1i
1

o §rodku w punkcie { } i promieniu jednostkowym. Jesli stan systemu nie znaj-
0

duje si¢ na okregu O, to jak wynika z rysunku 2.5, wystepujace W powyzszym
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wzorze sterowanie u(z) :{ jl przeprowadza stan do tego okregu w skonczonym
0

czasie. Jezeli natomiast stan systemu znajduje si¢ na okregu O, to zgodnie
—2)@(1‘)

2x(t) -1
do zbioru docelowego réwniez w skoficzonym czasie. MozZna stad sadzi¢, ze
warto$¢ wskaznika jakosci (2.84) dla sterowania (2.91) wynosi zero, a poniewaz
przyjmuje on jedynie warto$ci nieujemne, wigc ostatecznie powyzsze sterowanie
minimalizuje warto$¢ rozpatrywanego wskaznika.

Zostang teraz szczegélowo rozwazone rozwiazania réwnania rozniczkowego
(2.86)-(2.87), gdy sterowanie jest dane wzorem (2.91).

Wspomniane wczesniej rozwiazanie, ktore przeprowadza stan systemu do
okregu O, a nastepnie po tym okregu do zbioru docelowego, reprezentuje C-roz-
wiazanie. Jednak rozwiazanie przeprowadzajace stan systemu do okregu O
i przecinajace go jest takze C-rozwiazaniem, poniewaz rozwigzanie to moze nie
spetnia¢ réwnania rozniczkowego na zerowej miary podzbiorze przedziatu
[%, t,]. Rowniez z tego powodu, jezeli stan systemu porusza si¢ po okregu O, to
w kazdym momencie moze go opusci¢. Powyzsze elementy moga si¢ powtarzac
w dowolnych konfiguracjach (rys. 2.7).

Na ksztalt F-rozwiazah nie ma wpltywu posta¢ prawej strony rownania roz-
niczkowego na zerowej miary podzbiorach przestrzeni R, czyli w szczegolnosci
na okregu O, a zatem sterowanie okreslone wzorem (2.91) jest rownowazne

z rysunkiem 2.6 sterowanie u(f) :{ } przeprowadza go po tym okregu

0
w tym przypadku sterowaniu u(z) = {0} F-rozwiazania rownania rézniczkowe-

20 (2.82)-(2.83) przy sterowaniu (2.91) sa zatem pokazane na rysunku 2.5.
Tak wiec w rozwazanym przypadku F-rozwiazania sa takze C-rozwiazaniami
(ale zalezno$¢ przeciwna nie jest prawdziwa). Oczywiscie kazde C-rozwiazanie jest

2
rowniez K-rozwiazaniem. Jednak postaé operatora Krasowskiego w punkcie {0}

w szezegolnodci stanowiaca, iz zero nalezy do zbioru jego wartosci (por. 1ys. 2.7),
implikuje, ze K-rozwigzanie moze takze ,zatrzyma¢” si¢ w tym punkcie, a potem
,Tuszy¢” w dowolnym momencie. Poniewaz istnieje mozliwos¢ powrotu stanu sys-
temu do tego punktu, powyzsze moze si¢ wielokrotnie powtarzac (rys. 2.7).
Ostatecznie, szczegdtowa analiza zagadnienia rozwigzan réwnania roéznicz-
kowego (2.82)-(2.83) wskazuje, ze sterowania okreslonego wzorem (2.91) nie
mozna jednak uznaé za optymalne, gdyz generowane przez to sterowanie
F-rozwiazania w ogble nie przeprowadzaja stanu systemu do zbioru docelowego,
natomiast C- i K-rozwiazania nie sa jednoznaczne, a wigc wskaznik jakosci (2.84)
bylby wtedy funkcja wieloznaczna (wielowartosciowa). Rozwazane zadanie ste-
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xy(0)

o
N
N

Rys. 2.7. Rozwiazania réwnania rézniczkowego (2.82)-(2.83) przy sterowaniu (2.91)

rowania optymalnego, pozornie zakoficzone wyznaczeniem wzoru (2.91), okaza-
1o si¢ wymagajacym istotnego doprecyzowania.

Przedstawiony powyzej material zostanie wykorzystany w punkcie 4.1.4
przy rozwazaniach nad wrazliwoscia uktadu sterowania optymalnego na niedo-
ktadno$¢ modelu obiektu, co w konsekwencji umozliwi wyznaczenie — z zasto-
sowaniem estymatoréw jadrowych — warto$ci parametréw tego modelu, minima-
lizujacych straty wynikte z bledéw identyfikacji.

Uwagi bibliograficzne

Teoretyczne aspekty rozwazanych w niniejszym podrozdziale zagadnien doty-
czacych réwnan rézniczkowych z nieciagla prawa strong zostaty zebrane i zwiezle
opisane w przegladowym artykule [24]. Przyklad przedstawiony w punkcie.2.3.2
Jest oparty na publikacji [25]. Klasyczna teorie réwnan rézniczkowych zawieraja
monografie [51] o zmatematyzowanym charakterze oraz [49] eksponujaca aspekty
praktyczne. Wykorzystywane powyzej elementy analizy matematycznej i funk-
cjonalnej mozna znalezé w podrecznikach [32, 48], a funkcje absolutnie (bez-
wzglednie) ciagle sa przedstawione w ksiazce [44].



Rozdziat 3

Estymatory jadrowe

W niniejszym rozdziale zostanie szczegbtowo przedstawiona metodyka konstru-
owania estymatoréw jadrowych. Jej zasadnicza koncepcja wywodzi si¢ z proble-
mu wyznaczania gestosci prawdopodobienistwa zmiennej losowej 1 temu wlasnie
tematowi bedzie po$wiecony — gléwny w tej ksiazce — podrozdziat 3.1. Zostana
w nim przedstawione zaréwno podstawowe definicje oraz procedury, jak 1 szereg
dodatkowych algorytméw polepszajacych whasnosci otrzymanych estymatorow
i dopasowujacych je do specyfiki badanych probleméw. Prezentowana koncepcje
mozna réwniez wykorzystaé w celu otrzymania innych charakterystyk zmiennej
losowej, ktére moga okazaé si¢ przydatne w konkretnych problemach aplikacyj-
nych. Tego zagadnienia dotyczy podrozdziat 3.2, kt6rego przedmiotem sa zadania
estymacji dystrybuanty, kwantyla i charakterystyk warunkowych.

Prezentowany materiat jest przedstawiony w takiej formie, aby dostarczyé
kompletnych i sprawdzonych procedur, mozliwych do bezposredniego stoso-
wania przez specjalistow z rozlicznych dziedzin niekoniecznie zwigzanych
z matematyka, traktujacych statystyke lub analiz¢ danych jako narzedzie rézno-
rodnych i interdyscyplinarnych badan. Dzigki swym zaletom analitycznym oraz
przejrzystej interpretacji estymatory jadrowe wydaja sie szczegllnie dogodne do
realizacji tak sformutowanego celu.

W dalszej czesci niniejszej ksiazki wprowadza si¢ notacje, w ktorej o,
29, ..., o, 0ZNACZAj] Kolejne wspélrzedne n-wymiarowego wektora x:

x= (1;2 ; 3.1

sa one skladane odmienng czcionkg w celu odréznienia od elementéw proby
losowe;j.
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3.1. Jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa

Gestos¢ prawdopodobienstwa stanowi naturalna, bliska intuicji i czesto najdo-
godniejsza w praktycznych badaniach charakterystyke funkcyjna rozkladu
prawdopodobienstwa. Jej interpretacja byla przedstawiona w rozdziale 1, a na-
stepnie — po sformulowaniu definicji — zostata uscislona w punkcie 2.1.2. Warto
przypomnie¢, ze z analitycznego punktu widzenia znajomos¢ gestosci pozwala
obliczy¢ prawdopodobienistwo, iz badana zmienna losowa przyjmie wartosé
z ustalonego zbioru, a sam wykres funkcji moze by¢ takze wykorzystywany do
ilustracji rozpatrywanego zagadnienia — im wigksza jest bowiem jej wartosé
w okreslonym punkcie dziedziny, tym wigksze staje si¢ prawdopodobienstwo
przyjecia przez badana zmienng losowa wartosci bliskich temu punktowi.
W praktycznych zadaniach gestos¢ prawdopodobienstwa najczesciej nie jest znana
i musi by¢ wyznaczona na podstawie uzyskanych eksperymentalnie danych.

3.1.1. Definicje i interpretacje

Rozwazana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X. Zgodnie z wprowadzonym
w punkcie 2.1.2 ogélnym zatozeniem rozklad tej zmiennej ma gestosé prawdo-
podobienstwa f. Jej estymator bedzie wyznaczany na podstawie wartosci m-ele-
mentowej proby losowej

xl’ xZ’ ) xn‘l) (3-2)
ktore sa interpretowane jako doswiadczalnie uzyskane, w trakcie niezaleznych
eksperymentdw, warto$ci zmiennej X.

Jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa f :IR" - [0, ©) w pod-
stawowej postaci definiuje si¢ wzorem

m

- 1 X—Xx;
f(x)=mh"ZK( p ) (3.3)

i=1

gdzie m € IN\ {0} oznacza licznos¢ proby losowej, dodatnia liczba rzeczywista 4
jest nazywana parametrem wygladzania, a borelowska funkcja K:IR" — [0, o)
spelia warunek

J.K(x) de=1 (3.4)

1 jest okre$lana mianem jadra. Zaklada si¢ ponadto, iz funkcja K jest syme-
tryczna wzgledem zera, czyli

K(x)=K(-x) dlakazdego xeR", 3.5
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i ma w tym punkcie (stabe) maksimum globalne:
K(0)> K(x) dlakazdego xelR”". (3.6)

Jej nazwa powstala przez analogi¢ do jadra operatora calkowego. Dogodne
w praktycznych zastosowaniach reguly wyboru postaci funkcji K oraz wyzna-
czania wartoéci parametru /4 zostang szczegotowo przedstawione w dalszej czg-
$ci ksiazki, zwlaszcza w punktach 3.1.313.1.5.

Interpretacja powyzszej definicji zostata zilustrowana na rysunku 3.1 dla
jednowymiarowej zmiennej losowej, to znaczy przy n=1. W przypadku poje-
dynczego elementu x; funkcja K, przesunigta o wektor x; oraz »przeskalowana”
wspblczynnikiem 4, reprezentuje oszacowanie rozktadu zmiennej losowej X po
uzyskaniu warto$ci x;. Dla m niezaleznych warto$ci x1, X, ..., Xn przyjmuje ono
postaé sumy takich pojedynczych oszacowafi. Wspolezynnik 1/mh" normuje

uzyskang funkcje w celu zagwarantowania warunku jmn f (x)dx =1, jaki musi

spelnia¢ miara probabilistyczna (por. wzor (2.4)).

1
J®)

0,21

0,14

Rys. 3.1. Jadrowy estymator gestosci prawdopodobiefistwa (3.3) jednowymiarowej zmiennej losowej

Z kolei na rysunku 3.2 s przedstawione dwie rézne ilustracje estymatora ja-
drowego dla dwuwymiarowej zmiennej losowej: za pomoca poziomic i jako
widok perspektywiczny wykresu funkcji dwuwymiarowe;.
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Rys. 3.2. Jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa (3.3) dwuwymiarowej zmiennej losowej:
a) poziomice (krzyzykami sq zaznaczone wartosci proby losowej), b) widok perspektywiczny
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Nalezy podkresli¢, ze dzieki przyjetej postaci powyzszej definicji estymator
jadrowy nie jest ograniczony przez arbitralne zalozenie do zadnego konkretnego
typu rozktadu. Fakt ten byt juz wielokrotnie sygnalizowany jako ogolna cecha
estymacji nieparametrycznej. Estymator jadrowy umozliwia oszacowanie gesto-
éci prawdopodobienstwa wigkszosei wystepujacych w praktyce rozktadow, acz-
kolwiek sprawdzenia wymaga doktadno$é owego oszacowania. Przedstawiona
ponizej analiza bledu estymacji nie tylko dostarcza informacji w tym zakresie,
ale pozwala réwniez sformutowaé wiele uzytecznych wnioskéw na temat wybo-
ru postaci funkcji K, wyznaczania wartosci parametru 4, a takze ewentualnego
zastosowania dodatkowych procedur, uogdlniajacych podstawowa postaé (3.3),
ktére umozliwityby polepszenie jakosci otrzymanego estymatora oraz dostoso-
wanie go do uwarunkowan i wymagan konkretnego zadania aplikacyjnego.

3.1.2. Analiza btedu estymacji

W niniejszym punkcie sa przedstawione teoretyczne podstawy stosowania esty-
matoréw jadrowych. Wynikajace stad wnioski praktyczne beda sukcesywnie
prezentowane w kolejnych punktach tego podrozdziatu. Jezeli jednak Czytelnik
nie jest zainteresowany ich matematycznym uzasadnieniem, to moze ten punkt
pominag. ‘

Podstawowy, powszechnie stosowany miernik jako$ci estymatoréw stanowi
kryterium bledu $redniokwadratowego. W przypadku rzeczywistego parame-
tru b i jego estymatora b wartoscia tego kryterium — oznaczanego ponizej przez
MSE (Mean Square Error) — jest warto§¢ oczekiwana kwadratu bledu estymacji,
co zapisuje sig takze jako

MSE = E((b - b)?). (3.7)

Réwnowazna, dogodna do interpretacji posta¢ powyzszego wzoru Stanowi za-
leznos¢

MSE =[E(b)—b]> + V (b). (3.8)

Warto$¢ btedu $redniokwadratowego MSE jest wige suma kwadratu obcigzenia

~

estymatora b i jego wariancji. Pierwszy skladnik wskazuje zatem, jak odlegly
od prawdziwej wartosci jest ,.$rodek” uzyskiwanych w praktyce wartosci esty-
matora, a drugi — jaki jest stopien ich ,,rozrzutu” wzgledem owego ,.Srodka”.

W przypadku gdy jest rozwazana jako$¢ estymacji gegstosci prawdopodobien-
stwa f, n-wymiarowej zmiennej losowej, kryterium bledu Sredniokwadratowego
(3.7) moze by¢ stosowane przy ustalonej wartosci argumentu x, czyli

MSE, =E(] ]; (x)— f(x)]?) dla dowolnie ustalonego x € R" (3.9
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lub réwnowaznie
MSE, =[E(f(x))— f(x)]2 +V(f(x)) dla dowolnie ustalonego x € R". (3.10)

Globalny wskaznik jakosci estymacji owej gestosci otrzymuje sie¢ w wyniku
scatkowania powyzszych wielko$ci na przestrzeni R”. Przyjmuje on wtedy for-
me¢ Kryterium scalkowanego bledu Sredniokwadratowego MISE (Mean Inte-
grated Square Evror):

MISE = jE([ Fx)— FOP) dc (.11)

R

lub réwnowaznie

MISE = [[[E(7 ()~ f()F +V (F ()] . (3.12)
2

Wzor (3.12) stanowi dogodny aparat matematyczny do oceny dokladnosci esty-
macji gestodci prawdopodobienstwa f. Wartos¢ scatkowanego btedu sredniokwa-
dratowego MISE jest — podobnie jak poprzednio — suma dwoch sktadnikow wy-
niktych ze scatkowania kwadratu obcigZenia estymatora f i jego wariancji.

W przypadku estymatoréw jadrowych kryterium MISE dostarcza wartoscio-
wych wnioskéw aplikacyjnych, dotyczacych zwlaszcza wyboru postaci jadra K
oraz wyznaczania warto§ci parametru wygladzania . W tym celu sa czynione
dodatkowe zalozenia dotyczace funkcji f oraz K.

Najpierw rozwazany bedzie przypadek jednowymiarowej zmiennej losowe;j.
Zaklada sie, ze estymowana gesto$¢ f ma ciagta druga pochodng

f"e6?, (3.13)
druga pochodna jest catkowalna z kwadratem:
frel? (3.14)

a takze iz istnieje X >0, takie ze funkcja f jest niemalejaca w przedziale
(-0, —X] inierosnaca w przedziale [X, ), czyli

Ax>0: f(x)<f(x), gdy x. <X <-X,

f)= f(x),  gdy X <X <x. (3.15)

Borelowska funkcja K powinna oprocz warunkow (3.4)-(3.6) spelniaé takze za-
leznosé
szK(x) dx < co. (3.16)

—0
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W literaturze mozna takze spotkaé nieco odmienne wersje powyzszych zalozen.

Z aplikacyjnego punktu widzenia sa one praktycznie rOwnowazne.
Niech ponadto dane beda wielkosci U(K) i W(K) charakteryzujace jadro K:

U(K) = j YK (x) dx, (3.17)

—0

W(K)= O]K(x)z A (3.18)

oraz Z( f) dotyczaca estymowanej gestosci f
Z(f)= j F7(x)? dx. (3.19)

Skonczona warto$¢ wyrazenia U(K) jest zagwarantowana przez warunek (3.16).
Z kolei zalezno$¢

W(K)= jK(x)2 dx < K(0) O]K(x) dx = K(0), (3.20)

prawdziwa na podstawie wzoréw (3.4) oraz (3.6), stanowi o skoficzonej wartosci
wyrazenia W(K). 1 wreszcie, przyjete powyzej zatozenie (3.14) implikuje skon-
czono$é Z(f).

Obciazenie estymatora jadrowego (3.3) w dowolnie ustalonym punkcie x
wyraza si¢ wzorem

E(f(x)— f(x)= %th (K)f"(x)+o(h?), (3.21)
przy czym funkcja o(h?) spenia warunek

. h?)

,lqgmoihz—— =0. (3.22)

Jezeli zatem parametr wygladzania 4 bylby dobierany tak, aby
lim 2 =0, (3.23)

Bl —>0
to — na podstawie zaleznosci (3.21) — obciazenie estymatora jadrowego bedzie
dazy¢ do zera w miare wzrostu licznosci proby losowej, a wige estymator ten
bedzie asymptotycznie nieobcigzony.

Z kolei wariancja estymatora jadrowego (3.3) dla ustalonego x wyraza sig
wzorem

V(ff(x))=%W(K>f(x)+o«mh>-l), (3.24)
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przy czym

i 2D (3.25)

h—>0 (mh)“l
Jedli parametr 4 jest dobierany tak, iz

lim (mh)™ =0, (3.26)

m—w

czyli rbwnowaznie

lim mh = co, (3.27)

n—»c0

to — na podstawie zaleznosci (3.24) — wariancja estymatora jadrowego dazy do
zera przy wzroscie licznosci proby losowej.

Warunek (3.23) oznacza, ze parametr wygtadzania 4 powinien by¢ dobierany
tak, aby w miar¢ wzrostu liczno$ci proby jego wartos¢ zmniejszala si¢, dazac do
zera. Warunek (3.27) ogranicza jednak ,,szybko$¢” owego zmniejszania. Jedno-
czesne spetnienie obu tych warunkéw gwarantuje, ze w kazdym punkcie dzie-
dziny funkeji gestosci prawdopodobienistwa obciazenie i wariancja estymatora
jadrowego (3.3) maleja do zera w miare zwigkszania si¢ licznosci proby losowe;.
Wskutek zmniejszania si¢ obciazenia otrzymywane w praktyce warto$ci estyma-
tora jadrowego f (x) beda ,0scylowa¢” wokoét wartodci znajdujacej si¢ coraz
blizej prawdziwej (aczkolwiek nieznanej) warto$ci funkcji gestosei f(x), a dzieki
zmniejszaniu wariancji zmniejszac si¢ takze bedzie wielkos¢ owych ,,0scylacji”.

Jezeli wiec w dowolnie ustalonym punkcie x sa spetlnione warunki (3.23)
1(3.27), to estymator jadrowy jest asymptotycznie nieobciazony, a jego wa-
riancja maleje do zera, gdy zwicksza sig¢ liczno$¢ proby losowej. Zatem — zgod-
nie z wlasnosciami estymatoréw, przedstawionymi w punkcie 2.2.2 — estymator
jadrowy jest takze zgodny. Jak wynika ze wzoru (3.10) wraz z zaleznoscia-
mi (3.21) i (3.24), w miarg zwigkszania licznosci proby rowniez warto$¢ ble-
du $redniokwadratowego MSE, maleje wtedy do zera. Powyzsze wlasnosci
oznaczaja, iz zwigkszanie proby losowe] pozwala na sukcesywne polepszanie
doktadnosci estymacji, aczkolwiek w praktyce proces ten jest ograniczony do-
stepnoscia danych.

Warunki (3.23) 1 (3.27) sa tatwe do spelnienia, na przyklad przez przyjgcie

h=—, (3.28)
m

gdzie o> 0 oraz 3 € (0, 1). Sa one w zasadzie niecodtacznie zwiazane z wszel-
kimi rozwazaniami nad teorig i zastosowaniami estymatoréw jadrowych.
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Podstawiajac wyrazenia (3.21) i (3.24) do wzoru (3.12), mozna otrzymac
warto$¢ scalkowanego bledu $redniokwadratowego MISE, wynoszaca

MISE = %h“U(K)ZZ( ) +LhW(K) + o(h*)+o((mh)™), (3.29)
m

czyli w przyblizeniu, po uwzglednieniu warunkéw (3.23) 1 (3.27) w potaczeniu
z wlasnodciami (3.22) 1 (3.25):

MISE=1h4U(K)zZ(f)+LW(K). ‘ (3.30)
4 mh

Analizujac prawg strone powyzszej zalezno$ci, warto zauwazy¢, iz zmniejszanie
warto$ci parametru wygladzania # powoduje co prawda zmniejszenie si¢ warto-
$ci pierwszego wyrazenia (zwigzanego z obciazeniem), ale jednoczesnie skutku-
je zwiekszeniem warto$ci drugiego (zwiazanego z wariancja). 1 odwrotnie:
zwigkszanie wartosci parametru 4 implikuje zwigkszenie si¢ wartosci pierwsze-
go wyrazenia, ale jednocze$nie zmniejszenie wartosci drugiego. Odzwierciedla
to czesty w ztozonych zagadnieniach statystycznych problem koniecznosci znaj-
dowania kompromisu migdzy obcigzeniem a wariancja estymatora. Naturalne
rozwigzanie tego problemu stanowi ustalenie réwnowagi, polegajacej na przy-
jeciu posredniej wartoéci parametru wygladzania, ktéra minimalizowataby
warto$¢ scatkowanego bledu $redniokwadratowego MISE, czyli — zgodnie ze
wzorem (3.12) — sume kwadratu obciazenia i wariancji. Nietrudne obliczenia
implikuja, iz wartoscia, przy ktorej wyrazenie (3.30) osiaga minimum, jest

/5
po=| K (3.31)
UKY Z(f)m
Dla tak okres$lonego parametru wygladzania warto$¢ kryterium MISE wynosi
UKW E* 2N
MISEZQ( Y j , (3.32)
m

gdzie ¢, oznacza pewna dodatnig stata, nieistotng z punktu widzenia dalszych
rozwazan. Wzory (3.31)-(3.32) nie moga by¢ uzyte bezposrednio, gdyz ich pra-
we strony zaleza od podlegajacej estymacji, nieznanej funkcji f. Stanowia one
jednak dogodna teoretyczna podstawe do opracowania praktycznych regut wy-
boru postaci jadra K oraz procedur wyznaczania wartosci parametru wygladza-
nia 4. Beda one szczegdlowo zaprezentowane w dalszej czgéci pracy, zwlaszeza
w punktach 3.1.313.1.5.
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Przedstawione powyzej rozwazania dotyczace jednowymiarowej zmiennej
losowe] zostang teraz uogdlnione na przypadek wielowymiarowy. ZatoZenia
czynione tu w odniesieniu do estymowanej gestosci prawdopodobienistwa f oraz
jadra K przyjmuja zréznicowang dla poszczegdlnych wariantow, czgsto zlozong
z formalnego punktu widzenia posta¢ i w zwiazku z tym zostana pominigte. Nie
wykraczaja one jednak poza naturalne przeksztalcenie warunkow (3.13)-(3.16),
zaprezentowanych wczesniej dla przypadku jednowymiarowego.

Wielkosci zdefiniowane wzorami (3.17)-(3.19) sa tu uogdlniane do postaci

UK) = ijxK(x)dx, (3.33)
o

W(K)= jK(x)2 dx, (3.34)

Z2(f)= [V F P d, (335)
o

przy czym w nawiazaniu do oznaczenia (3.1):

- 07 (x)
V2f(x)= )y === 3.36
ey Z . (3.36)
Takze tu, dla dowolnie ustalonego punktu x, zaleznos¢ (3.23) zapewnia asymp-
totyczna nieobciazono$¢ estymatora jadrowego (3.3). Z kolei warunek (3.27)

przyjmuje postac

lim mh” = o, (3.37)

m—>0

a jego spelnienie gwarantuje, ze w miarg zwigkszania liczno$ci proby losowej
wariancja tego estymatora dazy do zera. Zachodzenie obu warunkéw implikuje
zatem wlasno$¢ zgodnodci, a takze to, iz warto$¢ bledu sSredniokwadratowego
MSE, maleje do zera.

Warto$¢ minimalizujaca kryterium scalkowanego btedu $redniokwadratowe-
go MISE jest dana — z doktadno$cia do przejscia granicznego wyniklego z wa-
runkéw (3.27) 1 (3.37) —nastgpujacym wzorem:

b = LA e (3.38)
UK Z(f)m ’ ‘

a wartos¢ tego kryterium wynosi wtedy
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7 (3.39)

U(KY"W(K)* Z(f)" j‘/ .
m 2

MISE = cn[

przy czym dodatnia stafa c, jest nieistotna dla dalszych rozwazafi. Warto zwréci¢
uwage, ze wzory (3.38)-(3.39) stanowia odpowiednio uogélnienie zaleznosci

(3.31)-(3.32), gdyby przyjaé¢ n = 1.

3.1.3. Wybér postaci jadra

Jak bylo wspomniane, przedstawiona w poprzednim punkcie analiza blgdu esty-
macji pozwala miedzy innymi sformutowaé wnioski dotyczace wyboru postaci
jadra K.

Najpierw bedzie rozwazany przypadek jednowymiarowej zmiennej losowej.
Z teoretycznego punktu widzenia naturalne jest wymaganie minimalizacji war-
tosci scatkowanego bledu $redniokwadratowego (3.32). W przypadku zadania
wyboru postaci funkcji K wymaganie to implikuje koniecznos$¢ takiego jej okre-
$lenia, aby czynniki prawej strony réwnodci (3.32), zalezne od K, byly jak naj-
mniejsze. Oznacza to wigc zadanie minimalizacji wyrazenia UK W(K)*. Jest
ono spetnione przez tak zwane jadro Epanecznikowa:

%(l—xz) dla xe[-1,1],

K(x)= (3.40)
0 dla xe(—w,-Huw(l,x).
Wywodzi sie ono z ogd6lnej rodziny jader, zdefiniowanej zaleznoscig
L(l—xz)d dla xe[-1, 1]
K(x)=3 v, > (3.41)

0 dla xe(—0,—-1)uU(l,®),

gdzie d € IN, a v, jest nietrudng do wyznaczenia, dla konkretnego d, dodatnia
' 1
stala dana wzorem v, =2 J.o (1-x2)dx. W szczeg6lnosei, gdy d =0, otrzymuje

si¢ jadro jednostajne

dla xel-1,1],

1
K(x)=4 2 (3.42)
0

dla xe(~0,—-1)u(l,©),

dla d =1 wzér (3.41) przedstawia jadro Epanecznikowa (3.40), a w przypadku
d =2 jadro dwuwagowe
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15 .
K(x)= T6—(1—x ) dla xe[-1,1], (3.43)
0 dla xe(-o0,-1)u(, ).
Innymi czesto stosowanymi postaciami sg jadro normalne
K(x)= ! exp(— f—] (3.44)
N2m 2 '
oraz jadro trojkatne
1- dl -1,1
K(x)= [¢] diawel-L 1) (3.45)
0 dla xe(-o,-1)u(, ).

Ich wzory sg oparte na postaciach gestosci prawdopodobienstwa typowych roz-
ktadow (por. rys. 2.2), odpowiednio dostosowanych w celu zapewnienia warun-
kow (3.5) i (3.6), a w przypadku ograniczonego no$nika — ustalenia go w do-
godnej formie przedziatu [—1, 1] (mozna zauwazy¢, ze rodzina (3.41) powstata
przez modyfikacje rozktadu beta).

Zdefiniowane powyzej podstawowe postacie (typy) jader ujgte sa w formie
stabelaryzowanej na rysunku 3.3. Zostaty tam réwniez przedstawione wartosci
wyrazenia U(K)*W(K)" charakteryzujacego jako$é danego jadra. Nastepna ko-
lumna zawiera warto$¢ relatywna tych wielkosci wzgledem optymalnego jadra
Epanecznikowa. Z kolei — poniewaz liczno$¢ proby losowej m wystepuje we
wzorze (3.32) w czwartej potedze, a cate wyrazenie jest podniesione do potegi
1/5 — w kolejnej kolumnie zostata uwidoczniona powyzsza wartos¢ relatywna
podniesiona do potegi 5/4. I wreszcie, wielkos¢ ta odjeta od jednosci i wyrazona
w procentach, podana w ostatniej kolumnie, stanowi o efektywnosci danego
jadra wzgledem jadra Epanecznikowa. Z praktycznego punktu widzenia wska-
zuje ona, o ile nalezy zwiekszy¢ liczno$é proby, aby uzyskaé jakos$¢ estymacji
otrzymywang z uZyciem optymalnego jadra Epanecznikowa.

Faktem o podstawowym — dla praktycznych zastosowan — znaczeniu jest to,
iz efektywnosci poszczeg6lnych jader niewiele réznig si¢ migdzy soba. Naj-
prostsze z uwidocznionych na rysunku 3.3 postaci, mianowicie jadro jednostaj-
ne, jest jedynie o 7% mniej efektywne niz optymalne jadro Epanecznikowa.
W przypadku innych typéw réznica ta jest jeszcze mniejsza, w praktyce wrgez
pomijalna. Pojawia si¢ zatem mozliwosé, aby przy wyborze funkeji K uwzgled-
nia¢ przede wszystkim wlasno$ci otrzymanego estymatora, na przykiad kla-
s¢ regularnosci, prostot¢ obliczeniows, ograniczono$¢ nosnika lub tez inne ce-
chy istotne z punktu widzenia konkretnego zagadnienia bgdacego przedmiotem
badan.
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W szczegolnosci, jadro normalne ma pochodnag dowolnego rzedu, lecz jego
catka nie jest wyrazalna wzorem analitycznym. W przypadku pozostatych jader
catka jest nietrudna do obliczenia, ale pochodna nie istnieje w calej dziedzinie,
a w przypadku jadra jednostajnego jest — w punktach, w ktérych istnieje — stale
réwna zeru. Powyzsze wlasnosci beda takze prawdziwe dla skonstruowanego
z ich wykorzystaniem estymatora jadrowego (3.3).

Nieduza z praktycznego punktu widzenia roznica efektywnosci poszezeg6l-
nych typéw jader umozliwia szeroki ich wybor, co pozwala uzyskaé dogodne
cechy skonstruowanego estymatora. Mozna przeciez proponowaé dowolng
posta¢ funkcji K, takze spoza klasycznych typoéw przedstawionych na rysun-
ku 3.3 — formulowane wzgledem tej funkcji ogdlne warunki (3.4)-(3.6) 1 (3.16)
dopuszczaja duza elastyczno$é. Co wigcej, mozliwe jest uzycie kombinacji
liniowej jader. Na przyklad jadro dane wzorem

K(x):%mx)%m @), (3.46)

gdzie Ky oznacza jadro Epanecznikowa (3.40) oraz Ky jadro normalne (3.44),
ma efektywnos¢ zblizona do — dominujacego tu dzigki wspotczynnikowi 9/10 —
jadra Epanecznikowa, lecz z uwagi na ,,domieszke¢” jadra normalnego ma nie-
ograniczony no$nik. Nalezy zaznaczy¢, iz wartosci statych definiujacych jadro
Epanecznikowa i jadro normalne (np. parametru wygtadzania 4) powinny by¢
wyznaczane za pomocg oddzielnych obliczen.

Podsumowujac, warto podkresli¢, ze mozliwo$¢ znacznej elastycznosci przy
doborze postaci jadra K jest olbrzymia praktyczna zaleta, ujawniajacg sie pro-
porcjonalnie do ztozonos$ci rozwazanego problemu aplikacyjnego.

Zagadnienie wyboru postaci jadra zostanie teraz przeniesione na przypadek
wielowymiarowej zmiennej losowej. Stosowane tutaj konstrukcje odwotujg si¢
bezposrednio do koncepcji przedstawionych dla przypadku jednowymiarowego.
Niech zatem K oznacza rozwazane ponizej jadro n-wymiarowe, podczas gdy
— dla uniknigcia kolizji oznaczen — omawiane wczesniej jadro jednowymiarowe
bedzie teraz oznaczane jako 7.

W praktycznych zastosowaniach stosuje si¢ dwa naturalne ujecia: radialne
i produktowe.

Podstawowym jest jadro radialne, dane wzorem

K(x)=ensr o (WaTx), (3.47)

gdzie ¢, 4 oznacza dodatnig statg taka, aby jadro K spetniato warunek (3.4), nato-
2

n-

miast przy wprowadzonym wcze$niej oznaczeniu (3.1): x x = .1’12 + ,1‘22 +..+
Podstawowe postacie jader radialnych sg podane w formie stabelaryzowanej na
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rysunku 3.4". Wprost z definicji widaé, ze na dowolnym okregu o $rodku
w poczatku ukladu wspolrzednych warto$¢ jadra radialnego jest stata. Wlasnosé
te okresla si¢ mianem symetrii radialnej. Jesli przyja¢ v, =3 =...= .2, =0,
czyli ograniczy¢ rozwazania do jednowymiarowego przekroju wzdluz osi x;, to
n-wymiarowe jadro radialne K jest z doktadnoscia do stalej tozsame z jadrem
Jednowymiarowym %" Dzieki wlasnosci symetrii radialnej cecha ta jest praw-
dziwa takze na przekroju wzdluz dowolnej prostej przechodzacej przez poczatek
uktadu wspdlrzednych — jadro K jest tu proporcjonalne do %,

Z kolei jadro produktowe jest zdefiniowane nastepujaco:

2
K(x)=K "2 = I (21) T (22) oo T (). (3.48)
I

Warto$¢ n-wymiarowego jadra K jest wigc iloczynem (produktem) jednowy-
miarowych jader % dla poszczegdlnych wspotrzednych. Jako wystepujace
w podstawowym wzorze (3.3) wyrazenie zwiazane z parametrem wygladzania
nalezy teraz przyjac¢

W=h by, (3.49)

czyli iloczyn parametréw wygladzania wyznaczonych dla poszczegdlnych
wspotrzednych wektora x. Jesli dowolnie ustali¢ n—1 wspdtrzednych, to
n-wymiarowe jadro produktowe K, rozwazane jako funkcja pozostatej (nieusta-
lonej) wspolrzednej, jest z doktadnoscia do statej tozsame z jadrem jednowymia-
rowym 97" Tak wigc na przekroju réwnoleglym do dowolnej osi jadro K jest
proporcjonalne do %"

Z teoretycznego punktu widzenia nie ma przeciwwskazan, aby w poszcze-
golnych czynnikach jadra produktowego (3.48) stosowaé rozne jadra jednowy-
miarowe. Wydaje si¢ jednak, iz postgpowanie takie ma niklte uzasadnienie apli-
kacyjne, a w praktyce moze zwigkszy¢ ztozono$é procedury i w konsekwencji
niebezpieczenstwo pomyltek obliczeniowych i bledéw programowania.

Poziomice jadra radialnego (3.47) 1 produktowego (3.48) dla podstawowych
typow jader jednowymiarowych sa dla poréwnania pokazane na rysunku 3.5.
Warto zwroci¢ uwage, ze w przypadku jadra normalnego poziomice sg iden-

Dw przypadku nietypowej postaci jadra %" moze zaistnieé, ze J;R ‘(/{’(1/ xT x)dx =0, Wowczas

wyznaczenie stalej ¢, .-, a W konsekwencji utworzenie jadra radialnego, nie jest mozliwe bez
dodatkowych modyfikacji.
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Typjadra K Radialne Produktowe
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Rys. 3.5. Poziomice podstawowych typ6éw jader radialnych i produktowych
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tyczne, gdyz ze wzglgdu na wlasno$é e =e*e* jadra radialne i produkto-
we, w rozwazangj dotychczas podstawowej postaci, sa tozsame.

Wisrod jader radialnych najefektywniejsze — w sensie przedstawionego
w punkcie 3.1.2 kryterium scatkowanego btedu $redniokwadratowego MISE —
jest radialne jadro Epanecznikowa, czyli definiowane wzorem (3.47), gdy jed-
nowymiarowe jadro %7 okresla zalezno$¢ (3.40). Takze wérod jader produkto-
wych najefektywniejsze jest produktowe jadro Epanecznikowa dane za pomoca
wzorow (3.48) 1 (3.40).

Z teoretycznego punktu widzenia dla dowolnego jadra jednowymiarowego
bardziej efektywne jest jadro radialne niz produktowe. Co wigcej, roznica efek-
tywnosci zwieksza si¢ w miar¢ wzrostu wymiaru zmiennej losowej. Na przyktad
dla optymalnego jadra Epanecznikowa wynosi ona 2, 5 i 8% odpowiednio dla
wymiaréw n =2, 3, 4, a w przypadku mniej efektywnych jader jednowymiaro-
wych wielkosci te sa nieco wicksze. Jednakze z aplikacyjnego punktu widzenia
tego rzedu roznice efektywnosci nie maja istotnego znaczenia. Fakt ten powodu-
je, iz w praktycznych zastosowaniach generalniec mozna zalecaé uzycie jadra
produktowego jako znacznie dogodniejszego do dalszej analizy. W szczegdlno-
$ci, procedury catkowania i rozniczkowania jadra produktowego niewiele réznia
si¢ od przypadku jednowymiarowego. Dogodno$¢ aplikacyjna ma szczegolne
znaczenie dla tych zagadnien, w ktérych estymator jadrowy stanowi podstawe
do dalszych wszechstronnych i ztozonych rozwazan przedmiotowych, gdyz mo-
ze nie tylko ulatwié analize, lecz czgsto wrecz umozliwi¢ uzyskanie konkretne-
go, odpowiedniego do zastosowan wyniku.

3.1.4. Transformacja liniowa

W przypadku wielowymiarowej zmiennej losowej, gdy jest uzywane jadro
radialne, mozna zastosowa¢ prosta i efektywna procedurg dopasowujaca ksztatt
jadra do postaci rozktadu tej zmiennej, opartag na koncepcji transformacji linio-
wej. Stanowi ona przedmiot rozwazanf niniejszego punktu. Tak wiec rozpatry-
wana teraz bedzie wielowymiarowa zmienna losowa, a $cislej n-wymiarowa
zmienna X, przy czym n = 2.

Ostatecznym rezultatem zastosowania procedury transformacji liniowej jest
unogdlnienie definicji jadra radialnego (3.47) do postaci

— Cn, K G T p-1 )
K(x) ———m % (\/x R'x ), (3.50)

gdzie R oznacza macierz nieosobliwa o wymiarze n x n, natomiast znaczenie
1 warto$¢ statej ¢, . pozostaja niezmienione. Jezeli R jest macierza jednostkowa,
to powyzszy wzor staje si¢ rownowazny podstawowej definicji (3.47). Zatézmy
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réwniez, ze macierz ta jest symetryczna. Nie zmniejsza to og6lnosci, gdyz zaw-
sze mozna zmieni¢ rOwnowaznie jej postaé, przyjmujac jako elementy spoza
glownej przekatnej $rednia arytmetyczna odpowiednich symetrycznych elemen-
tow macierzy ,,wyjsciowej”, czyli zdefiniowal zmodyfikowana macierz R
o wyrazach #'; danych nastepujacym wzorem:

Yyt .
o), gdy iz
fj = 2

g gdy i=j

dla i=1,2,..,n oraz j=1,2, .., n, (3.51)

gdzie r;; oraz r;,; 0znaczaja wspomniane wczesniej elementy macierzy ,,wyjscio-

wej”. Nietrudno zauwazy¢, ze tak okre$lona macierz jest symetryczna, a warto$é

wystepujacego we wzorze (3.50) wyrazenia x'R'x pozostaje niezmieniona.
Posta¢ diagonalng transformacji mozna otrzymac, przyjmujac

|28 0
0 " 0
R=| . ) , (3.52)
: : .0
0 0 0 V,

przy czym Vi, Vs, ..., V, oznaczajq wariancje (2.25) poszczeg6lnych wspotrzed-
nych badanej zmiennej losowe;j. Z kolei postaé pelng definiuje sie wzorem

R=COV, (3.53)

gdzie COV oznacza macierz kowariancji (2.30).

Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan mozna zalozyé wymagana nieosobli-
wos¢ macierzy (3.52)-(3.53). Osobliwo$¢ pierwszej z nich oznaczalaby bowiem,
iz co najmniej jedna wspotrzedna badanej zmiennej losowej ma wariancje réwna
zeru, natomiast osobliwo$¢ drugiej mogtaby dodatkowo $wiadezyé, ze co naj-
mniej jedna wspotrzedna jest liniowo zalezna od pozostalych. W obu przypad-
kach wspétrzedne takie eliminuje si¢ we wstepnej fazie rozwazan, gdyz niepo-
trzebnie zwigkszaja one wymiarowos¢ zadania, nie niosac zadnej informacji
probabilistyczne;.

Koncepcja transformacji liniowej zostata zilustrowana dla przypadku dwu-
wymiarowego na rysunku 3.6. Widoczna w czgsciach a, b i ¢, zaznaczona grub-
sza linia elipsa reprezentuje poziomice funkcji gestosci prawdopodobienstwa
przyktadowej zmiennej losowej X o macierzy kowariancji

4 12
cov = . (3.54)
L2 1
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a)

R}

i

!

b)

Y

Ty

Rys. 3.6. Ilustracja transformacji liniowej: a) brak transformacji, b) posta¢ diagonalna (3.52),
¢) postaé petna (3.53)
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W czgdci a tego rysunku zostaty takze pokazane poziomice jader dla podstawo-
wej definicji (3.3). Sg one okregami i ich ksztalt w zaden sposéb nie jest dosto-
sowany do poziomicy charakteryzujacej rozklad. W przypadku postaci diago-
nalnej (3.52), zilustrowanej w czedci b, okregi te sa zastepowane elipsami
~rozciagnigtymi” réwnolegle do osi, proporcjonalnie do odchylen standardo-
wych poszczegdlnych wspdlrzednych zmiennej X. 1 wreszcie, postaé petna
(3.53) pozwala odpowiednio ukierunkowaé owe elipsy (rys. 3.6c¢).

Z analitycznego punktu widzenia procedura transformacji liniowej polega na
przeksztalceniu przestrzeni wartosci zmiennej losowej X wedtug nastepujace;

zaleznodci':

y=vRx. | (3.55)

Mozna zatem zdefiniowaé n-wymiarowa zmienna losowa Y zgodnie ze wzorem

Y= \/R—‘1 X. Jedli jest stosowana postaé diagonalna (3.52), to wariancje wszyst-
kich wspétrzednych tej zmiennej sa jednostkowe. Z kolei w przypadku postaci
pelnej (3.53) macierz kowariancji jest jednostkowa, czyli wariancje wszystkich
wspolrzednych sa rowne 1, a ponadto wspétrzedne te sa nieskorelowane. Dzieki
takiej regularnodci poziomice poszczegdlnych symetrycznych radialnie jader
(3.3) sa lepiej dopasowane do ksztattu rozkladu zmiennej Y, zatem skonstruowa-
ny w ten sposob estymator jest efektywniejszy. Po dokonaniu transformacji od-
wrotnej, czyli podstawieniu wartosci (3.55) do wzoru (3.47) zapisanego dla

zmiennej y, a takze podzieleniu stalej ¢, przez /det(R) w celu utrzymania
warunku (3.4), otrzymuje si¢ ostatecznie uogdlniona definicje (3.50).

W praktyce, dysponujac probg losowa (3.2), nalezy wyznaczyé estymatory
poszczegolnych elementéw macierzy R. W przypadku postaci diagonalnej moz-
na do wzoru (3.50) podstawi¢ bezposrednio

=0 0
2
0o 0
RI=| T P : (3.56)
. 0
0 0 0 -
L Vn_

Y Pierwiastek symetrycznej dodatnio pétokreslonej macierzy 4 o wymiarze » x n definiuje sie
W sposob naturalny jako taka dodatnio pélokreslong macierz tego wymiaru, ktéra pomnozona
przez sama siebie jest réwna 4. Pierwiastek taki mozna otrzymaé analitycznie, przeksztalcajac
macierz 4 do postaci kanonicznej Jordana, ktéra w tym przypadku jest macierza diagonalna, obli-
czajac pierwiastki poszezegélnych wyrazéw na gléwnej przekatnej i stosujac przekszialcenie
odwrotne. Mozna réwniez w powyzszym celu wykorzystaé efektywne procedury numeryczne.
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det(R) =V, -Vy -...-V,, (3.57)
gdzie wartosci Vis Vay oy V, sa otrzymywane na podstawie zaleznosci (2.50)

albo (2.51) lub réwnowaznie (2.52). W przypadku postaci petne;j
R:[Cé\)j],jz], (358)

przy czym poszczegOlne elementy cov; . dlaji, j2 € {1, 2, ..., n} oblicza sig,

J
odpowiednio, ze wzordw (2.50) i (2.54) albo (2.51) Iub réwnowaznie (2.52)
i (2.55) lub réwnowaznie (2.56). Macierz odwrotna oraz wartos¢ wyznacznika
mozna otrzymaé na podstawie powszechnie znanych wzordéw, gdy n =2, 3, na-
tomiast dla n > 4, korzystajac z dogodnych procedur numerycznych dostepnych
w literaturze przedmiotu.

Na koniec warto zauwazy¢, ze uzycie transformacji liniowej bytoby takze
mozliwe wobec jadra produktowego (3.48). Stosowanie postaci diagonalnej (3.52)
jest tu jednak zbyteczne, gdyz ,skalowanie” poszczegolnych wspéhrzednych
zmiennej losowej X odbywa si¢ poprzez indywidualny dobér parametru wygla-
dzania dla kolejnych .x;. Z kolei uzycie postaci pelnej (3.53) powoduje, iz zatraca
si¢ glowna — z praktycznego punktu widzenia — zalete jadra produktowego: roz-
dzielenie poszczegdlnych wspolrzednych argumentu x miedzy czynniki S {x)).

Ostatecznie, jezeli dla wielowymiarowej zmiennej losowej jest uzywane ja-
dro radialne, to jego definicje (3.47) uogélnia si¢ do postaci (3.50) w po-
taczeniu z zalezno$ciami (3.52) albo (3.53), co pozwala lepiej dopasowacé ksztaht
jadra do rozktadu badanej zmiennej. W przypadku postaci diagonalnej do wy-
znaczenia macierzy R sa stosowane wzory (3.56)-(3.57), natomiast w przypadku
postaci pelnej — zaleznos¢ (3.58) z uzyciem znanych wzordéw algebry liniowej
i ewentualnie powszechnie dostgpnych, dogodnych metod numerycznych. Pro-
stota procedury przedstawionej w niniejszym punkcie, w polaczeniu z na-
turalnos$cia uzyskiwanych wynikdéw, powoduje, Ze w przypadku uzycia jadra
radialnego stosowanie transformacji liniowej — przynajmniej w postaci dia-
gonalnej — nalezy zaleca¢ jako wrecz konieczne.

3.1.5. Wyznaczanie wartosci parametru Wyglédzania

Warto$¢ wprowadzonego we wzorze (3.3) parametru wygtadzania # ma zasad-
nicze znaczenie dla jakosci estymatora jadrowego. Istnieja jednakze uzyteczne
algorytmy umozliwiajace wyznaczenie tej wartosci na podstawie wartosci proby
losowej (3.2), przy wykorzystaniu kryterium scatkowanego bledu srednio-
kwadratowego MISE. Algorytmy te beda przedstawione w niniejszym punkcie.
Co wiece], zostaly opracowane procedury pozwalajace zindywidualizowaé od-
dziatywanie parametru %, ktéry w podstawowej definicji (3.3) wptywa tak samo
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na kazde jadro. Stuzaca temu celowi tak zwana modyfikacja parametru wygta-
dzania stanowi przedmiot rozwazan kolejnego punktu —3.1.6.

Warto przypomnie¢ na poczatku, ze gdy zmienna losowa X jest wielowy-
miarowa 1 stosuje si¢ jadro produktowe, wowczas parametr wygtadzania jest
ustalany odrgbnie dla kazdej wspotrzednej, a w konsekwencji wzgledem kazde-
go czynnika 91(x;), z zastosowaniem procedur wiasciwych zmiennym jedno-
Wymiarowym.

Jak byto juz wspomniane, w przeciwiefistwie do postaci jadra K warto$é pa-
rametru wygladzania # ma zasadnicze znaczenie dla jako$ci estymatora jadro-
wego. Zbyt mata jego warto§¢ powoduje pojawienie si¢ znacznej iloci eks-
tremow lokalnych estymatora f , €o jest sprzeczne z faktycznymi wlasnosciami

realnych populacji. Z kolei zbyt duze wartosci parametru % skutkuja nadmier-
nym wygladzeniem tego estymatora, maskujacym specyficzne cechy badanego
rozkltadu. Powyzsze ilustruje rysunek 3.7, na ktérym zostata przyjeta nadmiernie
pomniejszona (h=0,4; rys.3.7a) oraz zbyt powigkszona (4= 1,6; rys. 3.7b)
warto$¢ parametru wygtadzania. Warto poréwnaé te wyniki z rysunkiem 1.5 —
uzyta tam warto$¢ 4 = 0,8 mozna uznaé za prawidtowa.

W powyzszym zagadnieniu uwidacznia si¢ takze wynikly z interpretacji wzoru
(3.8) fakt, iz blad Sredniokwadratowy jest suma kwadratu obcigzenia i wariancji
estymatora. Zmniejszenie wartosci parametru 4 powoduje bowiem zmniejszenie
obciazenia i zwigkszenie wariancji; przeciwne skutki sa wynikiem zwiekszenia
wartosci tego parametru. Wyznaczenie optymalnej wartosci parametru wygladza-
nia mozna zatem zinterpretowaé jako przyjecie pewnego kompromisu miedzy
obciazeniem a wariancja estymatora jadrowego.

Stosowane w praktyce algorytmy wyznaczania wartosci parametru wygtadza-
nia wywodza si¢ z przedstawionego w punkcie 3.1.2 kryterium scatkowanego
bledu Sredniokwadratowego MISE. W przypadku estymatora jadrowego (3.3)
warto$¢ parametru wygladzania, minimalizujaca warto$¢ tego kryterium, jest dla
jednowymiarowej zmiennej losowej okreSlona zalezno$cig (3.31), uogdlniong
w przypadku wielowymiarowym wzorem (3.38). Bezpodrednie stosowanie tych
formut nie jest wszakze mozliwe, gdyz wystepujace tam wyrazenie Z( f) zalezy
od estymowanej — a wigc nieznanej a priori — funkcji gestosci £, Wzory te sta-
nowig jednak podstawe dla dogodnych metod suboptymalnych. Ponizej zostana
przedstawione trzy z nich: metoda przyblizona, podstawiefi i krzyzowego uwia-
rygodnienia. Wyczerpuja one potrzeby aplikacyjne, przy réznych uwarunkowa-
niach poszczegélnych zagadnier praktycznych.

Pierwsza z prezentowanych procedur to metoda przyblizona, w ktérej opty-
malng warto$¢ parametru wygtadzania uzyskuje sie bezposrednio ze wzoréw
(3.31) i (3.38), podstawiajac arbitralnie warto$¢ funkcjonalu Z otrzymang dla
standardowego rozktadu normalnego. W przypadku jednowymiarowym warto$é
ta dana jest zaleznoS$cia
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2)
)
S (X)_

0,41

0,24

b)

A

/)

0,4

0,24

0 2 4 6 8 10 x

Rys. 3.7. Jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa (3.3) jednowymiarowej zmiennej losowej
dla: a) # = 0,4, b) A= 1,6 (por. rys. 1.5 uzyskany dla # = 0,8)
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3
Z(f)=—r, (3.59
$r :
co w przypadku n-wymiarowym mozna uogélni¢ do
n(n+2)
2= S (3.60)

Dla konkretnego wymiaru » i postaci jadra K wyznaczenie warto$ci wystepu-
jacego we wzorach (3.31) i (3.38) ilorazu W(K)/U(K)* stanowi jedynie trudnosé
obliczeniowa, najczesciej sprowadzajaca si¢ do umiejetnego stosowania typo-
wych algorytméw catkowania lub wrecz tablic calek. Na przyktad dla jedno-
wymiarowego jadra normalnego (3.44) prawdziwe jest

W(K)Z L , (3.61)
U(K)? 24/n
a dla n-wymiarowego radialnego jadra normalnego:

W) _ ! (3.62)

UK?  2'nn?’

- Co wigcej, w praktycznych zastosowaniach warto$é ilorazu W(K)/ U(K)* wyzna-
cza sig tylko raz, podczas czynnosci wstgpnych, czyli mozliwe jest numeryczne
obliczenie tej warto$ci z dowolna, wymagana w praktyce dokladnoscia (a po-
niewaz i tak jest to metoda przyblizona, wiec wymagania te nie sa nadmiernie
rygorystyczne). W przypadku stosowania transformacji liniowej warto$é powyz-
szego ilorazu nie ulega zmianie. Na rysunku 3.4 zostaly podane wartosci ilorazu
W(K)/U(K)* dla jader Epanecznikowa, jednostajnego, dwuwagowego, normalne-
go i trojkatnego.

Dysponujac uzyskana ze wzoru (3.59) lub (3.60) warto$cia funkcjonatu Z( f),
a takze wartoscig ilorazu W(K)/U(K)’, mozna wyznaczyé — korzystajac z zalez-
noscei (3.31) lub (3.38) — warto§¢ parametru wygladzania, ktéra jest optymalna
dla standardowego rozkladu normalnego. Aby dostosowaé ja do dowolnego —
niekoniecznie standardowego — rozktadu normalnego, nalezy w przypadku jed-
nowymiarowej zmiennej losowej (takze dla poszczegdlnych czynnikéw jadra
produktowego) pomnozy¢ ja przez wartos$¢ estymatora odchylenia standardowe-
g0 (2.48) lub odpowiednio (2.53). Z kolei w przypadku wielowymiarowym, gdy
stosuje si¢ jadro radialne, zadanie to spelia zalecana w poprzednim punkcie
transformacja liniowa.

Otrzymana za pomoca przedstawionej tu metody przyblizonej warto$é pa-
rametru wygtadzania jest tym uzyteczniejsza, im bardziej estymowany rozktad
jest zblizony do normalnego lub ogdlniej — trywialnego rozktadu unimodalne-
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go. Najczesciej nie sa to jednak sytuacje, w ktérych warto stosowaé estymacje
nieparametryczna. W praktyce metode te nalezy proponowaé przede wszyst-
kim jako proste rozwiazanie tymczasowe, w poczatkowej fazie prac nad pro-
gramem komputerowym, podczas wstepnej weryfikacji jego poprawnosci. Jest
ona réwniez uzywana jako pierwsze oszacowanie na potrzeby bardziej ztozo-
nych procedur.

Obecnie sa stosowane dwie zaawansowane metody wyznaczania warto$ci
parametru wygladzania: podstawien oraz krzyzowego uwiarygodnienia. Pierw-
sza z nich jest zdecydowanie dogodniejsza obliczeniowo, ale praktycznie moze
by¢ stosowana jedynie w przypadku jednowymiarowym. Z kolei bardziej ztozony
algorytm drugiej metody nie zalezy od wymiaru zmiennej losowej i dlatego znaj-
duje ona zastosowanie glownie do wielowymiarowych zmiennych losowych. Tak
wiec metody podstawien i krzyzowego uwiarygodnienia stanowia wzajemnie
cenne uzupelnienie. W przypadku jednowymiarowym, gdy obie moga by¢ stoso-
wane, daja wyniki zblizone (wynikaja bowiem z podobnych przestanek minimali-
zacji wartodci scalkowanego bledu sredniokwadratowego MISE), aczkolwiek
z niewielka przewaga pierwszej z nich.

Zaprezentowana teraz zostanie metoda podstawien (plug-in). Bedzie zatem
rozwazana jednowymiarowa zmienna losowa, gdyz — jak zaznaczono powyzej —
metoda ta jest przeznaczona do tego przypadku. Najpierw zostanie pokrétce
przedstawiona sama koncepcja metody, a potem konkretne wzory umozliwiajace
jej bezposrednie stosowanie.

Ponownie, metoda podstawien jest oparta na koncepcji zastosowania zalez-
nosci (3.31), otrzymanej jako wynik zadania minimalizacji wartosci scatko-
wanego bledu $redniokwadratowego MISE. Jak bylo wspominane przy opisie
metody przyblizonej, wyznaczenie dla ustalonego jadra K ilorazu W(K)/ UK
nie jest zadaniem trudnym (por. takze rys. 3.4 dla n=1). Aby skompletowaé
wielko$ci wystepujace we wzorze (3.31), nalezy takze oszacowa¢ warto$¢ funk-
cjonatu Z(f) definiowanego zaleznoscia (3.19). Poniewaz w zaleznosci tej jako
funkcja podcatkowa wystepuje druga pochodna (nieznanej przeciez) funkcji
gestosci, wigc w pierwszym kroku metody podstawien jest konstruowany esty-
mator jadrowy owej drugiej pochodnej /. Aby z kolei wyznaczy¢ analogicznie
warto$¢ parametru wygladzania dla tego estymatora, w drugim kroku konstruuje
sie estymator jadrowy czwartej pochodnej funkcji gestosei f @, Po wykonaniu k
takich krokéw, prowadzacych do wyznaczenia estymatora jadrowego funkcji
™ w celu ostatecznego zakoficzenia procedury oblicza si¢ warto$¢ jego para-
metru wygladzania za pomocg opisanej wezesniej metody przyblizonej. Nalezy
zaznaczy¢, Ze nic nie stoi na przeszkodzie, a wrecz jest wskazane, by do kon-
strukcji estymatoréw jadrowych pochodnych /”, f @ uzywac jadra inne-
go niz jadro K stosowane w podstawowym estymatorze (3.3).

Praktyczna realizacja powyzszej koncepcji odbywa sie oczywiscie w od-
wrotnej kolejnosci, a zatem najpierw, we wstepnym kroku, jest wyznaczana
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metoda przyblizong warto$¢ parametru wygladzania estymatora jadrowego
funkcji /9. Pozwala to wyznaczy¢ na podstawie zaleznosci (3.31) warto$c¢ pa-
rametru wygladzania kolejno funkcji f° k=2 k=4 jteracyjnie az do f”, co
ostatecznie umozliwia oszacowanie wartosci funkcjonalu Z(f), a tym samym
skompletowanie wielko$ci umozliwiajacych otrzymanie ze wzoru (3.31) warto-
$ci parametru wygladzania dla podstawowej postaci estymatora jadrowego (3.3).

Pozostaje jeszcze ustalic wartos¢é parametru &, czyli liczbg krokéw, po kto-
rych stosuje si¢ juz metode przyblizona. Z jednej strony k powinno by¢ jak naj-
wieksze, aby zmniejszy¢ wplyw niedokladnosci tej metody. Z drugiej strony
duze k wymaga estymacji pochodnych wysokiego rzedu, co w kazdej dziedzinie
nauk stosowanych jest obarczone znacznym bledem, tu bedacym dodatkowo
skutkiem — stanowiacej kwintesencje rozwazan — probabilistycznej nieokreslo-
nosci. Konieczny jest zatem wybér kompromisowy. Praktyka wskazuje jedno-
znacznie na ograniczenie k> 2, z preferencja dla k= 2. Po ustaleniu warto$ci
parametru k nazwe powyzszej metody mozna uscisli¢ jako metode podstawien
k-tego rzedu.

Zostang teraz podane konkretne wzory umozliwiajace bezposrednie zasto-
sowanie metody podstawien drugiego rzedu i jednoznaczne wskazéwki umozli-
wiajace ewentualne jego zwigkszenie.

Niech zatem k e IN\{0} oznacza zatozony rzad metody i niech bedzie dane

jadro K rézniczkowalne (2k + 2)-krotnie, takie ze K®(0), —K©(0), K®(0),
~KU9(0), ..., (-1 K@+2(0) s dodatnie. W praktyce powszechnie przyj-
mowane jest tutaj jadro normalne (3.44). Zak}ada si¢ dodatkowo, ze warunki
(3.13)-(3.15) sa spetnione nie tylko dla funkcji £, ale takze dla jej pochodnych /7,
FALA. #@*2 Niech ponadto dla pomocniczego parametru & € {4, 6, ..., 2k + 4}
stala c: € R przyjmuje warto$¢

_ &l
70,58 Jr (26)5" (.63)

oraz dodatkowo dla %> 0 niech bedzie réwniez dana stata C¢, € R okreslona
wzorem

1 LI X — X
= K& 2 77
Ce.n ey E . ( 7 j, (3.64)

i=1 j

gdzie 6 oznacza estymator odchylenia standardowego (2.48), a x; i x; reprezen-
tuja, odpowiednio, i-ta oraz j-ta warto$¢ proby losowe;j (3.2).

Najpierw beda przedstawione zaleznoéci dotyczace stosowania metody pod-
stawien drugiego rzedu. T tak we wstepnym kroku, opartym na metodzie przybli-
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zonej, wyznacza si¢ ze wzoru (3.63) warto§¢ parametru cg. Po podstawieniu
& = 8 wzor ten mozna uprosci¢ do postaci

105
T3 n 80

Na tej podstawie wykonuje si¢ dwa kroki, zgodnie z zatozonym rzgdem metody,
stosujac przy tym ich numeracj¢ odwrotng do naturalnej. Otéz najpierw, w dru-
gim kroku, zostaje obliczona wartos¢

(3.65)

~ 1/9
— 6)
hy = M , (3.66)
U(K)cgm
a potem, w pierwszym kroku, przy wykorzystaniu zaleznosci (3.64), warto$¢
~ 1/7
- “®
= ———%—K—(OL . (3.67)
U(K) C6,h|| m

Ostatecznie, otrzymuje si¢, ponownie stosujac zaleznos¢ (3.64):
Z(f) = Can. (3.68)

Wartos¢ ta razem z wartoscia ilorazu W(K)/U(K)* (por. takze rys. 3.4 dla n=1)
tworza komplet wielkosci wystgpujacych we wzorze (3.31), umozliwiajacych
oszacowanie optymalnej — w sensie kryterium scalkowanego bledu sredniokwa-
dratowego MISE — wartosci parametru wygladzania estymatora jadrowego (3.3).

Biorac pod uwage wyrazisto$¢ koncepcji metody podstawiefi, uzupetnienie
powyzszego algorytmu do procedury trzeciego rzedu jest nieskomplikowane.
I tak, we wstepnym kroku wyznacza si¢ ze wzoru (3.63) wartos¢ parametru cyq:

945
Clp =———F7——, 3.69
10 64 \/; 6‘11 ( )
a stad w dodatkowo wprowadzonym tu trzecim kroku
~ 11
—2K®(0 ,
l’lm = —————N—# (370)
U(K) Ciom
oraz w nieco zmienionym drugim kroku
2890 )’
by = il S (U I (3.71)
U(K) Gy,

Reszta algorytmu, zdefiniowana wzorami (3.67)-(3.68), pozostaje niezmieniona.
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Podobnie realizuje si¢ procedurg w przypadku rzedu wyzszego niz trzy, cho-
ciaz z praktycznego punktu widzenia mozna watpi¢ w celowosc¢ takiego poste-
powania.

W powyzszym algorytmie jako K jest powszechnie stosowane jadro nor-
malne (3.44). Wtedy wielkosci wystgpujace we wzorach (3.66)-(3.71) wynosza
odpowiednio:

UK) =1, (3.72)
B ()= (x4 632 L2
(x)—m(x —6x” +3) exp —Ex ; (3.73)
K®(0)= «/—%—_’ ‘ (3.74)
T
K©(x)= J%_T;(xﬁ—15x4+45x2—15)exp(—%x2j, (3.75)
RO (0)= _%, (3.76)
T
K®(x) = ; (x® —28x® +210x* —420x? +105) exp(—%xz), G.77)
T
g0y =12 (3.78)

ot

Podsumowujac, metoda podstawiefi zapewnia dogodny 1 szybki algorytm
wyznaczania warto§ci parametru wygtadzania estymatora jadrowego (3.3) na
podstawie wartoci proby losowej (3.2). Moze by¢ ona stosowana wobec jedno-
wymiarowe]j zmiennej losowej, a zatem takze w przypadku zmiennej wielowy-
miarowej, gdy uzywane jest jadro produktowe — wtedy algorytm obliczeniowy
stosuje sie n-krotnie, odrebnie dla poszczegdlnych wspbtrzednych.

Trzecia prezentowana tu procedura wyznaczania warto$ci parametru wygla-
dzania jest metoda krzyzowego uwiarygodnienia (cross-validation). Jej pod-
stawowa, zaleta jest to, ze zasadniczo nie zalezy ona od wymiaru rozwazanej
zmiennej losowej. Poniewaz jednak w przypadku jednowymiarowym korzyst-
niejsza bywa metoda podstawien, wigc metody krzyzowego uwiarygodnienia
uzywa sie w przypadku wielowymiarowym przy stosowaniu jadra radialnego.
Jak poprzednio, prezentowana koncepcja jest oparta na zadaniu minimalizacji
wartoéci scalkowanego btedu éredniokwadratowego MISE.
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Niech zatem dla ustalonej postaci jadra K dana bedzie funkcja g: (0, ) - IR
zdefiniowana zaleznoscig

g(h)zhi{ iZ ( j+ K(O)} (3.79)
i=1 j=1

przy czym x; i x; reprezentuja, odpowiednio, i-ta oraz j-ta warto$¢ proby losowe;j
(3.2), a funkcja G:IR" — IR jest okre§lona wzorem

G(x)=K*"?(x)-2K(x), (3.80)
gdzie K™ :IR” — [0, ) oznacza kwadrat splotowy funkcji K, czyli

K2(x)= [K(p)K(x-y)dy. (3.81)

i

Kwadrat splotowy radialnego jadra normalnego jest dany wzorem
K*2(x)=(4m)~"? exp[——}xij, (3.82)

natomiast dla innych typéw jader do wyznaczenia jego warto$ci mozna wyko-
rzysta¢ metody numeryczne oparte na teorii aproksymacji. W tym celu warto
zauwazy¢, iz ze wzgledu na wlasnos¢ symetrii radialnej wystarczy, jesli dyspo-
nuje sie funkcja K2 :[0, o) —> [0, ), taka ze

K2 (x)=K*2() ). (3.83)

W praktyce odpowiednie przyblizenie powyzszej funkcji mozna otrzymaé, za-
kiadajac nastgpujaca jej postaé:

K* (u) =W (K)exp(—Bu®*) dla u € [0, o), (3.84)
gdy stosowane jednowymiarowe jadro .%" ma nieograniczony nosnik, a takze

W(K) s ~ .
B2 ()= Toexppiapy PP ToEPEON] dla w0, 211

0 dla u € (2y, »),
(3.85)

gdy jego nosnik jest ograniczony dodatnig liczba y (dla jader Epanecznikowa,
jednostajnego, dwuwagowego i trojkatnego vy =1; por. rys. 3.4). Parametry a
oraz {3 sa nieujemne, a ich warto$ci mozna wyznaczy¢ tak, aby zminimalizowaé
wyrazenie
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2

uj
I 0
SIK2w)-KE|| . ||| (3.86)
=0 :

0

przy czym K2, oznacza warto$¢ kwadratu splotowego obliczonego za pomocg
metod numerycznego catkowania, a wielkosci ug, ui, ..., #; powinny by¢ roz-
mieszczone réwnomiernie w przedziale [0, 4,/U(%7)], gdy stosuje sig jadro

o nosniku nieograniczonym, lub tez w przedziale [0, 2y] dla jader o nosniku
ograniczonym. Wstepnie mozna przyjac J = 50. Warto réwniez przypomnie¢, iz
wielko$ci U(#") oraz W(K) zostaly okreslone zalezno$ciami (3.17) i (3.34),
a wzory na ich wartosci dla jader Epanecznikowa, jednostajnego, dwuwagowego
i tréjkatnego moga by¢ odczytane odpowiednio z rysunkow 3.3 13.4.

Wobec sformutowanego powyzej zagadnienia minimalizacji mozna uzy¢ ty-
powych numerycznych metod optymalizacyjnych lub trywialnie obliczy¢ naj-
mniejsza warto$¢ wyrazenia (3.86) dla parametréw o i B z zalozonego zakresu,
na przyktad dla obu z nich [0, 3] z ,.krokiem” 0,01, po czym ewentualnie ze
zmniejszonym ,.krokiem”, uprzednio stosownie redukujac zakresy. Nalezy za-
znaczyé, ze po ustaleniu typu jadra powyzsze czynno$ci sa wykonywane jedynie
raz w trakcie calego procesu konstruowania estymatora jadrowego, stad ich
ewentualna czasochtonno$¢ obliczeniowa nie stanowi istotnego utrudnienia
w praktycznym uzyciu powyzszej procedury.

Przyktadowy wynik dla czterowymiarowego (n=4) jadra Epanecznikowa
zostal pokazany na rysunku 3.8. Warto takze zauwazy¢, ze ze wzgledu na row-
noéé (3.82) w przypadku jadra normalnego wzér przyblizony (3.84) staje si¢
zaleznoscia dokladna, jesli przyjaé oo =2 oraz B = 1/4.

Stosujac przedstawiona w punkcie 3.1.4 transformacjg liniowa, we wzorach
(3.79)-(3.80) powinna by¢ stosowana postaé jadra K zgodna z definicjgq (3.50).
W tym przypadku kwadrat splotowy jest zmodyfikowany do postaci

1

A det(R)

postaé kwadratu splotowego bez uwzglednienia transformacji liniowej. W szcze-
gblnosci, w przypadku radialnego jadra normalnego:

K*2(JR'x), gdzie K™ oznacza rozwazana powyzej podstawowq

K*2(x) = (3.87)

————r——delt(R) (4m)~"/? exp(— % xTR‘lx}
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I?{Sé(nxn)“
0,34
0’2: Ke®)
0,1:
0 ' 1 T >

Rys. 3.8. Aproksymacja wartosci kwadratu splotowego dla czterowymiarowego jadra Epanecznikowa

za pomoca wzoru (3.85); o = 1,998, B = 1,613

Zgodnie z formulta metody krzyzowego uwiarygodnienia za warto$¢ parame-
tru wygladzania przyjmuje si¢ argument /# minimalizujacy funkcje g dana wzo-
rem (3.79). Warto zwréci¢ uwage, ze niezaleznie od wymiaru »n funkcja g jest
rzeczywista, czyli o argumencie i wartosciach bedacych liczbami rzeczywistymi.
Mozna zatem stosowa¢ rdznorodny, opisany w literaturze aparat metod nume-
rycznych przeznaczonych do takiego zadania. W praktycznych przypadkach
funkcja g ma przewaznie ksztalt zblizony do paraboli o niesymetrycznych ,ra-
mionach”. W ogélnym przypadku moga jednak sporadycznie wystapi¢ lokalne
minima, aczkolwiek niezbyt ,glebokie”, a takze ,,zalamanie” w poblizu zera,
skutkujace zalezno$cia hl_i)rzf}+ g(h) =—co. Uwzgledniajac powyzsze uwarunkowa-

nia, w celu znalezienia minimum funkcji g mozna zaleci¢ uzycie powszechnie
znanej metody zlotego podzialu. We wstepnym kroku okre$la si¢ tu przedziat
[ao, bo), W ktérym beda prowadzone poszukiwania, a takze wyznacza liczby
rZeczywiste ‘

J5-1

Po =b0—T(b0—a0), (388) :

J5 -1
2

go =ag + (bo —ao) (3.89)

86



3.1. JADROWY ESTYMATOR GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

oraz wartosci funkcji g w tych punktach:
g(po), (3.90)

g2(qo)- (3.91)

W kazdym kolejnym k-tym kroku, dla k=1, 2, .., 4, przy czym 4 € IN\{0}
oznacza zatozong liczbe krokow, przyjmuje sie, ze

m jezeli g(pi—1) <g(qx 1), to

A = dp-1, (3.92)

by = qr, (3.93)
J5-1

pr=bi — 5 (b —ar), (3.94)

i = P (3.95)

i ponadto wyznacza si¢ wartos¢ funkcji g w punkcie py, a zatem

g(pi), (3.96)

oraz podstawia obliczona w poprzednim kroku warto$¢ g(p,-1) zamiast g(qx),
czyli

g(qi)=g(pr-1); (3.97)
jezeli g(pr-1) > g(qi—1), to

Ak = Pr-1> (3.98)

by = by, : (3.99)

Pr =dk-15 (3.100)

qk=ak+‘/§2'l(bk—ak) (3.101)

i ponadto podstawia si¢ obliczong w poprzednim kroku wartos¢ g(ge-1) za-
miast g(py), czyli

g(pi) = g(gk-), (3.102)
oraz wyznacza warto$¢ funkcji g w punkcie gy, a zatem
- 8(q0). (3.103)
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I wreszcie w ostatnim, 4 -tym, kroku otrzymuje si¢ poszukiwana warto$¢ para-
metru A:

jezeli g(p,) < g(g, ), to nalezy przyjac

p=Getds (3.104)
2
m jezeli g(p,) > g(q,), to
pePetbe (3.105)

2

Tak wigc koncepcja metody zlotego podzialu polega na wygenerowaniu
zstepujacego ciagu przedzialow [ay, bo] O [a1, b1] D ... D [a;, b, ], przy czym

b —ay :\/g—l

=0,618 dla k=12,.., 4, (3.106)
b1 — a4

czyli dlugos¢ kazdego z kolejnych przedziatdéw stanowi okoto 62% diugosci
poprzednika. Jezeli funkcja g ma w przedziale [ag, bo] tylko jedno minimum,
to jest ono zawarte w kazdym z nich, w szczegélno$ci w ostatnim [a,, b,].
Po przyjeciu wartosci 4 zgodnie ze wzorami (3.104)-(3.105) minimum to jest
zatem wyznaczane z doktadnoscia

£+l
A:-;-(b/, —aé)zé[%J (bo — ap). (3.107)

Decyzja o kolejnych redukcjach przedzialéw jest podejmowana na podstawie
wartosci funkcji g, wyznaczanych w 38% 1 62%, czyli w przyblizeniu 1/3 i 2/3
dtugosci tych przedziatow. Tak duze zroznicowanie pozwala w praktyce wyeli-
minowaé skutki wystgpowania ewentualnych ,,ptytkich” ekstreméw lokalnych
funkcji g. Co wiecej, jezeli przyjaé

[ao, bo]{hj:, 4]10}, (3.108)

gdzie hy oznacza warto$¢ parametru wygladzania wyznaczona metoda przybli-
zona, to mozna takze uniknaé skutkéw ewentualnego ,,zatamania” tej funkcji
w sasiedztwie zera.

Ostatecznie, jezeli przyjmie si¢ zaleznosé (3.108) 1 oznaczy wymagana do-
kladno$¢ wyznaczenia minimum przez A, przy czym A > 0, to ze wzoru (3.107)
mozna obliczyé gwarantujgces te doktadno$é minimalng liczbe iteracji:
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8A
] ln{?hj
£ =Int] ———=| -1, 3.109

2

gdzie E(c) oznacza najmnigjsza liczbe calkowita wieksza lub réwna ¢ € IR.
W szcezegdInodci, dla wystarczajacego w praktyce

A= hy /100 (3.110)
otrzymuje si¢
%4 =10. (3.111)

Poniewaz czasochlonne obliczenia wartosci funkcji g zdefiniowanej zaleznoscig
(3.79) sa prowadzone we wstepnym kroku dwukrotnie (wzory (3.90)-(3.91))
1 w kazdym nastepnym jednokrotnie (wzér (3.96) albo (3.103)), zatem w przy-
padku przyjecia zaleznosci (3.108) i (3.110) obliczenia te beda wykonywane
12-krotnie.

We wstepnej fazie projektowania, a takze w przypadku pojawienia si¢ wat-
pliwosci dotyczacych poprawnosci otrzymywanego na podstawie powyzszej
procedury wyniku, warto porownaé¢ go z rezultatem sukcesywnego obliczania
warto$ci funkcji (3.79) w przedziale [Ay/100, 4hy] z krokiem /,/100 oraz proste-
go wyznaczenia na ich podstawie odpowiedniego minimum, co zabezpiecza
przed potencjalnymi ekstremami lokalnymi i ewentualnym ,,zatamaniem” funk-
cji g w poblizu zera. Postgpowanie takie oznacza jednak ponad 30-krotne zwigk-
szenie czasochtonnosci obliczen.

Podsumowujac: w niniejszym punkcie zostaly przedstawione trzy komplet-
ne, dogodne do bezposrednich zastosowan procedury wyznaczania wartosci
parametru wygladzania estymatora jadrowego (3.3). Ich uwarunkowania wza-
jemnie si¢ uzupetniaja. Metoda przyblizona, bardzo prosta, przeznaczona do
stosowania w przypadku jedno- 1 wielowymiarowym, aczkolwiek niegwarantu-
jaca doktadnosci wymaganej w wielu zastosowaniach, moze by¢ wykorzystywa-
na jako szybkie rozwiazanie tymczasowe we wstepnej fazie konstrukcji estyma-
tora. Z kolei metoda podstawien jest dokladna, stosunkowo szybka, ale bywa
stosowana jedynie w przypadku jednowymiarowym lub wielowymiarowym, gdy
uzywa si¢ jadra produktowego. Nieco mniej korzystne wiasnosci ma metoda
krzyzowego uwiarygodnienia, moze jednakze by¢ przydatna w dowolnym przy-
padku, takze w wielowymiarowym, gdy jest uzywane jadro radialne.

Na podstawie powyzszego podsumowania mozna rowniez sformutowaé ko-
lejng przestanke dotyczaca wyboru w przypadku wielowymiarowym jadra pro-
duktowego lub radialnego. Ot6z, mozliwos¢ korzystania, w przypadku stosowa-

89




3. ESTYMATORY JADROWE

nia tego pierwszego, z prostej i jednoczesnie efektywnej metody podstawien,
zamiast koniecznosci uzycia dla jadra radialnego zlozonej metody krzyzowego
uwiarygodnienia, jest nastepnym argumentem przemawiajacym za preferowa-
niem jadra produktowego w dziataniach praktycznych.

W wyniku stosowania kazdej z przedstawionych tu metod otrzymuje si¢
warto$ci parametru wygladzania spelniajace warunek (3.23), a takze (3.27) lub
w przypadku wielowymiarowym (3.37).

Prezentowane metody wyznaczania warto$ci parametru wygtadzania sa wy-
godne w praktycznym uzyciu przede wszystkim dlatego, ze ich algorytmy sa
kompletne i nie wymagaja od projektanta zmudnych badan przedmiotowych.
Jednak procedury te zostaly arbitralnie oparte na zagadnieniu minimalizacji bie-
du $redniokwadratowego, ze wzgledu na wszechstronne korzysci wynikajace
z wlasno$ci przestrzeni Hilberta L2 W praktycznych zadaniach czesto brak jest
jednak przestanek, aby twierdzié, ze whasnie to kryterium (podobnie zreszta jak
kazde inne) jest odpowiednie z punktu widzenia wymagan konkretnego zasto-
sowania. Z tego powodu, przy konstruowaniu estymatora jadrowego w danym
problemie aplikacyjnym, mozna poleca¢ dokonanie przez projektanta koncowe;j,
wizualnej oceny tego estymatora, a w konsekwencji ewentualnej korekty war-
to$ci parametru wygladzania opartej na przestankach intuicyjnych. Praktyka
wskazuje, iz wstepnie warto zaproponowaé nieznaczne, kilku- lub kilkunasto-
procentowe, zmniejszenie wartosci parametru wygladzania, zwlaszcza w przy-
padku rozktadéw wielomodalnych, niesymetrycznych i przy relatywnie matych
liczno$ciach proby losowej. Podstawa analizy powinna by¢ interpretacja poréw-
nawcza efektéw widocznych na rysunkach 1.5 1 3.7. W przypadku dwuwymia-
rowej zmiennej losowej mozna postuzy¢ si¢ programem komputerowym do
wizualizacji warto$ci funkcji dwoch zmiennych, a w przypadku wymiardow
wiekszych niz dwa dokonywa¢ obserwacji na przekrojach, to znaczy przy repre-
zentatywnie ustalonych warto$ciach pozostatych wspoétrzednych. Co wigcej, taka
analiza daje mozliwo$¢ wykrycia ewentualnych bledéw programowania oraz
merytorycznych. W najstarszych zastosowaniach estymatoréw jadrowych, z po-
wodu 6wczesnego braku sprawdzonych metod analitycznych, heurystyczna pro-
cedura wizualna byla wrecz zalecanym, podstawowym narzedziem aplikacyj-
nym. Obecnie koficowg ewentualng korekte wartosci parametru wygladzania na
podstawie intuicyjnej analizy czynionej przez projektanta nalezy traktowac jako
cenne uzupehienie bezdusznych metod analitycznych.

3.1.6. Modyfikacja parametru wygtadzania

Warto$é parametru wygladzania s, wprowadzonego w definicji (3.3), jest taka
sama dla kazdego jadra K. Wplyw tej wartosci na jego ksztalt byl rozwazany
w poprzednim punkcie i zostal zilustrowany na rysunku 3.7 — mata warto$¢ po-

90



3.1. JADROWY ESTYMATOR GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

woduje ,,wyszczuplenie”, natomiast duza ,rozciagnigcie” wykresu funkcji K.
Jezeli zatem mozliwe jest zindywidualizowanie wplywu parametru wygladzania
na poszczegdlne jadra, to w rejonach ,,zaggszczenia” elementow proby losowe;
warto$¢ ta powinna byé zmniejszona (co pozwoli lepiej ukaza¢ specyficzne ce-
chy rozkladu), w przeciwienstwie do obszarow, w ktorych elementy te sa ,,rzad-
kie”, gdzie powinna by¢ zwiekszona (co spowoduje dodatkowe wygladzenie
,,ogonéw”). Stuzaca temu celowi tak zwana modyfikacja parametru wygtadzania
stanowi przedmiot rozwazan niniejszego punktu.

Konstrukcje estymatora jadrowego z modyfikacja parametru wygladzania
mozna zrealizowaé w nastgpujacy sposob:

wyznaczany jest estymator jadrowy f zgodnie z przedstawiong wczesniej
metodyka;
m okreslane sa parametry modyfikujace s;,> 0 (i =1, 2, ..., m) postaci

s, {@] , (3.112)
s
gdzie ¢>0, a § jest $rednig geometryczng liczb /} (x1), f (x2), s f (%)
dang jako
N 1 m ~
=exp| — In IR 3.113
5 p[m Z (fx ))j (3.113)

m ostatecznie definiuje si¢ estymator jadrowy ze zmodyfikowanym parametrem
wygladzania za pomoca wzoru

F=— i%l{x_x"j. (3.114)

mh" = s} hs;

Powyzsza procedura jest taka sama dla przypadku jedno- i wielowymiaro-
wego (w pierwszym przypadku nalezy przyja¢ we wzorze (3.114) n=1). Defi-
nicja (3.114) stanowi uogdlnienie podstawowej postaci (3.3). Jezeli bowiem
c =0, to s; =11 zalezno$ci te sg rownowazne.

Koncepcja modyfikacji polega na pomnozeniu wartoéci parametru /, jedno-
litej dla kazdego jadra, przez parametr modyfikujacy s; wyznaczony indywidu-
alnie dla kazdego z nich. Warto$¢ tego parametru ustala si¢ na podstawie wzoru
(3.112), gdzie jest poréwnywana warto$¢ estymatora jadrowego bez modyfika-
cji, obliczona w punkcie i-tego elementu proby losowej, ze Srednig wartoscia
tego estymatora dla wszystkich elementéw proby losowej. Jezeli zatem wartos¢
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estymatora jadrowego na i-tym elemencie proby losowej jest rowna Sredniej, to
ze wzoru (3.112) otrzymuje si¢ s; = 1 i na podstawie zaleznosci (3.114) parametr
wygladzania 4 nie jest modyfikowany. Z kolei, gdy warto$¢ estymatora na i-tym
elemencie proby losowej jest mniejsza od $redniej, to s;> 1 i parametr wygta-
dzania jest zwickszany, czyli i-te jadro ulega ,rozciagnigciu”. I wreszcie, jesli
warto$¢ estymatora na i-tym elemencie proby losowej jest wigksza od sredniej,
to s;< 1, a zatem parametr wygladzania jest zmniejszany, czyli i-te jadro ulega
,wyszczupleniu”. W rezultacie — zgodnie z zalozeniami — obszary, w ktorych
estymator przyjmuje mata wartos$¢, zostaja dodatkowo ,,wygtadzone”, w przeci-
wienstwie do fragmentéw jego duzych warto$ci, gdzie polepsza si¢ charaktery-
zacja specyficznych cech rozkladu (rys. 3.9).

Parametr ¢ decyduje o intensywnosci modyfikacji. Warto$¢ ¢ = 0 implikuje
jej brak, natomiast wraz ze wzrostem wartosci tego parametru intensywno$¢
zwieksza sie. W praktyce najczesciej stosuje si¢ ¢ € [0, 1]. Rozwazania wynika-
jace z kryterium $redniokwadratowego wskazuja na wartos¢

c= ! (3.115)

5 .
i jest ona polecana do stosowania w zadaniach aplikacyjnych niepoprzedzanych
szczegOlowymi badaniami statystycznymi.

Przedstawiona powyzej procedura modyfikacji parametru wygladzania ma
wyrazista, bliska intuicji interpretacje. W praktycznych zastosowaniach skon-
struowane z jej uzyciem estymatory jadrowe maja jednak szereg dodatkowych,
pozytywnych wlasnoSci. Przede wszystkim sa one odporniejsze na niewlasciwy
dobér wartosci parametru wygladzania /. Biorac pod uwage, iz zagadnienie to
stanowi istotny problem podczas konstruowania estymatora jadrowego, powyz-
sza cecha jest wyjatkowo korzystna dla praktykow niezainteresowanych wgle-
bianiem si¢ w statystyczne aspekty zagadnienia.

. Co wigcej, stosowanie procedury modyfikacji zwigksza efektywnos¢ po-
szczegolnych typow jader wzgledem optymalnego jadra Epanecznikowa, podob-
nie jak w przypadku wielowymiarowym zwigksza efektywnos$¢ jadra produk-
towego wzgledem radialnego. Ponownie, wlasciwosé ta jest niezwykle cenna dla
praktykow, gdyz podkresla mozliwo$¢ preferowania tych typow jader, ktore sa
korzystne dla dalszej analizy w konkretnych zadaniach aplikacyjnych.

Podsumowujac: powyzsze istotne zalety, jakimi charakteryzuja si¢ esty-
matory jadrowe po zastosowaniu procedury modyfikacji parametru wygtadzania,
w polaczeniu z jej prostota obliczeniowa, powoduja, iz stosowanie tej procedu-
ry nalezy w praktyce zaleca¢ wrecz jako obligatoryjne, ze szczegdlnym uza-
sadnieniem wobec przypadkow, gdy sa stosowane typy jader o mniejszej efek-
tywnosci, a w przypadku wielowymiarowym — jadro produktowe.
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A

/()

o
T T T T i
X

8 10

Rys. 3.9. Jadrowy estymator ggstosci prawdopodobienistwa: a) bez modyfikacji parametru
wygladzania (3.3), b) z modyfikacja parametru wygladzania (3.114)
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3.1.7. Ograniczenie nosnika

Oprécz rozwiazan generalnie polepszajacych wlasnosci estymatora jadrowego,
jak przedstawione wczesniej transformacja liniowa 1 modyfikacja parametru
wygladzania, moga by¢ takze stosowane dodatkowe, uzywane opcjonalnie pro-
cedury, dostosowujace whasnosci estymatora do indywidualnych cech badanego
zjawiska przypadkowego. W kolejnych dwoch punktach zostana przedstawione
najwazniejsze z nich, pozwalajace uwzgledni¢ wymaganie ograniczenia nosnika
estymatora i wystgpowanie sktadowych binarnych. '

W praktycznych zagadnieniach warto$ci zmiennej losowej X moga repre-
zentowaé réznorodne wielkosci, na przyklad fizyczne lub ekonomiczne. Wiele
z nich, jesli ma by¢ poprawnie i $cidle interpretowanych, powinno naleze¢ jedy-
nie do ograniczonych podzbioréw. Przyktadowo wzrost czlowieka Iub czas wy-
konywania operacji technologicznej moze by¢ wylacznie dodatni. Tymczasem
nawet prawidlowo skonstruowany estymator jadrowy najczesciej przyjmu-
je wartosci rozne od zera takze poza tymi podzbiorami. Jest to nieuniknione
w przypadku uzycia jadra o nieograniczonym nosniku, ale nawet w przypadku
stosowania funkcji K o ograniczonym no$niku jadra odpowiadajace skrajnym
elementom préby losowej moga cze$ciowo ,,wykracza¢” poza owe podzbiory.
W wiekszoéci praktycznych zadan nie ma to wplywu na poprawno$¢ ostateczne-
go wyniku, zwlaszcza ze wartosci, jakie przyjmuje estymator poza owymi ogra-
niczonymi podzbiorami, sa najczgsciej znikome, nawet sumarycznie nieprze-
wyzszajace blgdow wyniklych z probabilistycznej nieokreslonosci zjawisk oraz
niedokladnosci metrologicznej. Nietrudno jednak wskazaé zagadnienia, w kto-
rych sytuacja taka nie moze by¢ akceptowana. I tak na przyklad w przypadku
prezentacji wynikow wobec gremium, ktéremu obce sa zagadnienia zwiazane
z naturalnymi w praktyce przyblizeniami, odkrycie co prawda malego, ale nieze-
rowego prawdopodobienstwa ujemnego wzrostu cztowieka, mogloby zdezawu-
owaé przedstawione wyniki, nawet gdyby byly calkowicie poprawne w grani-
cach akceptowalnego bledu.

W niniejszym punkcie zostanie opisana procedura ograniczajaca nosnik esty-
matora jadrowego. Jako pierwszy bedzie rozpatrywany przypadek jednowymia-
rowej zmiennej losowej.

Najpierw zostanie szczegdtowo rozwazony przypadek ograniczenia lewo-
stronnego, czyli gdy spelniony ma by¢ warunek f (x)=0 dla kazdego x <x.,
przy dowolnie ustalonym x, € IR. Wymagane jest zatem, aby nosnik estymatora
jadrowego byl zawarty w przedziale [x., ).

Istota proponowanej procedury sprowadza si¢ do dokonania symetrycznego
,,odbicia” wzgledem ograniczenia x. tej czesci kazdego jadra, ktora znajduje sig
poza przedziatem [x., o). Tak sformutowana koncepcja zostata zilustrowana
w kolejnych czeséciach rysunku 3.10. W czeéci a jest pokazane jadro K odpowia-
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dajace i-tej wartosci proby losowej x;, dla dowolnie ustalonego i € {1, 2, ..., m}.
Fragment tego jadra, ktory znajduje si¢ poza przedzialem [x., ), zostal w czedci
b ,,odbity” symetrycznie wzgledem ograniczenia x., a w czesci ¢ potraktowany
jako fragment jadra odpowiadajacego symetrycznemu ,,odbiciu” elementu x;
wzgledem ograniczenia x., to znaczy wartosci 2x, —x;.

Z analitycznego punktu widzenia, jesli dla dowolnie ustalonego x. € R dana
jest funkcja charakterystyczna przedziatu [x., ), czyli

I, gdy x>x.,

1,0 (X)) = 3.116
Ao 0y (%) {O, ody x<x.. ( )

to zilustrowana na rysunku 3.10 sume dwdch jader, odpowiadajacych elemen-
tom x; oraz 2x, — x;, mozna zapisac jako

K(x—x,-}_K(x—(Zx* —x,-)):
h h

:K(x;lxi)+K(x+x;l—2x*) dla dowolnego i=1,2, ..,m.  (3.117)

Podstawowa definicja estymatora jadrowego (3.3) przyjmuje wtedy postaé

7 1 N M + ,"‘2 *
f(x):%;xm,w)(x)[K(x hx j+1<(x—-xh—xﬂ (3.118)

natomiast po wprowadzeniu modyfikacji parametru wygladzania (3.114) zalez-
nos¢ te¢ mozna przedstawi¢ w postaci

~ 1 &1 X —X; x+x;~2x,
L o N T EE RNt st i ]| 3.119
f(x) mh;si X ,)(x){ ( s, j [ hs; ﬂ G119

Estymatory (3.118)-(3.119) spetniaja warunek ]} (x)=0 dla x <x,, tak wiec ich

nosnik zawiera si¢ w zatozonym przedziale [x., ).

Estymator jadrowy wyznaczony zgodnie z przedstawiona wyzej koncepcja
ma podstawowa, szczegélnie dogodna wlasnosé: fragmenty poszczegélnych
jader ,usuwane” poza zalozonym ograniczeniem sg ,,wstawiane” do jego wnetrza
w bezposrednim sasiedztwie owego ograniczenia, a wige w zakresie akceptowal-
nego w praktyce bledu (por. rys. 3.10). Skutkiem tego jest wszakze nieciagto$é

funkcji f na ograniczeniu x,, takze w przypadku stosowania ciagtego jadra K.
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a) A
K(-)
: X x; x
b) A
K(-)
| © >¢ =
X x; x
©) A
K(-)
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/ N\
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/ \
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/ \
/
/
/ \
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/ \\
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; \
7 \
/
//
2% X; x-* X; X
Rys. 3.10. Lewostronne ograniczenie no$nika estymatora jadrowego: a) pojedyncze jadro K odpo-
wiadajace elementowi x;, b) jadro K z symetrycznym ,,odbiciem” jego fragmentu spoza przedziatu
[x., ), ¢) symetryczne ,,odbicie” jako fragment jadra K odpowiadajacego symetrycznemu ,,0dbi-
ciu” elementu x; wzgledem ograniczenia x.
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Jednak gdy funkcja K jest rézniczkowalna, to lim_ ]A’ ‘(x)= lim /} "(x)=0. Jeze-

X—>Xa X—>Xx
i zatem uzupehié definicje o ]} '(x,)=0, to pochodna estymatora jadrowego
jest ciagla na ograniczeniu x.. Ostatecznie, wybor jadra K, takiego ze jego po-
chodna jest ciagla, implikuje, ze taka staje sie tez pochodna estymatora f ". Ana-

logiczne rozumowanie dotyczy dowolnej pochodnej wyzszego rzgdu.
Podobnie mozna rozwazy¢ przypadek ograniczenia prawostronnego no-

énika estymatora jadrowego, to znaczy gdy jest wymagany warunek fA (x)=0
dla kazdego x> x", przy dowolnie ustalonym x* € IR. No$nik estymatora powi-
nien sie zatem zawiera¢ w przedziale (—oo, x']. Ot6z, jesli N(-ox+) OZnacza funk-

cje charakterystyczna przedzialu (—oo, x'], czyli

1, gdy x=<x%

A(=co,x*1(X) ={ (3.120)

0, gdy x>x7,

to podstawowa definicja estymatora jadrowego (3.3) zostaje zmieniona na

7 1 < - X + ,'—2 *
f(x)=%;x(_w,x*](x){1<(xhxj+K(x xh xﬂ (3.121)

a po wprowadzeniu modyfikacji parametru wygladzania wzor (3.114) przyjmuje
postaé

. 1 &1 X—X x+x—2x"
R o N I e M okt , 3.122
F(x) mh;Si Koo, x ](x){ ( s, J ( s, H ( )

Powyzsze estymatory spelniajg warunek /} (x)=0 dla kazdego x> x", czyli
— zgodnie z zalozeniem — ich noénik zawiera si¢ w przedziale (—o, x"]. Nie sa
one ciagle na ograniczeniu x°, ale po uzupehieniu dowolnej pochodnej w tym
punkcie o warto$¢ zero, pochodna ta staje si¢ ciagta. Jezeli zatem funkcja K ma
ciagla pochodna dowolnego rzg¢du, to pochodna taka ma takze estymator f .

Na koniec bedzie skomentowany przypadek wielowymiarowej zmiennej lo-
sowej. Jezeli jest stosowane jadro produktowe (3.48), to powyzszej procedury
mozna uzyé bezposrednio wobec poszezegdlnych jednowymiarowych czynni-
kéw 97 () tego typu jadra. Takze w przypadku jadra radialnego (3.47) lub
(3.50) koncepcje te mozna wykorzysta¢ wzgledem poszczegdlnych wspolrzed-
nych, na ktérych wymagane sa ograniczenia.
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3.1.8. Wspbtrzedne binarne

W wielu problemach aplikacyjnych wystepuja wielkoSci binarne (dwustanowe),
to znaczy przyjmujace jedynie dwie wartosci, symbolicznie oznaczane dalej jako
0 oraz 1. Na przyklad istotna informacja w bazie danych medycznych jest pte¢
pacjenta, cecha o charakterze dwuwarto$ciowym: ,kobieta albo mezczyzna”.
Poza wielko$ciami majacymi ze swej natury postaé binarna czesto stosuje si¢
uproszczenia do takiej postaci opisu nawet bardziej zlozonych zjawisk, lecz
o pomniejszym wplywie na ostateczny wynik. Dzieje sig tak nie tylko ze wzgle-
du na powszechne w zagadnieniach praktycznych dazenie do uproszczenia mo-
delu, lecz takze z uwagi na czesty brak mozliwosci $cistego ustalenia repre-
zentatywnej miary. Przyktadowo, opinia, czy pacjent jest dobrze odzywiony,
mogtaby by¢é mato wiarygodna w przypadku kwalifikacji bardziej ztozonej niz
dwustanowa ,,prawidtowo lub nieprawidtowo”, zwlaszcza gdyby oceny dokony-
waly osoby o réznym punkcie widzenia, odnoszace to zagadnienie do odmien-
nych warunkéw $rodowiskowych.

Prezentowana metodyka konstruowania estymatorow jadrowych umozliwia
uwzglednienie specyfiki wielkosci binarnych. Korzystng cecha przedstawionej
ponizej koncepcji jest to, ze jesli do rozwazanej zmiennej losowej X zostaja
wprowadzone wspdlrzedne tego typu, to zltozonos¢ obliczeniowa wzrasta nie-
znacznie w zaleznosci od ich liczby. W skomplikowanych problemach pozwala
to uwzglednié wielkosci o pomniejszym znaczeniu dla rozwazanego zagadnie-
nia, po uproszczeniu ich do postaci dwuwartosciowej, na przyktad ,,wplyw po-
zytywny albo negatywny” lub ,,wystapienie albo brak danego czynnika”.

Rozwazana teraz bedzie pomocniczo k-wymiarowa binarna zmienna losowa
Y:Q — {0, 1}*. Warto$ciami, jakie moze ona przyjaé, sa k-wymiarowe wektory
o wspotrzednych binarnych:

o] 17 [o] [t
ol o] |1 1
R T O O (3.123)
o] |o] [o] |1

Jest ich 2%, a zatem skonczona liczba. Podstawowa analiza takiej zmiennej sta-
nowi zadanie klasycznego rachunku prawdopodobienstwa opartego na kombi-
natoryce. Rozklad zmiennej losowej Y jest charakteryzowany przez 2% prawdo-
podobienstw wystapienia kazdego z wektorow (3.123). Klasyczna metoda jego
estymacji polega na uzyskaniu ze zmiennej ¥ proby losowej i okresleniu praw-
dopodobienstwa kazdego wektora jako ilorazu liczby jego wystapien w probie
do jej licznosci. Taka metodyka wymaga jednak znacznej licznoséci proby lo-
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sowej, co W praktyce stanowi czgsto o wzroscie kosztu prowadzonych tym spo-
sobem badan. W zagadnieniach aplikacyjnych o prawdopodobienstwie wysta-
pienia dowolnego wektora (3.123) czgsto mozna takze wnioskowaé na podsta-
wie obserwacji wektoréw do niego ,,podobnych”. Im owe ,,podobiefistwo” jest
wigksze, tym wnioskowanie takie jest bardziej wiarygodne. Powyzsza koncepcja
moze by¢ realizowana przez estymatory jadrowe w opisanej ponizej wersji bi-
narnej. : /

Niech {0, 1}* oznacza zbiér wszystkich k-wymiarowych wektoréw o war-
tosciach binarnych. Dla ujednolicenia notacji zostanie wprowadzona funkcja
p: {0, 13¥ = [0, ), przyporzadkowujaca kazdemu k-wymiarowemu wektorowi

-0 warto$ciach binarnych prawdopodobienstwo jego wystapienia”. Estymator
jadrowy wprowadzonej w ten sposob funkcji p, charakteryzujacej rozklad binar-
nej zmiennej losowej Y, wyznacza si¢ na podstawie wartosci uzyskanej z niej
doswiadczalnie m-elementowej proby losowej

Y15 Y25 05 Vm (3124)

1 jest on definiowany wzorem
. 1<
P = ;ZL(y,y,-), (3.125)
i=1

gdzie funkcje L : {0, 1}* x {0, 1}* = [0, 1] okresla zaieZnos’é
L(y,y;) = %20 (1= §)d0rn), | (3.126)
przy czym 0,5 < § < 1, a funkcja d: {0, 1}¥ x {0, 1} — IN jest dana jako
d(y,y)=@-y)" (- (3.127)

W powyzszym zapisie przyjmuje si¢ 0° =1, co gwarantuje ciaglo$é funkeji L
wzgledem parametru & dla dowolnie ustalonej wartosci funkcji d.

Wartos¢ funkcji d jest réwna liczbie tych wspotrzednych wektoréw y oraz y,,
na ktérych wektory te sa rézne, a zatem wielko$¢ k— d(y, y;) wskazuje liczbe
wspotrzednych, na ktérych wektory te sa réwne, i reprezentuje wspomniane
wczesnigj ,,podobienstwo” wektoréw binarnych.

Funkcja L pelni rolg, jaka w definicji (3.3) odgrywato jadro K. Nietrudno po-
kazaé, ze

Y Funkeja ta odgrywa role zdefiniowanej w punkcie 2.1.2 gestosci prawdopodobiefistwa £, jed-
nakze ze wzgledu na niespelnienie warunku (2.10) nie moze byé uzyta explicite zgodnie ze wzo-
rem (2.11).
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ZL(y,yi)zl dla dowolnych & € [0,5; 1] oraz y; € {0, 1}
ye{0,BF przy i=1,2,...,m. (3.128)

Im wektor y jest bardziej ,,podobny” do wartosci préby losowej y;, tym wartos¢
L(y, y;) jest wigksza. Funkcja L jest zatem nazywana jadrem binarnym.

Z kolei parametr & ma analogiczne znaczenie dla jadra L jak parametr / dla
jadra K z definicji (3.3). Niech warto$¢ proby losowej y; bedzie dowolnie usta-
lona. W przypadku & = 1 ze wzoru (3.126) otrzymuje si¢

1 dla y=y,

L(y,y:)= 3.129
> ¥i) {0 da y#y. ( )

a zatem funkcja L jest ,,skoncentrowana” na y;. W drugim przypadku granicz-
nym, to znaczy gdy & = 0,5, warto$¢ funkcji L jest stata i wynosi 1/2% dla dowol-
nego y e {0, 1}%, jest zatem niezalezna od wartosci proby y. Dla wartosci
& e (0,5; 1) wystepuja przypadki posrednie: im wartos¢ tego parametru jest bliz-
sza 1, tym wartosci funkcji L( -, y;) bardziej wzrastaja w otoczeniu y;, natomiast
im jest ona blizsza 0,5, tym bardziej funkcja ta upodobnia si¢ do funkcji stalej.

Przenoszac te rozwazania na funkcje p zdefiniowana wzorem (3.125), moz-
na zauwazyé, iz w przypadku § = 0,5 powyzsza funkcja jest stata o wartosci 1/2%,
a zatem jest niezalezna od uzyskanej doswiadczalnie proby losowej (3.124).
Z kolei, jesli 8= 1, to wartosci p(y) sa tozsame ze wspomnianym klasycznym
ujeciem prawdopodobiefistwa i sa rowne ilorazowi liczby wystapien wektora
y w prébie losowej do jej licznosci. W przypadkach posrednich & € (0,5; 1) na
warto$¢ p(y) maja wptyw wszystkie elementy uzyskanej do$wiadczalnie proby
losowej, przy czym im bardziej dany element proby losowej jest ,,podobny” do y,
tym wplyw ten jest wigkszy. O stopniu owego wplywu stanowi wartos¢ parame-
tru & — im warto$¢ ta jest wieksza, tym wplyw staje si¢ mmiejszy. Wiasnosci
funkcji L dla 8 — 0,5” przypominaja zatem whasnosci jadra K, gdy 4 — 07, po-
dobnie jak 8 — 1~ oraz h — 0. Przez analogig, stata § jest zatem okreslana mia-
nem binarnego parametru wygladzania.

W praktyce warto$¢ binarnego parametru wygladzania wyznacza sig, mini-
malizujac funkcje g: [0,5; 1] = IR zdefiniowang wzorem

g@®=-] [ -, (3.130)
i=1

gdzie p_; dlai=1, 2, ..., m oznacza estymator (3.125) wyznaczony na podsta-

wie proby losowej yi, Y2, s Vil, Vitl, - Ym» @ Zatem proby (3.124) z pomi-
nieciem i-tego elementu. Procedur¢ wyznaczenia minimum funkcji g mozna
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zrealizowad, wykorzystujac algorytm opisany wzorami (3.88)-(3.105), przyjmu-
jac we wstepnym kroku

ay =0,5, (3.131)
by =1 (3.132)

1 zastgpujac w ostatnim, 4-tym, kroku wzory (3.104)-(3.105) odpowiednio
przez: )
m jezeli g(ps)<g(gs), to nalezy przyjaé

5=H 14 (3.133)
2
| jezeli g(p,)>g(qs), to
azl’-‘;i. (3.134)

Minimum jest wtedy wyznaczane z doktadnos$cia

A+l A+1
A=t —an%[ﬂz‘—lj (bo—ao)%(ﬁzi} . (3.139)

Oznaczajac — jak poprzednio — zadana dokladno$¢ przez A > 0, mozna stad obli-
czy¢ wymagana liczbe iteracji

4 =Tnt[ 10441 -1, (3.136)

]

2

gdzie th(c) oznacza najmniejsza liczbg catkowita wieksza Iub réwna ¢ € RR.
W szczego6lnoscei dla wystarczajacego w praktyce

A=0,01 (3.137)
ofrzymuje si¢ 7
/£ =6. (3.138)

Czasochtonne obliczenia warto$ci funkcji g, zdefiniowanej wzorem (3.130),
beda zatem wykonywane 8-krotnie.
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. . . X
Na koniec zostanie rozwazona (n + k)-wymiarowa zmienna losowa Z = { v |

bedaca zestawieniem rozwazanej dotychczas w niniejszej ksiazce n-wymiarowej
zmiennej X oraz wprowadzonej powyzej k-wymiarowej binarnej zmiennej Y,
z zachowaniem przyjetych dla nich oznaczen. Jezeli estymator jadrowy

f ‘IR" % {0, 1¥ —[0,0) zmiennej losowej Z jest wyznaczany na podstawie

m-elementowej proby losowej

HiNEN
A7 , (3.139)
N Y2 Yom

to w podstawowej postaci definiuje si¢ go wzorem

NIEIAER R o e '
(f,p)[[yD—mhngK( P jL(y,yl), (3.140)

natomiast w przypadku stosowania modyfikacji parametru wygtadzania ma po-
staé

N IEZ A ’"_1_ X=X _
(f’p)ﬂyD_mh"zsi” K( . ]L(y,yo. (3.141)

i=1

Nalezy tu jednak zaznaczy¢, ze w praktycznych zastosowaniach estymatorow
jadrowych podstawowa informacja jest zawarta w skladowych rozpatrywanej
dotychczas zmiennej X, a sktadowe binarne zmiennej ¥ stanowia jedynie ich
uzupelnienie. Dlatego wydaje sig, iz dla spéjnosci zapisu warto traktowac po-
wyzsze jako estymator jadrowy zmiennej losowej X ( jak to byto dotychczas roz-
wazane) z dodatkiem sktadowych binarnych reprezentowanych przez zmienng Y,
zapisujac wzory (3.140)-(3.141) w postaci

Al X _ 1 m x—x; |
fﬂyD_mh";K( h jL(y’y') (3.142)

oraz

Al X 1 m 1 X=X
f(u] =i 2 5" K( hs; jL(y, s (3.143)

i=l

czyli pomijajac w zapisie lewych stron symbol p. Ostatecznie, zaleznoscei (3.142)-
-(3.143) dostarczaja definicji estymatora jadrowego z dodatkowym uwzgled-
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nieniem skladowych binarnych, odpowiednio, w postaci podstawowej i w przy-
padku stosowania modyfikacji parametru wygladzania. Warto powtérzy¢, iz
w praktycznych zastosowaniach, a zwlaszcza w najbardziej ztozonych zada-
niach, procedura taka moze zapewni¢ znaczace korzyéci, pozwalajac uwzglednié
nie tylko wielkosci bedace ze swej natury binarnymi, ale takze wielkoéci o od-
miennym charakterze, lecz uproszczone do postaci binarnej, ktére ze wzgledu na
pomniejsze dla zagadnienia znaczenie musialyby by¢ pominiete. Nalezy jednak
przestrzec przed zbyt pochopnym wilaczaniem do modelu wielkoéci binarnych,
zwlaszcza pojedynczej, czyli przy k= 1. Jezeli bowiem rozklady zmiennej X
zbyt r6znig si¢ miedzy soba dla wartosci binarnych 0 oraz 1, to korzystniejsze
moze okaza¢ si¢ uwzglednienie dwoch niezaleznych modeli odrebnie dla tych
wartosci, biorac nawet pod uwage to, ze licznosci préb losowych uzytych do
konstrukcji kazdego z nich bylyby o okoto potowe mniejsze. Pozytywne aspekty
wprowadzenia wielkosci binarnych wyraziscie uwidaczniaja si¢ przy wiekszej
liczbie wspotrzednych o tym charakterze. Ograniczenie stanowia tu jednak wy-
magania dotyczace licznosci proby losowej, wzrastajace wraz z powiekszaniem
wymiaru k. Zagadnienie to bgdzie tematem rozwazan przedstawionych w na-
stgpnym punkcie.

3.1.9. Licznos¢ proby losowe;

Ostatnig wielko$cia wymagajaca uscislenia jest licznos$¢ proby losowej m. War-
to$¢ tego parametru ma znaczacy wplyw na jako$¢ otrzymanego estymatora
Jadrowego. Z teoretycznego punktu widzenia, ze wzgledu na wlasno$ci asympto-
tycznej nieobciazonosci i zgodnosci oraz zmniejszanie si¢ wariancji estymatora
1 jego bledu sredniokwadratowego, wskazana jest jak najwieksza liczno$é proby
losowe;j. Jednakze w praktyce konieczny staje sie kompromis, w ktérym bylyby
takze uwzglednione aspekty praktyczne, a zwlaszcza dostepnosé i koszty uzy-
skiwania danych oraz ograniczenia czasowe obliczei. Wymagana liczno$¢ préby
zalezy przede wszystkim od wymiaru badanej zmiennej losowej, a takze od wlas-
nosci jej rozktadu, zwlaszcza od liczby wartosci modalnych oraz symetrii po-
szczegolnych, zwigzanych z tymi warto§ciami sktadnikéw. Ponadto w zagadnie-
niach aplikacyjnych pewien wplyw moze mie¢ skorelowanie poszczegdlnych
elementéw proby losowej, gdyz zatozenie, iz proba ta jest prosta, nie zawsze jest
w praktyce spelnione. Zagadnienia te beda kolejno rozwazane w niniejszym
punkcie.

W przypadku stosowania podstawowej postaci estymatora jadrowego (3.3)
mozna jako liczno$¢ proby, konieczng do zapewnienia 10-procentowej do-
kfadnosci w punkcie zero dla n-wymiarowego standardowego rozktadu nor-
malnego, przyja¢ w przyblizeniu warto$é 4”. Ze wzgledu na szczegdlng re-
gularnos¢ tego rozktadu oraz mato rygorystyczny charakter powyzszego kry-
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terium wydaje si¢, ze warto$¢ ta stanowi bezwzgledne minimum. Wida¢ jed-
nak, iz wraz ze zwi¢kszaniem wymiaru » wymagana liczno$é proby gwal-
townie ro$nie. Uwidacznia sie tu zjawisko powszechnie wystepujace podczas
statystycznej analizy wielowymiarowych zmiennych losowych, ktore otrzy-
mato nawet swoista nazwg ,,przeklefistwa wielowymiarowosci”. Jest ono
wszakze calkowicie uzasadnione, jesli uwzgledni¢ mnogos¢ i ré6znorodnosé
informacji o wszechstronnych zalezno$ciach miedzy poszczegdlnymi wspot-
rzednymi wielowymiarowej zmiennej, zawartych w estymatorze jadrowym.
Charakteryzuje on bowiem nie tylko rozklady poszezegdlnych (pojedynczych)
wspbtrzednych, ale takze ztozone zaleznoéci miedzy nimi, zaréwno bilateral-
ne (miedzy kazda para wspéhrzednych), jak i miedzy ich grupami (przykla-
dowo, okreslajac w przypadku pigciowymiarowym prawdopodobienstwo, ze
warto$ci dwéch pierwszych wspélrzednych badanej zmiennej naleza do pew-
nego zbioru z przestrzeni IR?, gdy warto$ci trzech kolejnych naleza do innego
podzbioru R).

Ocena stopnia trudnosci estymacji poszczegdlnych rozktadow jest mozliwa
na podstawie kryterium scalkowanego bledu $redniokwadratowego MISE,
w szczegblnosci wzoru na jego wartos¢ (3.32), uogdlnionego dla przypadku
wielowymiarowego do postaci (3.39). Wskazuje na to wystepujace tam wy-
razenie Z( f), zdefiniowane wzorami (3.19) 1 (3.3 5)-(3.36). W przeciwiefistwie
jednak do rozwazanych wczesniej czynnikéw zwiazanych z postacia jadra,
ktérych warto§¢ mogla podlegaé optymalizacji poprzez odpowiedni wybor
postaci funkcji K, warto$¢ wyrazenia Z(f) jest determinowana przez bada-
na rzeczywisto$¢ i jedyne mozliwe w tym zakresie dzialanie stanowi odpo-
wiednie dopasowanie warto$ci parametru m, czyli licznoéci posiadanej proby
losowej.

Najpierw zostanie rozpatrzony przypadek jednowymiarowy: I tak, w nawia-
zaniu do wzoru (3.32), bedzie rozwazana warto$¢ czynnika [Z(f )/m4]1/ 3 czyli

1

[77co de |
= (3.144)

m4

Wiynikajace stad wnioski sa korzystne z aplikacyjnego punktu widzenia. Jezeli
bowiem dla jednego z ewentualnie poréwnywanych rozkltadéw wyrazenie
r 7"(x)*dx byloby w-krotnie wigksze, to aby otrzymac te sama warto$¢ biedu
estymacji, liczno$¢ proby losowej nalezy zwiekszy¢ tylko 4/w “krotnie. Co wig-

cej, gdy nie jest to mozliwe, wowczas warto$é bledu powiekszy si¢ jedynie
3w “krotnie.

104



3.1. JADROWY ESTYMATOR GESTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Rozpatrzmy teraz mozliwe rozklady zmiennej losowej ,,przeskalowane” tak,
aby ich wariancja byta jednostkowa (w przypadku estymatora jadrowego funkcje
t¢ spelnia optymalny dobér wartosci parametru wygladzania). Wyrazenie

fw S"(x)*dx przyjmuje wtedy najmniejsza warto$¢ dla rozktadu beta z parame-

trami p = 4, g = 4 (por. rys. 2.2). Rozktad ten okazuje si¢ zatem najdogodniejszy
do szacowania za pomoca estymatoréw jadrowych. Wykres jego gestosci praw-
dopodobienstwa przypomina wykres gestosci rozktadu normalnego, aczkolwiek
no$nik jest ograniczony. Generalnie rozktad beta przy p =4, g =4 jest unimo-
dalny oraz symetryczny, i ogélnie rozklady tego typu sa najdogodniejsze do
estymacji za pomocg estymatoréw jadrowych. Wymagane licznosci préby loso-
wej nie 16znig si¢ znaczaco w klasie rozkladéw o tych wilasnosciach: na przy-
ktad w przypadku rozktadu normalnego roznica ta wynosi 9%. Uzasadnia to
uzycie powszechnie znanego rozkladu normalnego w celu sformulowania, na
poczatku niniejszych rozwazan, wstepnego oszacowania minimalnej licznosci
proby losowe;j.

Wielomodalno$¢ badanego rozktadu skutkuje wzrostem wymagan dotycza-
cych licznosei proby. W przypadku takiego rozktadu funkcja /" naprzemiennie

00
bowiem rosnie i maleje, co znaczaco zwicksza warto$é wyrazenia I F(x)*dx.
— 00

Fakt ten mozna inaczej zinterpretowal, zauwazajac, ze kazdy ze skladnikéw
zwigzanych z poszczegdélnymi warto$ciami modalnymi jest jak gdyby estymo-
wany jedynie na podstawie czesci proby losowej. Generalnie dwumodalno$é
implikuje koniecznos¢ prawie dwukrotnego powiekszenia licznodci proby, jed-
nak dalsze zwickszanie liczby warto$ci modalnych powoduje juz wolniejszy niz
wprost proporcjonalny wzrost wymagan w tym zakresie.

Podobna analize mozna przeprowadzi¢ w odniesieniu do wlasnosci syme-
trii badanego rozkladu. W przypadku rozktadéw wielomodalnych wlasnosé ta
nie jest tu jednak rozumiana w aspekcie globalnym, lecz odrebnie jako syme-
tria poszczegdlnych sktadnikéw zwiazanych z warto$ciami modalnymi. Trud-
nosci wynikle z faktu estymacji niesymetrycznej funkcji f za pomoca kombi-
nacji liniowej symetrycznych z zalozenia funkcji K sa intuicyjnie zrozumiale.
Ze wzgledu na ztozony i czgsto lokalny charakter tego zjawiska wielko$é ko-
niecznego zwigkszenia licznosci proby losowej trudno tu wyrazié w sposéb
Scisly, ale w praktyce niesymetria rozktadu rzadko wymaga jej wzrostu wiek-
szego niz dwukrotny.

W punkcie 2.2.1 zostato zalozone, ze rozwazane w tej ksiazce proby losowe
sa proste, a zatem ich poszczegoélne elementy pozostaja niezalezne. W praktyce
oznacza to niezalezno$¢ eksperymentéw, na podstawie ktorych wartosci te zo-
staty uzyskane. Metodyke konstruowania estymatoréw jadrowych mozna jednak
stosowa¢ rowniez w przypadku, gdy wykorzystana do tego celu préba losowa
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nie jest prosta, a jej elementy sa skorelowane, aczkolwiek wymaga to migdzy
innymi odpowiedniego zwigkszenia licznosci tej proby. Wymaganie takie jest
intuicyjnie oczywiste, gdyz w takiej sytuacji kazdy element wnosi mniej infor-
macji, poniewaz jej cze$¢ jest juz zawarta w skorelowanych z nim elementach
proby. Najczesciej zdarza sig¢ to, gdy wartodci proby losowej sg otrzymywane
sekwencyjnie w miare uptywu czasu, a kazdy element jest w pewnym stopniu
zwiazany ze swym poprzednikiem. Typowy przyklad reprezentuja tu dane mete-
orologiczne. Korelacja rzadko wymaga znaczacego zwigkszenia licznoei proby
losowej, w praktyce wielkos$¢ ta wynosi najczesciej 10-30%.

Dla wielowymiarowej zmiennej losowej wzor (3.144) uogdlnia sig, uwzgled-
niajac zalezno$¢ (3.39) wraz z (3.35)-(3.36), do postaci

.
x n 82f(x) n+4
j (Z B ]dx . (3.145)

i=1

=00

m4/n

W przypadku w-krotnego zwigkszenia licznika powyzszego wyrazenia, w celu
uzyskania tego samego bledu estymacji nalezy liczno$é proby losowej zwigk-

szy¢ 4/% -krotnie. Gdyby to nie nastapilo, warto$¢ tego bledu zwigkszy si¢

MMVW -krotnie. Powyzsze wyniki sg zatem bardziej wymagajace niz w opisy-
wanym wzorem (3.144) przypadku jednowymiarowej zmiennej losowej. Na
przyktad gdyby przyja¢ w=2, to dla n=1, n=2, n=4 wartos¢ proby nalezy
zwigkszy¢, odpowiednio, o 18, 41, 100%, a w przypadku niemoznosci spetnienia
tego warunku warto$¢ bledu wzrostaby, odpowiednio, o 15, 26, 41%. Pozostata
cze$é rozwazan dotyczacych rozkladéw wielomodalnych, niesymetrycznych,
a takze skorelowanych wartosci proby losowej jest taka sama, jak przedstawiono
wezesniej dla jednowymiarowej zmiennej losowe;.

I na koniec, w przypadku obecnosci k£ wspolrzednych binarnych licznos¢
proby, wynikajaca z opisanej powyzszej analizy, nalezy w praktyce dodatkowo
pomnozy¢ przez (3/2)".

Oprécz przedstawionych aspektéw istnieje wiele innych pomniejszych czyn-
nikéw, ktore moga implikowaé potrzebg zwigkszenia liczno$ci proby, na przyktad
mniejsza efektywno$¢ uzytego — z uwagi na wymagania aplikacyjne — jadra.
Jednakze zaprezentowane dodatkowe procedury, jak transformacja liniowa,
a zwlaszcza modyfikacja parametru wygltadzania, umozliwiaja istotng redukcje
skutkéw powyzszego. Co wigeej, w poszcezegolnych przypadkach korzystne moga
byé takze proponowane opcjonalne procedury, na przyktad ograniczenia nosnika
estymatora jadrowego. Warto bowiem zauwazy¢, ze skrajnie niesymetryczne
rozklady, jak na przyktad wykladniczy (por. rys. 2.2), sa zwiazane z ogranicze-
niem no$nika badanej zmiennej i zastosowanie tej procedury w znaczacym stop-
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niu redukuje negatywne skutki niesymetrii. Mnogosé¢ i ztozonosé POWYyZszych
zjawisk nie pozwalaja na skonstruowanie uniwersalnej formuty umozliwiajace;
wyznaczenie wymaganej licznosci proby losowej. Nie miataby ona zresztg prak-
tycznego znaczenia, gdyz w zagadnieniach aplikacyjnych trudno jest arbitralnje
ustali¢ zadang jako$¢ modelu. Ocena jakosci nierzadko wymaga wszechstron-
nych badan i rekurencyjnej modyfikacji modelu w celu ostatecznego ustalenia
kompromisu migdzy jego dokladnoscia a kosztami uzyskiwania danych oraz
pozadana w dalszych fazach analizy prostota i szybkoscia obliczeniowa.

Podsumowujac: w niniejszym punkcie zostata przedstawiona analiza po-
zwalajaca na wstgpne oszacowanie licznosci préby losowej wymaganej w celu
wyznaczenia estymatora jadrowego. Dla konkretnego wymiaru 7 jako wyjscio-
wa wielkos¢ mozna przyja¢ warto§é 4", ewentualnie mnozac ja przez wspét-
czynnik wynikajacy z obecnosci k zmiennych binarnych (3/2)*. Z kolei uzyskany
wynik mnozy si¢ przez heurystycznie okre$lane wspotczynniki zwiazane z ko-
niecznoscig polepszenia jakosci estymacji, wielomodalno$cia i niesymetrig roz-
ktadu oraz korelacja elementéw préby losowej — w praktyce iloczyn tych wspél-
czynnikow wynosi najczesciej 3-10, w ekstremalnych przypadkach nawet 100.
Dla jednowymiarowej zmiennej losowej wymagana liczno§¢ préby wynosi
w praktyce 20-50, odpowiednio zwigkszajac si¢ wraz ze wzrostem wymiaru
zmiennej. Jednak dzigki wspotczesnej technice komputerowej, nawet w szcze-
golnie ztozonych zagadnieniach wielowymiarowych i wielomodalnych, nie musi
to obecnie stanowi¢ istotnej przeszkody aplikacyjnej. Zawsze nalezy przeciez
pamieta¢ o znaczacych korzysciach wynikajacych ze stosowania metod estyma-
¢ji nieparametrycznej, w tym estymatoréw jadrowych. Umozliwiaja one bowiem
identyfikacje charakterystyki wystgpujacych w zadaniach praktycznych roz-
ktadow, aczkolwiek wymagaja stosownej liczno$ci préby, adekwatnej do mno-
gosci 1 wszechstronnosci zawartej informacji, ktéra mozna w zréznicowany
sposob wykorzysta¢ w dalszej analizie na potrzeby konkretnych zagadnief
aplikacyjnych.

Przedstawiony powyzej punkt widzenia jest typowy dla tradycyjnej sta-
tystyki matematycznej. Celem estymacji jest tu mozliwie jak najdoktadniejsze
scharakteryzowanie, na podstawie proby, abstrakcyjnej zmiennej losowej opisu-
jacej badany fragment rzeczywistosci. Odmienny punkt widzenia jest prezen-
towany w ramach naturalnej koncepcji analizy danych. Gléwny zamyst stanowi
tu uzyskanie z préby losowej mozliwie jak najbardziej uzytecznych dla danego
zagadnienia informacji. Poniewaz nie ma tu zadnego abstrakcyjnego nawet
wzorca, wige zamiast dokladno$ci rozwaza si¢ raczej adekwatno$é, a przede
wszystkim potencjalng przydatnos¢ modelu otrzymanego z posiadanej proby.
W tym przypadku formutowane w niniejszym punkcie wymagania dotyczace
niezbednej licznosci proby losowej maja znaczenie drugorzedne — podstawo-
wym zagadnieniem staje si¢ praktyczna uzyteczno$¢ otrzymanego wyniku.
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3.1.10. Przyktady

Niniejszy punkt zawiera pigé przykladow ilustrujacych aspekty obliczeniowe
przedstawionej uprzednio metodyki konstruowania estymatoréw jadrowych.
Wszechstronne mozliwosci aplikacyjne powoduja, iz estymatory te moga by¢
stosowane przez specjalistow z dziedzin niezwiazanych $cisle z matematyka.
W tych przypadkach cenna wydaje si¢ mozliwos$¢ sprawdzenia poprawnosci
interpretacji poszczegdlnych procedur i wzoréw, ktore beda zilustrowane na
konkretnych przykladach obliczeniowych. W celu zapewnienia przejrzystosci
przyklady te zostang skonstruowane dla prob co najwyzej piecioelemento-
wych, absolutnie nieakceptowalnych w praktyce. Aplikacyjna uzyteczno$é
estymatorow jadrowych jest bowiem nieodtacznie zwiazana z zastosowaniem
systemoéw komputerowych, ale przy stosowanych w takich przypadkach liczno$-
ciach proby przedstawione obliczenia bylyby calkowicie nieczytelne. Warto
w tym miejscu przypomnie¢ tre$¢ punktu 3.1.9, a jako przyklad uzasadniony
z punktu widzenia uwarunkowan aplikacyjnych przywotaé estymator jadrowy
pokazany we wstepie na rysunku 1.6 dla ztozonej struktury danych, a uzyskany
na podstawie 200-elementowej préby losowej.

Ponizej zostanie przedstawionych pig¢ przyktadéw obejmujacych wszystkie
opisane w niniejszej monografii procedury, w ktorych rozwazane beda kolejno:
jednowymiarowa zmienna losowa,
jednowymiarowa zmienna losowa z ograniczeniem no$nika,

e jednowymiarowa zmienna losowa ze sktadowq binarna,
B wielowymiarowa zmienna losowa z uzyciem jadra produktowego,
® wielowymiarowa zmienna losowa z uzyciem jadra radialnego.

Przyklad 3.1 — jednowymiarowa zmienna losowa

W niniejszym przyktadzie bgdzie rozwazana jednowymiarowa zmienna losowa X
(n = 1) 1 uzyskana z niej trojelementowa préba losowa (m = 3) o wartosciach

x=3, x =33, x3=5. (3.146)

Jak wielokrotnie byto podkreslane, wybor jadra, czyli postaci funkeji K, mo-
ze by¢ dokonany arbitralnie, zgodnie z wymaganiami péZniejszej ~analizy
w rozwazanym zagadnieniu praktycznym. Nie majac konkretnych wskazaf lub
podczas wstegpnych czynnosci wygodnie jest wybra¢ jadro normalne (3.44), po-
wtorzone ponizej w postaci

! ex (—ﬁ] | (3.147)
Ton P 5 ) .

Jadro to bedzie stosowane w niniejszym przyktadzie.

Kn(x) =
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W przypadku rozwazanej tu jednowymiarowej zmiennej losowej do wyzna-
czenia wartosci parametru wygladzania 4 jest zalecana metoda podstawien.
Zgodnie z ogdlnymi wskazaniami zatozono drugi jej rzad. Najpierw, na podsta-
wie wzoru (2.47), oblicza si¢ warto$é estymatora wariancji:

1
3-1

p

(32+33%+ 52)—3—15(3 +3,3+5)2=1163, (3.148)

a po podstawieniu do zaleznosci (2.48) — estymatora odchylenia standardowego:

& =4/1,163 =1,078. ' (3.149)

Przyjmujac — jak to jest powszechnie czynione w metodzie podstawien — iz do
estymacji kolejnych pochodnych jest stosowane jadro normalne (3.44) zapisane
ponizej zgodnie z wprowadzonymi uprzednio oznaczeniami jako

! ex (—ﬁ) (3.150)
Jn T2 ) '

otrzymuje si¢ z zaleznosci (3.65), ze

IZN(X) =

105

g =—————
P 32.n-1,078°

=0,942, (3.151)

a podstawiajac powyzszy wynik wraz z réwnosciami (3.72) i (3.76) do wzoru
(3.66):

1/9

N S
hy=| —— Y20 _q174, (3.152)
1.0,042-3

Na podstawie zaleznosci (3.64) mozna stad obliczy¢

Ce 1174 = ! K® 3-3 + K®© 3___32§ +K® 3-5 +
3747 (1174 1174 1174
R0 3B3 3 ge[ 33233 ), ge 33251,
L174 L 1174 1,174

+K© 53 +K©® 533 +K® >3 , (3.153)
L174 1,174 L174
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a po uwzglednieniu postaci funkcji K© okreslonej poprzez (3.75):
Cs. 1174 = 0,036 (5,984 —-4,682+1,281-4,682-5,984+ 3,164 +
+1,281+3,164—-5,984) =-0,663.

(3.154)

Podstawiajac powyzsze wraz z réwnosciami (3.72) 1 (3.74) do wzoru (3.67),

uzyskuje sie
, 3 17
p=|— Y20 007
1--0,663-3

i ponownie na podstawie zaleznosci (3.64) mozna otrzymad

Cy. 13027:2_1_5_ K® 3-3 + K@ 3-33 +R@® 3-5 N
3-1,027 1,027 1,027 1,027

+K® 33-3 +K@® 33-33 + K@ 33-5 +
1,027 1,027 1,027

+ 12(4)(_5‘_3)+ K® (ﬂ] + 1}(4)(&]}
1,027 1,027 1,027
a po uscisleniu postaci funkcji K® dzigki rownaniu (3.73):
Ca 1007 =0,092(1,197+0,954-0,322+ 0,954+ 1,197 - 0,601 —
-0,322-0,601+1,197)=0,336.
Wreszcie, korzystajac z zalezno$ci (3.68), dostajemy
Z(f)=Ca; 1007 = 0,336, ‘

co wraz z wartoscia

W(Kn)
U(Kn)?

=0,354,

(3.155)

(3.156)

(3.157)

(3.158)

(3.159)

otrzymang z réwnosci (3.61) dla jadra normalnego Ky, pozwala skompletowad
wielko$ci wymagane we wzorze (3.31) i uzyska¢ poszukiwang warto$¢ para-

metru wygtadzania

/s
h= 0,354 =0,811.
0,336-3

(3.160)
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~ Korzystajac z zaleznosci okreslajacych jadro K (3.147) i parametr wygladza-
nia (3.160), mozna zapisa¢ podstawowa posta¢ estymatora jadrowego (3.3):

Foye— Lt | L A(x=3 Y] 1 [ (=337
3.0811) var P 2l0811) | Van ¥ T2l 01t

i exp| - 223 2 (3.161)
NeY 200811 :

1 ostatecznie po wymnozeniu

2 2
~ 1({x-3 1({x=-33
=0,160 - + -— : +
7@ {exr{ 2(0,811” eXp[ 2[0,811”

1 x-5Y
+exp(—5[0’8“] H (3.162)

llustracje powyzszego wyniku stanowi rysunek 3.11.

e

0,34

0,24

0,14

i

0

Rys. 3.11

T T K ) T T

2 4 6 8
X1X2 X3

><"

. Estymator jadrowy (3.162) — postaé podstawowa
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Procedura modyfikacji parametru wygtadzania jest realizowana na podstawie
algorytmu zdefiniowanego wzorami (3.112)-(3.115). Dysponujac obliczong po-
wyzej podstawowa postacig estymatora jadrowego (3.162), mozna wyznaczy¢
jego wartosci dla poszczegdlnych elementéw proby losowej (3.146):

2 2
]AF(X1)=J}(3)=O,l60{exp[—%(§;13l) ]%XPL_%(B;)_&;??) }L

A
1{3-5
+exp| ——| ——| ||=0,317, 3.163
eXp( 2[0,811” (3.163)
Fa) = F(3,3)=0,160 | exp| —+| 22 Ve _L[(33-33Y],
2 > > P 9 0,811 p 7 0’811
+ex _Lf33-5 2 =0,327 (3.164)
Py 0,811 welh :

. o 1(5-3Y 1(5-33Y
f(x:)=f(5)=0,160 {exp{—g(—ojguj ]*exp("i( 0,811 ] }
texp _1(5-5 2 =0.185 » (3.165)
210811 T ‘

a—na podstawie zalezno$ci (3.113) — ich $rednig geometryczna

5= expe[ln(o,_% 17) +n(0,327) + 1n(0,185)]j =0,268. (3.166)

Warto$ci parametrow modyfikujacych sa obliczane ze wzoru (3.112) z podsta-
wieniem réwnosci (3.115) 1 wynosza zatem

12
s=[ 221701 o019, (3.167)
0,268
12
s, =| 3271 _ 0905, (3.168)
0,268
12
oy =| Q1851 504, (3.169)
0,268
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Estymator jadrowy z modyfikacja parametru wygladzania (3.114) jest wigc
okre$lony jako

Foy=ro IO T
3.0,811| 0,919+2n P 210,811-0,919
+—————1 ex 1 _*¥=33 2 +
0,905+/21 P73 0,811-0,905

2
1 1 x-5
+—————exp| ——| ————— | |}, 3.170
1,204/2 p[ 2(0,811-1,204) H (3170

a po dokonaniu stosownych operacji arytmetycznych:

2 2
, 1( x-3 1{x-33
=0,178 exp| —— +0,181exp| ——| —=| |+
/) Xp[ 2[0,745]] XF{ 2(0,734)]

2
1{ x=5
+0,136 —-—— . 3.171
exp( 2(0,976)} ( )
A
&)
0,3
0,2
0,14
0 ' 2 ” 4 " 6 ' § x
X1%2 X3

Rys. 3.12. Estymator jadrowy (3.171) — z modyfikacja parametru wygladzania
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Powyiszg postaé nalezy traktowaé jako fundamentalng na potrzeby prak-
tycznych zastosowan. Zostala ona zilustrowana na rysunku 3.12, w szczegolno-
sci dla poréwnania z rysunkiem 3.11. Mozna bowiem zauwazy¢, iz jadra odpo-
wiadajace dwom pierwszym elementom proby losowej zostaly ,,wyszczuplone”,
co pozwala lepiej scharakteryzowaé badany rozktad w otoczeniu wartoéci mo-
dalnej, natomiast jadro odpowiadajace nieco oddalonemu trzeciemu elementowi
jest ,,sptaszczone”, zgodnie ze specyfika ,,ogonéw” rozktadu probabilistycznego.
Przy uzywanych w praktyce, istotnie liczniejszych prébach, tego typu efekty sa
zZnacznie intensywniejsze.

Przyklad 3.2 — jednowymiarowa zmienna losowa z ograniczeniem no$nika

W niniejszym przykladzie bedzie rozwazana — podobnie jak w przyktadzie 3.1 —
jednowymiarowa zmienna losowa X i uzyskana z niej trdjelementowa préba
(3.146), aczkolwiek przy dodatkowym zatozeniu, iz nosnik tej zmiennej jest lewo-
stronnie ograniczony wartoscia 1,5, a zatem jest zawarty w przedziale [1,5; o).

Z uwagi na zbiezno$¢ uwarunkowan niniejszego zagadnienia z tematem
przyktadu 3.1 zalozenia i obliczenia prowadzace do konstrukcji estymatora ja-
drowego z modyfikacja parametru wygladzania (3.171) sa identyczne. Wobec
przyjetego teraz dodatkowo warunku ograniczenia nosnika do przedziatu
[1,5; o) zostanie wprowadzone oznaczenie x. = 1,5, po czym — w konsekwencji
wzoru (3.116) — zalezno$é

1, gdy x>15,

(3.172)
0, gdy x<L)5,

A1L,5; ) (x)= {

okreslajaca funkcje charakterystyczna tego przedzialu. Dysponujac réwnoscia
(3.171), po zastosowaniu wzoru (3.119) uzyskuje si¢ ostatecznie nastepujaca
postaé estymatora jadrowego z ograniczeniem nosnika:

2 2
" 1{ x-3 1 x
= Y51y (x)| 0,178 exp| —— +0,178 exp| —— +
J(x)=xps. )(X){ P[ 2[0’745J ] XP( 2(0,745j ]
2 2
+018Texp| —~ 2232 s 0u81exp| - L[ ZE23 | |,
2 0,734 21 0,734

2 2
10136 exp| - 22| 40136 exp| - 2F2) || (3.173)
210,976 210,976

Jego wykres jest pokazany na rysunku 3.13.
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Fe

0,3+

0,2+

0,14

Y

54 T 5 TJo 2 4 6 | s«
2x X3 x4 X%y X3
2x 4%y

Rys. 3.13. Estymator jadrowy (3.173) — z ograniczeniem no$nika

Przyklad 3.3 — jednowymiarowa zmienna losowa ze skladowg binarng

W niniejszym przykladzie zostanie rozpatrzona — podobnie jak w przykiadach 3.1
i 3.2 — jednowymiarowa zmienna losowa X (n=1), lecz tym razem zestawiona
z jednowymiarowa zmienna binarng Y (k= 1). Niech ponadto dana bedzie, uzy-
skana dla stanowiacej ich zestawienie dwuwymiarowej zmiennej losowej

X
Z= {Y , pigcioelementowa proba losowa (m = 5) o wartosciach

L =L B m
weHob =L

Najpierw nalezy wyznaczy¢ estymator jadrowy dla zmiennej losowej X, stano-
wiacej pierwsza wspotrzedna zmiennej Z. Powtarzajac procedurg z przykiadu 3.1
wobec proby losowej

X = 4, Xy = 5, X3 :5,3, X4 :7, Xs :8, (3175)
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otrzymuje si¢ nastgpujace wartodci parametrow: # = 1,150, s; = 1,028, s, = 0,953,
53 = 0,879, 54 = 0,997, s5s = 1,165, i w rezultacie odpowiednik wzoru (3.171):

1{x—4 2 1{ x-5 2
= 0,067 exp| —— +0,073 exp| —— +
S P 2(1,182” =P ( 2[1,096]]
2 2
10,079 exp| —~| =33 140,070 exp| —H Z=L| |+
2\ 1,011 2( 1,147

1 x—8Y
+0,060 exp ——(’“ j ] (3.176)

211,340

Wykres powyzszej funkcji jest przedstawiony na rysunku 3.14.

i
F&®)
0,2

0,14

T T T K T o

0 2 4 6 8 10 12 x
xl x2x3 X4 x5

Rys. 3.14. Estymator jadrowy (3.176) — bez uwzglednienia sktadowej binarnej
Zostanie teraz okreslony estymator jadrowy dla zmiennej binarnej Y, stano-

wiacej druga wspotrzedng zmiennej losowej Z. Rozwazana zatem bedzie proba
losowa

yi=1 ya=L y3=1, ya=0, ys=1 3.177)
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Najpierw wyznacza si¢ warto$¢ binarnego parametru wygtadzania 8. Po-

szczegblne czynniki funkcji g zdefiniowanej réwnoscia (3.130) przyjmuja tu
— zgodnie ze wzorami (3.125)-(3.126) — postac

P = %[81"”’(” 2) (1= §)d0172) 4 §l=drs) (1 = §)F0173) 4

+ §l-d iy (1 _ 5)d(y1 74) 4 §l-dn.ys) (1 _ S)d(% ,¥s) ]’ (3. 1 78)
ﬁfz (yz) - %[61~d(yz,%)(1 _ S)d(yz,yx) + 61Ad(yz,y3)(1 — 5)d(yz,y3) +

+ 5102 ya) (1 = §)d0274) 4 §1-d02.03) (] §)0205) ], (3.179)
pPs(s) = %[51“’”3 D (1= §)40s 1) 4 §l=d0522) (] = §)0302) 4

+ 8105 (1 = §)40304) 4§39 (1 = §)A03-39) ], (3.180)
]3'40,4) - %[81“{(“’”)(1 — 5)d(y4,y|) + 61—d(y4,y2)(1 _ S)d(%h) "

B0 (1= §)0475) 4 Gl (1 )0, (3.181)
Pos(ys) = %[61-"%%(1 _B)d0s) 4 gl (1 - ) +

+ 8105y (1 = §)90rsva) Jl-ds,y0) (1 - §)40s a7, (3.182)

Uwzgledniajac, iz na podstawie zaleznosci (3.127):

d(yi,y2)=d(y2, 1) =0, (3.183)
dy,y3)=d(ys, 1) =0, (3.184)
d(yi,ya)=d(ys, y) =1 (3.185)
d(y,ys)=d(ys,») =0, (3.186)
d(y2,y3)=d(y3,y2) =0, (3.187)
d(y2,ya)=d(ya,y2) =1, (3.188)
d(y2,y5)=d(ys,y2) =0, (3.189)
d(y3,y4)=d(ys,y3) =1, (3.190)
d(ys,ys) =d(ys,»3) =0, (3.191)
d(ya,ys)=d(ys,ys) =1, (3.192)
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otrzymuje si¢ stad

. _ L _1

Pan) = 3(1-8)+5+5+ 8] = [1+28),
fu(yz)=—};[(1—6>+6+6+6]:%[1+26],
ﬁ43<y3):%[(1—6)+6+6+6]=§[1+28],
Pra(re) =11 -8+ (1=8) +(1=8)+1-8)] =13,

P-s(¥s) =%[(1— 8)+8+8+68]= %[1 +28],
a zatem sama funkcja g jest ostatecznie dana wzorem

L 41—
§(8) =55 (1+28)'(1-8).

(3.193)

(3.194)

(3.195)

(3.196)

(3.197)

(3.198)

Do wyznaczenia wartosci, dla ktérej przyjmuje ona minimum na przedziale
[0,5; 1], zostanie uzyty algorytm okreélony wzorami (3.131)-(3.132) 1 (3.88)-
-(3.103) oraz (3.133)~(3.134). Przyjmujac zatem ao = 0,5 1 by = 1, otrzymuje sig¢
w kroku wstepnym po= 0,691 1 go=0,809 oraz g(po)=-0,038858 i g(qo) =
=-0,035049. Zakladajac doktadnos¢ A=0,01, dzigki rdéwnosciom (3.136)~(3.138)

wiadomo, ze konieczne bedzie wykonanie 6 iteracji. I tak

(1) dla k= 1: poniewaz g(po) < g(go), wiec na podstawie zaleznosci (3.92)-(3.97)

uzyskuje sie
ar=ay=0,5,

b] = qO - 07809:

J5-1

p=b —T(b'l —a)=0,618,

QI = pO = 076917

1
g(p)= —55“8(1 +2p)* (1= py) =-0,037300,

g(q) = g(po)=-0,038858;

(3.199)

(3.200)
(3.201)
(3.202)
(3.203)

(3.204)
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(2) dla k= 2: poniewaz g(p1) > g(q1), wiec na podstawie zaleznos$ci (3.98)-(3.103)

otrzymuje si¢
a, = p; =0,618,
b, =b =0,809,
p2=q1=0,691,
V5-1
2
g(p2) = g(q1) = -0,038858,

g, =a; + (bz “dz)=0,736,

1
g(q2)= —ﬁ(l+2qz)4(l—qz) =-0,038509;

(3.205)
(3.206)
(3.207)

(3.208)
(3.209)

(3.210)

(3) dla £ = 3: poniewaz g(p,) < g(g2), wigc na podstawie zaleznosci (3.92)-(3.97)

uzyskuje sie
ay =ay = 0,618,
b3 = q2 = 097367

J5-1

2
gz = P2 = 0,691,

ps=b3— (bs —a3) = 0,663,

1
g(ps)= ——2—53(1 +2p3)*(1— p3) =-0,038533,

g(q3) = g(p>) =-0,038856;

(3.211)
(3.212)

(3.213)
(3.214)
(3.215)

(3.216)

(4) dla k= 4: poniewaz g(p3) > g(g3), wiec na podstawie zaleznosci (3.98)-(3.103)

otrzymuje si¢
as = p3 = 0,663,
by =by =0,736,
ps =q5 =0,691,
J5-1
2
g(ps) = g(gq3) =-0,038856,

gs=as+ (b4 —614) = 09708’

1
g(qa)=-o 1+ 2q4)*(1-g4) = -0,038862;

(3.217)
(3.218)
(3.219)

(3.220)
(3.221)

(3.222)
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(5) dla k=35: poniewaz g(p4) > g(g4), Wiec ponownie na podstawie zaleznosci
(3.98)-(3.103) uzyskuje sig

as = ps = 0,691, (3.223)
bs = b, = 0,736, (3.224)
Ps =q4 =0,708, (3.225)
gs = as + J§2—1 (bs —as)=0,719, (3.226)
g(ps) = g(qs) =—0,038862, (3.227)
£(45) =~ (142:)%(1- g5) =~0.038778; (3.228)

(6) dla &= 6: poniewaz g(ps) < g(gs), wiec na podstawie zaleznosci (3.92)-(3.97)
otrzymuje sie

as = as = 0,691, (3.229)
be =qs = 0,719, (3.230)
Do =bs — ‘52"1 (b —ag) = 0,702, (3.231)
g = ps =0,708, (3.232)
£(00) =5 (14 2p0)* (1= p) =~0,038875. (3.233)
g(gqs) = g(ps)=-0,038778. (3.234)
I ostatecznie, poniewaz g(ps) < g(qg), wiec korzystajac z réwnosci (3.133), uzys-
kuje sig
5= 5’6—*2—"91 = 0,700. (3.235)

A teraz, uwzgledniajac, iz y; =y, = y3 =ys = 1 1 y4 = 0 oraz ze y moze przyjac
jedynie warto$¢é 0 albo 1, ze wzoru (3.126) otrzymuje sie

Ly, »)=L(»n,y2)=L(y,y3)=L(»,y5)=0,77 0,377, (3.236)

L(y,y4)=0,7"7 03", (3.237)
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czyli na podstawie definicji (3.125) mozna stad uzyskaé estymator jadrowy dla
zmiennej binarnej Y:

p(») =§0,7y 0,3 +%0,71‘y 0,3”. (3.238)
I wreszcie, taczac zaleznosci (3.176) oraz (3.236)-(3.237), otrzymujemy

ostatecznie na podstawie definicji (3.143) estymator jadrowy zmiennej losowej
bedacej zestawieniem zmiennych X1 Y:

2
Al 11=0,067 exp S x24T 03 4
y 201,182
1(x=5Y 1(x=53Y
40,073 exp| ——| — 0,770,317 + 0,079 exp| ——| 2—=>| [0,770,3 +
211,096 2\ 1,011

2 2
+0,070 exp| — 1jx=7 0,7-70,3” + 0,060 exp =8 0,770,3'.
211,147 , 211,340

(3.239)
W szczegolnosei, dlay = 0:
x 1(x-4Y 1(x=5Y
f =0,047 exp| —— *- +0,051exp| —— RamCEN B
0 211,182 211,096
2 2
+0,055exp _1fx=s3 +0,021exp _AfxT +
21 1,011 211,147
1(x-8Y
+0,042 exp| — — , 3.240
P73 (1,340) } (3.240)
natomiastdlay = 1:
2 2
1 211,182 211,096
2 2
+0,024 exp _Lfx=33 +0,049 exp _1fx-7 +
211,011 211,147
1(x-8Y
+0,018exp| —— | =— . 3.241
P 2. 1,340] J ( )
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A

A
/@
0,2

0,14

l
0 2 4 6 g 10 12 x

R T x
12
X1 XoXg X4 X5

Rys. 3.15. Estymator jadrowy (3.240) — dla ustalonej wartosci zmiennej binarnej y = 0
i
J®

0,2+

0 2 4 6 8 10 12 x
X1 XoX3 X4 X5

Rys. 3.16. Estymator jadrowy (3.241) — dla ustalonej wartosci zmiennej binarnej y = 1
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Funkcje (3.240)-(3.241) sa pokazane kolejno na rysunkach 3.15 i 3.16. Wyniki
te warto poréwnaé z estymatorem (3.176) zilustrowanym na rysunku 3.14,
otrzymanym dla zmiennej losowej X, czyli przy pominigciu informacji reprezen-
towanej przez zmienna binarna Y. Ot6z, wida¢, iz w przypadku funkcji (3.240)
z rysunku 3.15, uzyskanej przy ustalonej wartosci zmiennej binarnej y =0,
_wzmocnieniu” uleglo jadro czwarte — odpowiadajace z4, czyli temu elementowi
proby losowej (3.174), dla ktorego druga wspéirzedna ys = 0. Podobnie jest
w przypadku funkcji (3.241) z rysunku 3.16, otrzymanej przy ustalonej wartosci
y=1: ,wzmocnieniu” ulegly jadra przyporzadkowane pozostalym elementom
proby (3.174), ktérych drugie wspotrzedne y; =y, =y; =ys = 1. Tak wigc dla
ustalonej wartoci zmiennej binarnej nastgpuje zwigkszenie znaczenia tych ja-
der, ktére odpowiadaja owej ustalonej wartosci, a wplyw pozostalych ulega
zmniejszeniu, aczkolwick nie catkowitej likwidacji.

Przyklad 3.4 — wielowymiarowa zmienna losowa z uzyciem jadra produktowego

W niniejszym przyktadzie jest rozpatrywana dwuwymiarowa zmienna losowa X
(n=2), a do konstrukcji estymatora jadrowego zostanie zastosowane jadro pro-
duktowe (3.48). Niech wiec dana bedzie uzyskana dla tej zmiennej trojelemen-
towa proba losowa (m = 3) o warto$ciach

—3 —3’3 —5 3.242
x1_6ax2'"79-x3"4' . )

Rozwazajac probe losows ztozong z pierwszych wspétrzednych powyzszej
proby, czyli

X1 = 3, X7 33,3, X3 — 5, (3243)

po przyjeciu jako 97" (jednowymiarowego) jadra normalnego (3.44), w przed-
stawionym wczesniej przyktadzie 3.1 uzyskano warto$¢ parametru wygladzania

h =0,811. (3.244)

Postepujac analogicznie dla proby losowej sktadajacej si¢ z drugich wspOlrzed-
nych préby (3.242), to znaczy

X1 = 6, Xy = 7, X3 = 4, (3245)
mozna otrzymac _
hp =1,412. (3.246)

Uzyskany w ten sposob dla jadra produktowego (3.48) estymator jadrowy w pod-
stawowej postaci (3.3) jest dany wzorem
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2 2
~ ~ a7 1 1 1 Fsl —3 1 Xy — 6
X)= = —exp| —— exp| — — +
/@) fﬂ.mD 3-0,811-1,412{2n p{ 2[0,811)} p[ 2(1,412)}
! 1(m-33Y 1 =7Y
+—exXp| ——| ——— expl —— +
2n 2 0811 21 1,412
1 1 -5Y (g —aY
+"—6Xp —— expl ——
21 21 0,811 2 1,412

czyli po dokonaniu stosownych dzialaf algebraicznych
2 2
A ” al 1 > & e 3 I — 6
x)= =0,046| exp; —— + +
/) f(L.ZD p( 2{(0,811] (1,412) D
2=33Y [a=7Y

+exp| ——|| —— | + +

0,811 1,412

B _s 2 4 2
+exp ——|| 2L +| =2 . (3.248)
2| 0,811 1,412

(3.247)

IO

—

[\

f—

Estymator ten zostat zilustrowany na rysunku 3.17.

Procedura modyfikacji parametru wygltadzania jest realizowana na podstawie
algorytmu (3.112)-(3.115). Dysponujac obliczona powyzej podstawowa postacia
estymatora jadrowego (3.248), mozna zatem wyznaczy¢ jego wartosci dla po-
szczegoblnych elementdw proby losowej (3.242):

A e C1((3-3  (6-6Y
o= -oolef 4252 (52T

11(3-33Y) (6-7Y
+exp| —— + +
210,811 1,412

2 2
+exp 1 (3_5j +(6"4] } =0,081, (3.249)

0,811 1,412
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0 T T T
-2 0

2

4

6 8

Rys. 3.17. Poziomice estymatora jadrowego (3.248) — z uzyciem jadra produktowego, postaé pod-

2
=0,046| exp _1f33=3 + 7-6
211 0,811 1,412

stawowa

. (13,3

f(x2)= fﬂ }
7

+ex —l
P 2
+exp| — l
P 2

(
(

33-5

33-33Y
0,811

7-4

(=]

0,811

J

1,412

o=

I

(3.250)
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- A5 5-3 4-6Y
= 0,046 - + +
S f(LD exl{ 2{(0,811) [1,412} D
5233\ (4-7Y]
+ +
0,811 1,412
B 2 2
+exp| —— S5 ) (44 =0,047, (3.251)
210811/ "\ 1,412

ich §rednia geometryczna

+exp| —

o=

—

s = exp(é [In(0,081) + In(0,080) + In(0,047 )]) =0,067 (3.252)
i wreszcie warto$ci parametrow modyfikujacych
-1/2
s = 0,081 =0,896, (3.253)
0,067
-2
§y = 0,080 =0,915, (3.254)
0,067
-1/2
83 = 0,047 =1194. (3.255)
0,067

Estymator jadrowy z modyfikacjg parametru wygladzania jest wigc okreslony jako

o1
we - asoms (t)|
=0,046 +| ——— +
0811 0896 1,412-0,896
{ (oons) (waom) )
+ - +| — +
0,9152 0,811- 0915 1,412-0,915

2 2
+ Lexp 1 417 ) O 4 (3.256)
1,1942 2(10,811-1,194 1,412-1,194
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i ostatecznie po wykonaniu stosownych dziatan:

7 1 3Y’ 6)
Fo) =1 120,057 expl —=|| 2= | +] 22— +
f@=7 [LZD *p 2{( o,727j (1,265
B 2 2
10,055 exp || B33 | [zl
2|\ 0,742 1,292

1 =5Y (ap-aY
+0,032 exp| ——|| = +] 22 . (3.257)
210,968 1,686

Tustracje powyzszego wyniku stanowi rysunek 3.18.
Poréwnujac rysunki 3.17 i 3.18, ponownie mozna zauwazy¢ pozytywny wy-
nik dziatania procedury modyfikacji parametru wygtadzania. Na drugim z nich

A

Ly

10+

0 T T T 7 T T T T T T T B

-2 0 2 4 6 8 sl

Rys. 3.18. Poziomice estymatora jadrowego (3.257) — z uzyciem jadra produktowego, z modyfikacja
parametru wygladzania
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poziomice wokot trzeciego, oddalonego elementu proby losowej sa wyraznie
rzadsze, co $wiadczy o ,,wygladzeniu” tego fragmentu estymatora. Przeciwnie,
poziomice w otoczeniu warto$ci modalnej generowanej przez dwa pierwsze ele-
menty proby losowej sa zdecydowanie gestsze, co dowodzi dodatkowego ,,wy-
szczuplenia” tej jego czesci.

Przyklad 3.5 — wielowymiarowa zmienna losowa z uzyciem jadra radialnego

W niniejszym przykladzie bedzie rozpatrywana — podobnie jak poprzednio —
dwuwymiarowa zmienna losowa X 1 uzyskana z niej proba (3.242), przy czym
do konstrukeji estymatora jadrowego zostanie tutaj zastosowane jadro radialne
z uwzglednieniem transformacji liniowej (3.50). Jak uprzednio, jadro %" przy-
jeto w postaci (jednowymiarowego) jadra normalnego (3.44).

Ponizsze obliczenia sg przedstawione z zastosowaniem pelnej postaci macie-
rzy transformacji liniowej (3.53) — przypadek postaci diagonalnej (3.52) bedzie
skomentowany na koncu przyktadu. A zatem najpierw zostanie wyznaczona ma-
cierz transformacji liniowej. Uwzgledniajac zalezno$é (2.30) z podstawieniem
(2.25), (2.27) i (2.29) oraz stosujac odpowiednio wzory estymatorow (2.52)
1(2.56), mozna kolejno otrzymaé elementy estymatora macierzy kowariancji:

covy =W :%(32 +3,32 +52)-§%(3+3,3+5)2 =1,163, (3.258)

covy =covyy :%(3-6+3,3-7+5-4)—%(3+3,3+5)(6+7+4):

=—-1,467, ‘ (3.259)
oV = Vs %(62 +7% + 42)‘3%(“ 7+4)* =2,333. (3.260)

Pelna posta¢ macierzy transformacji liniowej (3.58) jest zatem dana wzorem

1,163 —1,467
= ; (3.261)
-1,467 2,333
tatwo stad otrzymad
det(R)=0,561, (3.262)
4,157 2,614
T = . (3.263)
2,614 2,072

Korzystajac z zaleznosci (3.50) i dodatkowo odczytujac z rysunku 3.4 dlan=2
stala ¢, o, mozna napisa¢ réwnanie radialnego jadra normalnego:
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K(x) 1 1 4,157 2614 (3.264)
X)=————exp| ——x" . .
40,561 2n P 2 2,614 2 072

Warto$¢ parametru wygtadzania estymatora jadrowego zostanie wyznaczona
z wykorzystaniem metody krzyzowego uwiarygodnienia. Zgodnie z zaleznoécia
(3.87) kwadrat splotowy powyzszego jadra jest dany wzorem

N 1 1 4,157 2614
K™?(x) =——=———exp| ——xT ) (3.265)
0,561 4= 4 2,614 2072

Po wykonaniu stosownych dziatan zaleznosci (3.264)-(3.265) przyjmuja odpo-
wiednio postaé

K(x)= K[{” D =0,212exp(=2,07822 + 2,6 14.x1.ry —~1,036.2,7),  (3.266)
X
K2(x) = K[['” D = 0,106 exp(~1,039.11> + 1,307,212, — 0,518.2,7).  (3.267)
¥ &)
Funkcja g okreslona wzorami (3.79)~(3.81) jest zatem dana nastepujaca rOwnoscia:

Do N

czyli uwzgledniajac zaleznosci (3 266)-(3.267) i wartosci proby losowej (3.242),
otrzymuje si¢

gh)= ——{O 012 exp(0) — 2- 0,024 exp(0) +

_ —\2 _ Ao 2
+0,0126Xp( 1,039(3,3-3)* +1,307(3,3 —3)(7— 6) - 0,518(7 — 6) j”

h2

—_ —13)2 _ —6) — —£\2
2.002 4exp( 2,078(3,3—3)% +2,614(3,3—3)(7 - 6) —1,036(7 — 6) )+

h2

_ Y B . P
+0,0126Xp[ 1,039(5-3) +1,307(5~3)(4 - 6) - 0,518(4-6) j_

hZ

— —_\2 _ _ _ _ 2
—2-0,024exp( 2,078(5-3)" +2,614(5-3)(4-6) ~1,036(4 - 6) j+

h2

cdn.
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cd.

~1,039(3-3,3)% +1,307(3=3,3)(6 - 7) — 0,518(6 — 7)? j _

+0,012 exp[ B

_ _ 2 B L 2
—2-0,024exp( 2,078(3-3,3) +27614(3hz 33)(6—7) ~1,036(6—7) ]+
+0,012 exp(0) — 2 - 0,024 exp(0) +

~1,039(5-3,3)2 +1,307(5-3,3)(4—7)—0,518(4—7)? }_

+0,012 exp( B

—2,078(5-3,3)% +2,614(5-3,3)(4—7) —1,036(4 — 7)? J .
hZ

-2-0,024 exp(

~1,039(3—5)2 +1,307(3 - 5)(6 —4) — 0,518(6 —4)2)_

- 40,012 exp[ B

—2,078(3—5)? +2,614(3 - 5)(6 — 4) —1,036(6 — 4)° ) .

-2-0,024 exp( e

~1,039(3,3—5)2 +1,307(3,3— 5)(7— 6) — 0,518(7 — 4)° J _

+0,012 exp[ B

—2,078(3,3 - 5)% +2,614(33 - 5)(7 - 4) —1,036(7 — 4)? J .\

-2-0,024 exp( B

+0,012 exp(0) — 20,024 exp(0) + 0,141}, (3.269)

a wigc ostatecznie po wymnozeniu i pogrupowaniu sktadnikow:

ghy=— |:0033+00126Xp( Oh l9j 07096€Xp(_0];j39j+
+0,012e P( 12684) 0,096exp(—32’2368)+

+0,012¢ p( 12684) O,O96exp[_19’773ﬂ. (3.270)

hZ

Minimum powyzszej funkeji bedzie poszukiwane na zbiorze okreslonym za-
leznocia (3.108). W tym celu nalezy najpierw obliczy¢ warto$¢ parametru wy-
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gladzania za pomoca metody przyblizonej. I tak, podstawiajac n =2 do wzoréw
(3.60) i (3.62), otrzymuje si¢, odpowiednio:

2(£) =24 0159, (3.271)
24n

wEK) 1

UK 2°mn2®

=0,020, (3.272)

a stad na podstawie roéwnosci (3.38):

1/6
o = 2-0,020 =0,662. (3.273)
0,159-3

Zgodnie z zalezno$cia (3.108) jako zakres poszukiwan nalezy zatem przyjaé
przedziat

{hf:, 4ho} =[0,165;2,648]. (3.274)

Do wyznaczenia minimum funkcji g warto uzy¢ algorytmu opartego na me-
todzie ztotego podziahu (3.88)-(3.105), analogicznie jak bylo to pokazane w przy-
ktadzie 3.3. Jednak gdy w konkretnym zadaniu aplikacyjnym nie ma istotnych
ograniczen dotyczacych czasu obliczen, mozna wyznaczy¢ owe minimum, uzy-

&)

0,1+
0_

—0,1+—e » . -
0] 1 2 | 3 x
0,165 hg=1,049" h=1,080 2,648

Rys. 3.19. Funkcja g okreslona wzorem (3.270) wraz z wielkosciami (3.273)-(3.275)

131




3. ESTYMATORY JADROWE

skujac kolejno wartosci tej funkcji w catym przedziale (3 .274) z krokiem row-
nym wymagane]j doktadnosci, ewentualnie nawet w [6/100, 4hy) analizujac jej
wykres dla unikniecia potencjalnego ,,zatamania” sig funkcji g w poblizu zera.
Na rysunku 3.19 jest pokazany otrzymany w ten sposob wykres funkeji (3.270)
na przedziale (3.274). Minimum wyznaczone z doktadnoscig 0,001 wystepu-

je dia
h=1,080. (3.275)

Z uwagi na wartosci proby losowej (3.242) oraz uzyskana postac jadra (3.266)
podstawowa postaé estymatora jadrowego (3.3) wyraza si¢ zatem wzorem

Fo=4| " e
an|) 31,0802
-3y’ ~3Y -6 ,—6Y
10,212 exp| —2,078 = —2,614 =2 2270 11,036 2 +
1,080 1,080 1,080 1,080
1 -33Y 1 =33Y a2 -7 A
10212exp| —2,078 L2 | _n614 T2 | 2201 036 22 +
1,080 1,080 \ 1,080 1,080

z 2
10212exp ~2,078 2| —2,614 122 2 =4)_ gy 22
1,080 1,080 )| 1,080 1,080

(3.276)

i ostatecznie

N N pal
fx)=r =
¥ &)
(e -3Y) =3 a2 =6 =6
= 0,056] exp| ——|| = +0,892] = X270 | 22 +
2110,530 0,530 | 0,751 )\ 0,751
B 2 2
2 =33) o[ m=33Y =T, AN
L 0530 0,530 )\ 0,751 ) | 0,751
(-5Y 25\ 4 (-4
+exp| ——| | = +0,892| 2 T . (3277
211 0,530 0,530 | 0,751 ) { 0,751

Powyzszy estymator zostal zilustrowany na rysunku 3.20. Warto réwniez po-
réwnaé uzyskana postaé estymatora z zalezno$cia (3.248) stanowiaca jej analo-

+exp| —

N | =

[
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gi¢ dla jadra produktowego. W przypadku jadra radialnego wystepujace powyzej
state 0,530 1 0,751, bedace odpowiednikami parametréw wygtadzania 0,811 i 1,412,
sq mniejsze ze wzgledu na dodatkowy wplyw pojawiajacego si¢ we wzorze (3.277)
Wyrazu mieszanego .ry.x;.

A

)

10+

0 T T T T T T T T T T T B

] 0 2 4 6 8 2

. Rys. 3.20. Poziomice estymatora jadrowego (3.277) — z uzyciem jadra radialnego

Procedura modyfikacji parametru wygladzania moze byé zrealizowana
w przypadku jadra radialnego identycznie, jak bylo to przedstawione w po-
przednim przykltadzie 3.4 dla jadra produktowego z wykorzystaniem zalez-
nosci (3.249)-(3.257).

Nalezy réwniez zaznaczy¢, ze gdyby we wzorze (3.259) przyjaé covi, =
=cov,; =0, to macierz transformacji liniowej przyjetaby postaé diagonalng
(3.52), a dalsza cz¢s¢ procedury bylaby analogiczna do przedstawionej powyzej
w niniejszym przykladzie dla postaci pelnej. Jesli jednak stosowane jest jadro
normalne, to postgpowanie takie nie ma praktycznego uzasadnienia. Dzicki wla-
snosci funkcji eksponencjalnej e™** =e*e™ jadro radialne z diagonalna po-
stacia macierzy transformacji ma bowiem posta¢ taka sama jak jadro produkto-
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we, a poniewaz procedura konstrukcji estymatora z jadrem produktowym jest
znacznie dogodniejsza, zatem uzycie jadra radialnego byloby w tym przypadku
bezcelowe.

Interpretujac uzyskana posta¢ estymatora (3.277), a zwlaszcza ilustracje jego
wykresu zawartg na rysunku 3.20, mozna zauwazy¢ wlasciwe dopasowanie kie-
runku ,rozciagniecia” poziomic do kierunku ,rozciagniecia” elementéw proby
losowej. Zostato to uzyskane w wyniku uzycia pelnej postaci macierzy trans-
formacji liniowej. Co wiecej, wszystkie elementy proby losowej leza na tej sa-
mej poziomicy. Otrzymana regularnos¢ uwiarygodnia i stanowi cenng ilustracje
poprawnosci metodycznej przedstawionego algorytmu. Sytuacja taka moze wy-
stapi¢ jedynie przy probie tréjelementowej, gdyz pelna posta¢ macierzy trans-
formacji liniowej ma wlasnie trzy stopnie swobody — trzy niezalezne parame-
try”. Jednakze na skutek ulokowania wszystkich elementéw proby losowej na
jednej poziomicy konieczne stato si¢ pominigcie procedury modyfikacji parame-
tru wygtadzania, gdyz jej naturainym rezultatem bylby w tym przypadku try-
wialny wynik s; = s, = s3 = 1. Nie zmniejsza to jednak praktycznie uzytecznosci
powyzszego przyktadu, gdyz w przypadku jadra radialnego procedura modyfi-
kacji bytaby identyczna z przedstawiona w przykladzie 3.4 dla jadra produkto-
wego. Przyktad 3.5 zostal zatem rozwazony z uzyciem proby trdjelementowej
nie tylko w celu uproszczenia wielocztonowych w tym przypadku wzoréw, ale
przede wszystkim w celu zilustrowania wspomnianej powyzej, obrazowej regu-
larnosci.

Uwagi bibliograficzne

Fumdamentalnymi podrecznikami dotyczacymi statystycznych estymatorow ja-
drowych, w ktorych mozna znalez¢ przedstawione w tym podrozdziale podsta-
wowe definicje, wzory i algorytmy z klasycznego zakresu tego materiatu, sa
pionierska publikacja [62] oraz praca [68]. Druga z nich jest lepiej uporzadko-
wana i zawiera wyniki nowszych badan, ale pierwsza wydaje sie bardziej przy-
datna dla praktykow polegajacych w wigkszym stopniu na ntuicji. Z kolei pozy-
cje [10, 50, 54, 59, 60] moga stanowic ich cenne uzupehienie. W literaturze
polskojezycznej wystepuja jedynie krotkie notki w nielicznych podrecznikach,
na przyktad [13, 20, 36]. Obecnie w czasopismach naukowych ukazuje sig
znaczna ilogé artykuléw, zwlaszeza z zakresu zastosowan statystyki, przedsta-
wiajacych nowe, aczkolwiek czgsto fragmentaryczne i niesprawdzone jeszcze
koncepcje.

D Stanowi to obrazows analogie do klasycznej whasnodci z zakresu interpolacji wielomianowe;.
Otoz, przy dowolnie zadanych »n wartosciach funkeji, mozliwe jest ,,przeprowadzenic” przez nie
wielomianu stopnia 7 — 1, czyli — uwzgledniajac wyraz wolny — majacego n wspdlezynnikow.
W szozegdlnosci przez trzy punkty moziiwe jest L przeprowadzenie” tréjmianu kwadratowego
ax* + bx + ¢, a zatem wiclomianu o trzech wspotczynnikach, czyli trzech stopniach swobody.
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Informacje z zakresu wzmiankowanych w niniejszym podrozdziale aspektow
matematycznych i obliczeniowych mozna uzupeié, korzystajac z licznych mo-
nografii przedmiotowych. I tak, z zakresu rachunku catkowego warto skorzystaé
z klasycznego podrecznika [16], positkujac sie réwniez tablicami [52, 58]. Pod-
stawowe algorytmy numeryczne s prezentowane w pracach [9, 57, 63]
1 dodatkowo z dziedziny zagadnien algebry liniowej w ksiazce [30]. Procedurom
znajdowania minimum funkcji zostaly po§wigcone publikacje [17, 61].

Wiele przedstawionych w niniejszym podrozdziale aspektéw stanowi przed-
miot szczegdtowych badan prowadzonych w ramach prac {8, 46, 55, 66].

3.2. Jadrowe estymatory innych charakterystyk
probabilistycznych

Rozwazana w poprzednim podrozdziale gestosé prawdopodobiefistwa dostarcza
uzytecznego i uniwersalnego opisu badanego zjawiska losowego. Jednak poza
bezposrednim wykorzystaniem do badan statystycznych, analizy danych lub -
wizualizacji wynikéw jej estymator moze by¢ takze podstawa do wyznaczenia |
innych charakterystyk rozkladu prawdopodobienstwa, zaréwno funkeyjnych, jak
1 jego parametréw, z doktadnoscia czesto przewyzszajaca metody klasyczne. |
Jako przyktad pierwszego z powyzszych zagadnien zostanie zaprezentowane za- |
danie estymacji dystrybuanty (punkt 3.2.1), a jako przyklad drugiego — estyma-

cja kwantyla (punkt 3.2.2). W kolejnej czedci niniejszego podrozdziatu (punkt
3.2.3) bedzie wprowadzona koncepcja jadrowego estymatora charakterystyk wa- t
runkowych, udcislona wobec uprzednio rozpatrywanych: gestosci prawdopodo-

biefistwa, dystrybuanty i kwantyla.

3.2.1. Jadrowy estymator dystrybuanty

Najpierw bedzie rozwazany przypadek jednowymiarowej zmiennej losowe;.
Dla przypomnienia materiatu przedstawionego w punkcie 2.1.2, dystrybuante
zmiennej losowej o rozkladzie ¢ stanowi funkcja F: IR — [0, 1] dana wzorem
F(x) = &((—0, x)). Jej warto$¢ dla argumentu x jest zatem réwna prawdopodo-
bienstwu, ze rozwazana zmienna losowa przyjmuje wartosci mniejsze od x. Je-
zeli — jak zatozono generalnie w niniejszej monografii — istnieje gestos¢ praw-
dopodobienstwa f; to miedzy funkcjami F oraz fzachodzi zwiazek

F(x)= j £ ) du. (3.278)
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Niech wiec dana bedzie jednowymiarowa zmienna losowa X, kiorej rozktad
ma gesto$é prawdopodobienstwa spetniajaca warunki (3.13)-(3.15), a takze uzy-
skana z niej m-elementowa proba losowa

X1 Xy eeey Xmpe (3.279)
Stosujac metodyke przedstawiona w podrozdziale 3.1, mozna wyznaczy¢ jadro-
wy estymator gestosci prawdopodobienstwa /} , Po czym — na podstawie wzoru

(2.278) — okresli¢ jadrowy estymator dystrybuanty F:R —[0,1] zgodnie z na-
turalng w tej sytuacji zaleznoscia

F(x)= j F(u) du. (3.280)

Po podstawieniu do powyzszej réwnosci podstawowe] postaci jadrowego esty-
matora gestosci prawdopodobienstwa (3.3) otrzymuje si¢

F(x):-ni—hi JK(” ;lx"jdu. (3.281)

i=]

Oznaczajac jako I: IR — [0, 1] funkcje pierwotna jadra K, czyli

I(x)= ]K(u) du, (3.282)

=00

i uwzgledniajac pochodna funkcji wewnetrznej, mozna zdefinjowaé ostatecznie
podstawowa postac¢ jadrowego estymatora dystrybuanty nastepujacym wzorem:

F(x) :%il(";x" ) (3.283)
i=1

Powyzszy estymator zostal pokazany na rysunku 3.21. Funkcje I oraz, w kon-

sekwencji, F sa ciagle i niemalejace. Jezeli stosuje si¢ jadro K o warto$ciach
dodatnich, to funkcja I, a wigc takze F , jest (§cile) rosnaca.

Rowniez w przypadku estymatora dystrybuanty wartoéé parametru wygla-
dzania # mozna wyznaczy¢ w praktyce zgodnie z procedurami podanymi w punk-
cie 3.1.5, opartymi na kryterium scatkowanego bledu $redniokwadratowego
MISE. Przy wyborze postaci jadra K — poza specyficznymi uwarunkowaniami
badanego zagadnienia aplikacyjnego — podstawowe staje si¢ teraz jednakze wy-
maganie, aby funkcja pierwotna / mogta by¢ wyrazona dogodnym wzorem ana-
litycznym. Warunek ten spetnia wiekszo$¢ stosowanych w praktyce typow jader,
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Rys. 3.21. Jadrowy estymator dystrybuanty (3.283); por. takze rys. 1.5

oprécz normalnego (3.44). W szczegdlnosci, nawiazujac do definicji (3.40)-
-(3.45), w przypadku optymalnego w sensie kryterium scalkowanego btedu $red-
niokwadratowego MISE jadra Epanecznikowa

0 dla xe(—w, —1),
I(x)= %(—x3 +3x+2) dla xe[-1,1], (3.284)
1 dla xe(l, «),

dla jadra jednostajnego

0 dla xe(—, —1),
I(x)= %(x+l) dla xe[-1, 1], (3.285)
1 dla xe(l,©),

dla jadra dwuwagowego

0 dla xe(-o, —1),
I(x)= %(?vc5 —10x* +15x+8) dla xe[-1, 1], (3.286)
1 dla xe(l, )
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oraz jadra trojkatnego:

0 dla xe(—o, —1),
I(x)= -%sgn(x)xz +x+—;— dla xe[-1,1], (3.287)
1 dla- xe(1,»).

Jezeli jest wymagane jadro o dodatnich wartosciach, to warto wtedy zapropono-
wac¢ jadro Cauchy’ego:
2

ktorego funkcja pierwotna wyraza sig wzorem

() = 1| = farctg() + X |. (3.289)
| x?+1 2

Wartoéei funkcjonatéw (3.17)-(3.18), uzywanych w procedurach wyznaczania

warto$ci parametru wygladzania, wynosza w tym przypadku

UKK)=1, (3.290)

W (K) :ZSE' (3.291)

Efektywnos$é jadra Cauchy’ego mozna zwigkszy¢, stosujac kombinacje liniowa
— analogiczna do zaleznosci (3.46) — postaci

K(x)= KE (x) +EKC (x), (3.292)
gdzie Ky oznacza jadro Epanecznikowa (3.40), a K¢ jadro Cauchy’ego (3.288).
Dzieki wspolczynnikowi 9/10 powyzsza kombinacja ma efektywnos¢ zblizona
do efektywnosci dominujacego w niej optymalnego jadra Epanecznikowa, lecz
_domieszka” jadra Cauchy’ego zapewnia dodatnio$¢ wartosci K(x). Oczywiscie
funkcja pierwotna jqdra (3.292) wyraza si¢ wzorem

I(x)— [E(x)+ Ic(x) ' (3.293)

gdzie funkcje pierwotne Iz oraz Ic dane sa, odpowiednio, wzorami (3.284)
i (3.289). Warto$¢ parametru wygtadzania powinna by¢ wyznaczana osobno dla
jader Epanecznikowa i Cauchy’ego. W przypadku stosowania kombinacji linio-
wej jader taka odrebno$é postgpowania dotyczy réwniez dalszych, przedstawia-
nych ponizej aspektow.
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Wobec jadrowego estymatora dystrybuanty mozliwe jest stosowanie dodat-
kowych procedur, proponowanych w podrozdziale 3.1 wzgledem estymatora
gestosci prawdopodobienstwa. I tak, jesli do wzoru (3.280) podstawi¢ zaleznosc
(3.114), to jadrowy estymator dystrybuanty z modyfikacja parametru wy-
gladzania przyjmuje postaé )

F(x)= %il(xh_sx j (3.294)

przy czym parametry si, $a, ..., Sn powinny by¢ wyznaczone zgodnie z algo-
rytmem (3.112)-(3.115). Podobnie jak poprzednio, modyfikacja parametru wy-
gtadzania dodatkowo ,,splaszcza” ksztalt estymatora w obszarach matego ,,za-
geszczenia” elementéw proby losowej, w przeciwienstwie do otoczenia wartodci
modalnych, gdzie nastepuje jego ,,wyostrzenie”, co pozwala lepiej oddac specy-
fike realnych rozktadéw w obu powyzszych przypadkach. Wyjatkowo korzystne
— z praktycznego punktu widzenia — sa tu rOwniez zmniejszenie wrazliwosci
tego typu estymatora na nieprecyzyjny doboér wartoéci parametru wygladzania
i redukcja roznicy efektywnodci poszczegélnych typéw jader wzgledem opty-
malnego jadra Epanecznikowa. Ostatecznie, podobnie jak w przypadku estymato-
ra gestosci prawdopodobienistwa, takze dla jadrowego estymatora dystrybuanty
stosowanie wyjatkowo korzystnej i jednoczesnie relatywnie prostej obliczenio-
wo modyfikacji parametru wygladzania nalezy w zagadnieniach aplikacyjnych
zalecaé wrecz jako obligatoryjne. Z tego tez powodu dalsze wzory w niniej-
szym podrozdziale beda zapisywane w postaci uwzgledniajacej uzycie tej
procedury. Warto pamigta¢, iz postaé podstawowa uzyskuje sig, przyjmujac
S1=8=..=8y = 1.

Przedstawiona powyzej koncepcje¢ jadrowego estymatora dystrybuanty mozna
takze uzupetié¢ w celu uwzglednienia ograniczenia no$nika badanej zmienne;
losowej. _

Najpierw rozpatrzmy przypadek ograniczenia lewostronnego do warto$ci
x. € R. Ponownie, niech y,, ., oznacza funkcj¢ charakterystyczna przedziatu

[x., ), okreslona rownoscia (3.116). Ze wzoru (3.282) wynika wowczas, iz

[t o K 1) dt = gy (O (0) = (5] (3.295)

-0

Nawiazujac do zaleznosci (3.119), jadrowy estymator dystrybuanty jest wtedy
dany jako

- 1 & | (x—x X — X; x+x —2x X —X
F) == gy (0] 1] S | B g 2R B
) miq K )(X)[ ( hsi J [ hs; ] [ hs; j ( hs; ﬂ

(3.296)
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Spetnia on w oczywisty sposéb warunek F (x.)=0, a zatem no$nik zmiennej

losowej zawiera si¢ w przedziale [x., «). Funkcja F jest ciagla, takze na ograni-
czeniu x..

Podobnie mozna rozwazy¢ przypadek prawostronnego ograniczenia nosnika
zmiennej losowej do wartoéci x* € R. Ozﬁaczajqc przez ¥, -, funkcje charak-

terystyczna przedziatu (—co, x*] okreslona zaleznoscia (3.120), z réwnosci (3.282)
otrzymuje sie, iz

_“X(—oo,x’F ]K(M) du =

—c0

I d <x"

I(x"), gdy x>x"

Na podstawie wzoru (3.122) ]qdrowy estymator dystrybuanty jest wéwczas dany
jako

F(x)=[1- x(m](x) Zx(_m](x)“ ) (“’Z;z" ]}.(3.298)

Poniewaz, w konsekwencji zatozenia (3.5) stanowiacego o symetrii funkcji K
wzgledem zera, prawdziwe jest

([ Iy e St (3.299)
‘ hSi hs,-

(por. takze rys. 3.10), wigc estymator ten spelnia warunek F (x")=1, co impli-

kuje, ze nosnik zmiennej losowej zawiera si¢ w zatozonym przedziale (—oo, x'.
Funkcja F jest ciagla, rowniez na ograniczeniu x".

Koncepcja jadrowego estymatora dystrybuanty zostanie teraz poszerzona na
przypadek wielowymiarowy. Ot6z, rozwazajac n-wymiarowa zmienna losowa
X i dysponujac estymatorem gestosci prawdopodobienistwa f , mozna na pod-
stawie zaleznosci (2.13) zdefiniowa¢ jadrowy estymator dystrybuanty jako funk-
cje F:R" —[0,1] okreslong wzorem

X u;
Fx)=F j j j 7 ”f iy ... duy . (3.300)
T, Uy |

Jezeli zatem /: IR" — [0, 1] oznacza funkcje pierwotna jadra K, czyli
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ba Uy
5 a1 an Xy

10=1|"||= | - & |\ duy ... duy d, (3.301)
xy, Uy,

to jadrowy estymator dystrybuanty jest dany zaleznoscia
~ 15 x—x;
Fx)y=—)> 1 -1, 3.302
(x) mZ ( . j (3.302)

bedaca odpowiednikiem wzoru (3.294). Poza wymienionymi wczesniej — w trak-
cie analizy jednowymiarowej zmiennej losowej — korzy$ciami uzyskiwanymi
dzieki stosowaniu procedury modyfikacji, w przypadku wielowymiarowym
nalezy dodatkowo zaznaczy¢ zmniejszenie roznicy efektywnosci migdzy jadrem
radialnym i produktowym. Wiasnos¢ ta jest wyjatkowo uzyteczna z praktyczne-
go punktu widzenia, gdyz w zagadnieniu estymacji dystrybuanty dla przypadku
wielowymiarowego szczegdlnie preferowane jest jadro produktowe. Wtedy to
bowiem zalezno$¢ (3.301) przyjmuje dogodna postaé

x|

7

I) =1 || |29 (x)- T (x2) ..o T (), (3.303)

X

gdzie J oznacza funkcje pierwotng jednowymiarowego jadra 9. Wobec jej po-
szczegblnych czynnikéw mozna réwniez stosowa¢ w naturalny sposéb proce-
dury ograniczenia nosnika, jak bylo to przedstawione wczesniej dla przypadku
jednowymiarowej zmiennej losowe;.

Nalezy jeszcze uscisli¢, iz gdyby w specyficznym zadaniu pojawita si¢ ko-
nieczno$é stosowania wobec estymatora (3.302) radialnego jadra Cauchy’ego,
to w celu zapewnienia warunku (3.16) nalezy uogolni¢ definicjg (3.288) do postaci

a7

ap 1 1
Kx)=K|| [ j|=— , 3.304
() : ¢y (14 22 +.2f +.t 2 ( )

Xy

gdzie k = [(n + 4)/2], przy czym [d] stanowi czes¢ catkowita liczby a, natomiast
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7/ln—l

Cp = nVn J-mdu,

0

(3.305)

gdy V, oznacza objeto$¢ n-wymiarowej kuli jednostkowej w przestrzeni IR".
Wzér okreslajacy jej warto$¢ zostal podany na rysunku 3.4. Z kolei dla ustalo-

o}
nego wymiaru n, wyrazenie IO u"/(1+u?) du moze by¢ tatwo wyznaczone na

podstawie wzorow rekurencyjnych, ktére znajduja sie w tablicach catek. Na
koniec warto porownac tres¢ powyzszego akapitu z przypisem zamieszczonym
w punkcie 3.1.3.

3.2.2. Jadrowy estymator kwantyla

Dysponujac jadrowym estymatorem gestosci prawdopodobienstwa, mozna otrzy-
ma¢ nie tylko inne charakterystyki funkcyjne, ale takze parametry charaktery-
styczne rozkltadu. Nalezy jednak zaznaczy¢, Zze ze wzgledu na mnogos$é klasycz-
nych, prostych i powszechnie znanych metod ich uzyskiwania takie postepowanie
Jest zalecane jedynie w nietypowych przypadkach lub przy niekorzystnych uwa-
runkowaniach problemu.

Zagadnienie wyznaczania parametréw charakterystycznych za pomoca esty-
matoréw jadrowych zostanie ponizej przedstawione na przykladzie estymatora
kwantyla jednowymiarowej zmiennej losowej, zdefiniowanego réwnaniem (2.31).
Posrednio obejmuje to takze przypadek kwantyla wielowymiarowej zmiennej
losowej, gdyz — jak wynika z definicji (2.32) — w celu jego oszacowania nalezy
przeprowadzi¢ procedure wiasciwa jednowymiarowej zmiennej losowej wobec
dowolnie ustalonej wspotrzednej badanej zmiennej.

Rozwazmy zatem jednowymiarowa zmienna losowg o rozkladzie &° maja-
cym gestos¢ prawdopodobienstwa. Niech bgdzie takze ustalone r € (0, 1). Dla
przypomnienia: kwantylem rzedu r jest taka liczba rzeczywista ¢, ze prawdopo-
dobienstwo, iz badana zmienna losowa przyjmie warto$¢ mniejsza Iub réwna g,
wynosi 7, czyli spelniony jest warunek

P((~o0, q])=r. (3.306)

W przypadku gdy rozkiad ma ggstos¢ prawdopodobienstwa, wowezas jak wy-
nika wprost z definicji (2.11):

#({x})=0 dladowolnego xeR (3.307)
i, na podstawie zalezno$ci (2.12) stosowanej przy n =1, rc’)wnénie (3.306) mozna
zapisa¢ w postaci

F(g)=r. (3.308)
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Jezeli zatem gestos¢ prawdopodobiefistwa rozwazanej zmiennej losowej spetnia
warunki (3.13)-(3.15) i dana jest uzyskana z niej m-elementowa proba losowa

X1, X2, vy X (3.309)

to stosujac metodyke oplsanq w punkcie 3.2.1, mozna wyznaczy¢ jadrowy esty-
mator dystrybuanty F, po czym — uwzgledniajac wzér (3.308) — zdefiniowac
jadrowy estymator kwantyla ¢ € R jako rozwiazanie rownania

F(§)=r. (3.310)

Jego istnienie jest zapewnione dzigki ciaglosci funkeji F. Jezeli z kolei do kon-
strukcji jadrowego estymatora dystrybuanty uzywa si¢ jadra K o dodatnich war-
to$ciach, to funkcja ta jest ($ci$le) rosnaca i rozwigzanie powyzszego rownania
jest wtedy jedyne, co stanowi ostatecznie o istnieniu i jednoznaczno$ci zdefi-
niowanego wzorem (3.310) jadrowego estymatora kwantyla.

W celu znalezienia rozwiazania réwnania (3.310) mozna zastosowa¢ do-
godne algorytmy numeryczne. I tak na przyklad w przypadku klasycznej meto-
dy (algorytmu) Newtona, zakltadajac iz funkcja K jest dodatnia, jezeli zapisa¢
powyzsze réwnanie W rOwnowaznej postaci

F(x)—r=0 (3.311)
i traktowaé lewg strong jako funkcje

L(x)=F(x)-r, (3.312)
to z uwagi na zalezno$¢ (3.278) jej pochodna wynosi

L'(x) = f(x). (3.313)

Dysponujac skonstruowanymi na podstawie proby losowej (3.309) jadrowymi

estymatorami gestosci prawdopodobiefistwa f oraz dystrybuanty F, jadrowy
estymator kwantyla mozna wyznaczy¢ w praktyce jako granice ciggu {ék }f:o

danego wzorami

~ 1 in’ (3.314)
i1

Gon = c}k--m dla k=0, 1, (3.315)
f(G)

przy warunku stopu postaci
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~

(ox

S,
100

(3.316)

‘Qk+l —qr

gdzie ¢ oznacza estymator odchylenia standardowego (2.48). W praktyce algo-
rytm (3.314)-(3.316) wymaga kilku, najczesciej 5-7, iteracji. Typowy przyklad
jest pokazany na rysunku 3.22.

| o
| F
1_
Ny

0,8+

0,6

\ 0,4

» -

0,2+

‘ 0 T2 4 Tl s 8 100x
i‘ ‘ 90 491 92»4

| Rys. 3.22. Jadrowy estymator kwantyla (3.310) — rozwiazanie z wykorzystaniem algorytmu (3.314)-
|
y -(3.316)

W ogélnym przypadku powyzszy algorytm nie musi by¢ jednak globalnie
zbiezny. W celu wyeliminowania ewentualnej — wystepujacej sporadycznie przy
bardzo malych liczno$ciach proby losowej — rozbieznosci zalezno$¢ (3.315) na-
lezy zmodyfikowac do postaci

. _F(AqkA)—r, ody quf)—r <9
| en. f@@) | 10
i ék*ﬁ-lz
| . 6 s F(Go)-r| 6
! G ——sgn(F(qx)—r), gdy o >—,
10 ACD) 10
dla k=1,2, ., (3.317)
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ograniczajac w ten sposéb krok poszczegoélnych iteracji wartoscia 6/10, co
umozliwia osiagnigcie obszaru lokalnej zbieznosci algorytmu Newtona. Liczba
iteracji moze wzrosna¢ w tym przypadku nawet o 5-20, ale przy stosowanych
w praktyce licznosciach prob losowych rozbiezno$¢ algorytmu Newtona jest
w rozwazanym tu zagadnieniu na tyle malo prawdopodobna, iz wzér (3.317)
nalezy raczej traktowaé jako opcjonalny element zapewnienia ,bezpieczefi-
stwa” obliczen, zwlaszcza przy bardzo ztozonych programach, gdy wykrycie
przyczyn anomalii bywa niezwykle zmudne, a ich skutki moga by¢ wyjatkowo
dotkliwe.

W procesie konstruowania estymatoréw f oraz F mozna réwniez wyko-

~

rzystaé dodatkowe, opisane wczeéniej procedury. Ponownie, szczegolnie poleca
sie stosowanie modyfikacji parametru wygladzania. Mozliwe jest tez zwigk-
szenie efektywnos$ci poprzez uzycie kombinacji liniowej jader (3.292), a takze
wprowadzenie warunku ograniczenia no$nika zmiennej losowej. Nalezy jednak
pamigtac, aby wobec obu estymatorow, f oraz F, stosowaé zaréwno te same
procedury, jak i identyczne typy jader oraz wartosci parametréw wygladzania

1 modyfikujacych. Estymator /} nie jest tu bowiem traktowany jako integralne

narzedzie modelowania rzeczywistosci, lecz jedynie pochodna funkeji F, ite-
mu celowi musi by¢ podporzadkowany.

W wielu zagadnieniach aplikacyjnych jadrowy estymator kwantyla (3.310)
pozwala uzyska¢ wyniki doktadniejsze, niz zapewniaja to klasyczne estymatory
tej wielkodci, na przyktad przedstawiony w punkcie 2.2.3 estymator (2.65). Jed-
nak ze wzgledu na relatywnie duza zlozonosé¢ estymator jadrowy powinien by¢
w praktyce stosowany jedynie przy nietypowych lub niekorzystnych uwarunko-
waniach, na przyktad dla matej licznosei proby losowej i/lub skrajnych wartosci
rzedu kwantyla, czyli gdy r jest bliskie 0 albo 1. Poréwnanie koncepcji estyma-
tora klasycznego (2.65) z jadrowym (3.310) mozna bowiem zobrazowa¢ w na-
stepujacy sposéb. W przypadku pierwszego z nich, aby uzyska¢ odpowiednig
doktadno$é oszacowania, ,,po obu stronach” szacowanej wartosci kwantyla po-
winna sie znalez¢é pewna liczba elementéw proby losowej. Gdyby przyjac przy-
ktadowo, iz jest nig 5, to przy rzedzie r = 0,9 otrzymuje si¢ juz znaczng licznos¢
proby m = 50. Natomiast w przypadku drugiego z nich wptyw na poszukiwana
warto$¢ estymatora maja elementy proby losowej ulokowane ,,po obu jego stro-
nach” — wszystkie elementy proby maja zatem swoj udziat przynajmniej dzigki
,ogonom” przyporzadkowanych im jader. Przy prawidlowo skonstruowanym
estymatorze jadrowym zwigksza to mozliwosci wykorzystania danych dostep-
nych w posiadanej prébie losowej.
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| 3.2.3. Jadrowe estymatory charakterystyk warunkowych

W licznych zagadnieniach praktycznych informacja zawarta w probie losowej
moze by¢ znaczaco usci$lona, jesli w opisie rzeczywistosci zostana uwzglednio-
ne dodatkowe wielko$ci majace bezposredni wplyw na badany system, po czym
— w trakcie procedury aplikacyjnej — podane zostana wartosci, jakie w konkret-
nej sytuacji wielkosci te przyjmuja. Przyktadem moze by¢ tu sekwencja pomiarow
temperatury zewngtrznej, otrzymywanych w ustalonym miejscu o réznych po-
rach dnia i roku, w perspektywie wielu lat. Jesli pomina¢ date i godzing uzyski-
wania poszczegdlnych pomiardw, to uzyteczno$é takiej proby jest minimalna,
gdyz dane z r6znych pér dnia i roku sa nierozréznialne i podczas wnioskowa-
nia statystycznego musialyby by¢ traktowane identycznie. Informacja zawarta
w takiej probie moze by¢ znaczaco udcislona, gdyby uzna¢ date i godzine za tak
zwane zmienne warunkujace. Wéowczas, w konkretnej sytuacji badanego zagad-
nienia praktycznego, podajac ustalone (np. aktualne) wartosci tych zmiennych,
selekcjonowane sa z proby adekwatne pomiary temperatury odpowiadajace wia-
$nie tym warto$ciom. Jednak w trywialnym ujeciu oznacza to pomiary z danej
godziny i z danego dnia, czyli uzyskiwane raz w roku — z natury rzeczy jest ich
niewiele i wnioskowanie statystyczne na podstawie tak nielicznej proby losowej
byloby mato wiarygodne. Metodyka konstruowania estymatoréw jadrowych
moze dostarczyé uzytecznego dla praktycznych zastosowan aparatu matema-
tycznego do sformalizowania powyzszego zagadnienia. Brane sa tu pod uwage
wszystkie elementy proby losowej, ale im zostaly one uzyskane przy ,,blizszych”
owej ustalonej (aktualnej) wartosci zmiennych warunkujacych, tym maja wiek-
sze znaczenie. Zmienne warunkujace moga mie¢ takze charakter binarny. Przy-
kladowo, w przypadku zagadniefi wspdlczesnej medycyny wigkszos¢ danych
| moze dotyczyé calej populacji, zaréwno kobiet, jak i me¢zezyzn, ale rozwazajac
E konkretnego pacjenta, mozna uscisli¢ informacje, traktujac pte¢ jako zmienna
| warunkujaca — wtedy dane przyporzadkowane tej wlasnie plci beda mie¢ wigk-
sze znaczenie.

Rozwazana teraz bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X, a takze n'-wy-
B miarowa zmienna W, zwana dale] warunkujgca zmienng losowa. Ich zesta-

X ; . : .
wienie XW = {WjI jest wige (n + ' )-wymiarowa zmienna losowa. Na podstawie

| przyjetego w punkcie 2.1.2 zalozenia o istnieniu gestosci prawdopodobienistwa
rozwazanych rozkladéw niech fyy :R™" —[0,0) i fiy :R" —[0,) ozna-
czaja, odpowiednio, gestosci zmiennych XW oraz W. Niech takze dana bedzie
tak zwana warto$§¢ warunkujgca, czyli ustalona warto$¢ warunkujacej zmiennej

losowej w' eR", taka ze
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fr(w')>0. (3.318)

Wtedy funkcja fy -, :R" — [0, ) okreslona wzorem

Sy (X)= M—) dla kazdego x € R” (3.319)
Jwr(w?)

stanowi warunkowa gesto$¢ prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X przy
wartodci warunkujacej w". Jest to odpowiednik znanej definicji z zakresu kla-
sycznego rachunku prawdopodobienstwa:

P B) =LUCE) g1 4 Bes, gdy PB)#0. (3.320)
P(B)
Warunkowa gestos¢ prawdopodobienstwa ., mozna zatem traktowac jako

,,podstawowa” gesto$¢ przedstawiong w punkcie 2.1.2, ktérej posta¢ zostala
w zagadnieniu praktycznym usci$lona poprzez podanie w" — konkretnej warto-
$ci, jaka w danej sytuacji przyjeta zmienna warunkujaca W.

Zalozmy zatem, Ze dana jest proba losowa

{xl} {xz} {x} (3.321)
wi Wy Wiy

X
otrzymana ze zmiennej XW = {W} Jej poszczegodlne elementy sa interpretowa-

ne jako wartosci x; uzyskane ze zmiennej losowej X, gdy zmienna warunkujaca
W przyjmowata odpowiednio wartosci w;, przy i=1,2, .., m. Probe (3.321)
mozna w naturalny sposéb zdekomponowaé na dwie proby losowe: ztozona
z pierwszych n wspolrzednych

Xis X2y ooy X, ‘ (3.322)
odpowiadajaca zmiennej X, oraz sktadajaca sig z ostatnich n" wspoOlrzgdnych

Wi, Wa, ooy Wy, (3323)
przyporzadkowana zmiennej . Korzystajac z metodyki przedstawionej w pod-
rozdziale 3.1, na podstawie proby (3.321) mozna wtedy wyznaczy¢ f > czyli
jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej XW, a na

podstawie proby (3.323) mozna uzyskac fW — jadrowy estymator gestosci
zmiennej warunkujacej W. Jadrowy estymator warunkowej gestosci prawdo-
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podobienstwa jest definiowany, w naturalnej konsekwencji zaleznosci (3.319),
jako funkcja f Y= - IR" —[0,0) dana wzorem

7 . - leW (X, W*)
Sxw=w (%) NTEE (3.324)

Jezeli do konstrukcji estymatora fW stosuje si¢ jadro o dodatnich warto$ciach,
to implikowane przez nieréwnos¢ (3.318) wymaganie

Fwr(W)>0 (3.325)

jest spelnione dla dowolnego w* e IR”".

Formuta jadrowego estymatora warunkowej gesto$ci prawdopodobiefistwa
staje si¢ szczegblnie dogodna, jesli do konstrukeji estymatorow f" w1 fW uzy-
wa si¢ jader produktowych przy zalozeniu tego samego typu jadra jednowy-

miarowego %" o dodatnich warto$ciach. Wzér (3.324) mozna wéwczas usciglié
do postaci

fxyw:;y‘ (=)=

1 i 1 o Tt =Xl | gl 22T Xia o] T | g w :Wi,] e W) :Wi,?_ e Wat :Wi."'
hihy by s s, hys; By, ;i s hs; Ry s;

I W — W W3~ W2 Wy =Wy
s 1, | < . + n i1
> — | P g P2 | gt B
s/ s has; hyes;

i=1

(3.326)

przy czym hy, hy, ..., h, oraz ki, h,, ..., . reprezentuja, odpowiednio, parame-
try wygtadzania przyporzadkowane poszczegdélnym wspétrzednym zmiennych
losowych X oraz W, s, s, ..., 5, stanowia parametry modyfikujace wyznaczone

% . Xi
dla zmiennej XW, a poszczegdlne wspotrzedne wektorow x, w' i { j' s3 0zna-
Wi
czone w sposdb nastepujacy:
a0
> &)
x=| ", (3.327)
> &%
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E3
w

*
# L)

wh=| 2, (3.328)

Xil

Xi2

Xi Xin ‘
{}: T dlai=1,2, .., m (3.329)

Zdefiniujmy tak zwane parametry warunkujace d; dla i =1, 2, ..., m nastgpuja-
cym wzorem:

d; = ]n %/(M]%(MJ C/{[w] (3.330)

* * &
KY; 1 S; h 8 hn* §;

Poniewaz zostato zalozone, iz jadro 97" przyjmuje warto$ci dodatnie, wigc po-
wyzsze parametry sa wieksze od zera. Wowczas jadrowy estymator warunkowej
gestosci prawdopodobienstwa (3.326) mozna przedstawi¢ w réwnowaznej po-
staci

./A‘X]sz* (X) =

- —1_“Ziﬁ’ ( = i j/f’( s Xi2 ] ﬁ(%}
ok, dy 7 L8, S "

=1

(3.331)

Warto$¢ parametru d; charakteryzuje ,,odleglo$é” przyjetej wartosci warunku-
jacej w" od warto$ci zmiennej warunkujacej, przy ktérej zostat uzyskany i-ty
element proby losowej. Wowczas estymator (3.331) mozna zinterpretowaé jako
kombinacj¢ liniowa jader przyporzadkowanych poszczegdlnym elementom pro-
by losowej odpowiadajacej zmiennej X, przy czym wspdlczynniki powyzszej
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kombinacji charakteryzuja reprezentatywno$¢ tych elementéw dla przyjetej war-

P . . . m . rr
toéci warunkujacej w'. Czynnik E ) 1a’,- normuje warto$¢ estymatora w celu
i=
zapewnienia warunku J. Sxppow (X)dx =1.
mﬂ

Dysponujac jadrowym estymatorem warunkowej ggstosci prawdopodobien-
stwa, mozna otrzyma¢ inne warunkowe charakterystyki funkcyjne oraz parame-
try charakterystyczne rozkladu badanej zmiennej losowej. Kontynuujac zakres
rozwazan poprzednich punktow, jako przyklady zostana rozpatrzone jadrowe
estymatory warunkowej dystrybuanty i kwantyla.

I tak warunkowa dystrybuante Fy,_,~ :IR” —[0,1] mozna, w nawigzaniu

do wzoru (3.300), okresli¢ zaleznoscig

21 Uy
a7 R Uy
Fyyy - (x)= Fyp—w = _[ _[ J‘fX}sz* . duy ... duy duy,
) 00 —00 —00 )
X'y Uy

(3.332)

a nastgpnie zdefiniowaé jadrowy estymator warunkowej dystrybuanty

A

Fyproy :IR" —[0,1] w naturalnej postaci

a4l Uy
R B R x; B a2 Ty R u2 d
FX|W=W“ (x)= wazw“’ . = fX{W:w‘ . Uy ... duy du.
) —00 —00 —a0 .
Ty Uy

(3.333)

Jezeli stosuje si¢ jadra produktowe (3.48) przy tym samym typie jadra jednowy-
miarowego % o dodatnich wartosciach, to

ﬁ,\'m/:w" (x)=

n Yy — . voo— . * — . Y — . *w — PRy
Z 1’ .(/['llh_ Xil a [ Zh Xia T & nh Xin | 5 Wlh* Wil 7 w2h$ Wiz L th’; Win
o sP 1S 98§ S LS 2 8; .S
i=1 97 i 29 n o i 294 nt e
mn 1 * & * _ >
Wi = Wit 1 . W2 —Wia o Wi ~ Wi
&7 : <7 Al (o7 b
D T _
5! hy s hs; By S

i=1

(3.334)
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gdzie poszczegdlne oznaczenia sa zgodne z podanymi za pomoca Wzoréw
(3.327)-(3.329) oraz dodatkowo 9 jest funkcja pierwotng jadra 97" (por. wzor
(3.282)). W szczegolnosei, po wprowadzeniu parametrow warunkujacych dj,
zdefiniowanych zaleznoscia (3.330), jadrowy estymator warunkowej dystrybu-
anty (3.334) mozna przedstawi¢ w rownowaznej postaci

A _ 1 N X1 X1 a3 X2 X2 —Xip
P 9= — 2 ‘(/( Iis, ]7( s, j 7(75—)

de i=1

i=1

(3.335)

Podobnie jak poprzednio w przypadku gestosci prawdopodobiefistwa, estymator
(3.335) jest kombinacja liniowa funkcji pierwotnych kolejnych jader przyporzad-
kowanych poszczegélnym elementom préby losowej odpowiadajacej zmiennej
X, przy czym wspétczynniki tej kombinacji charakteryzuja reprezentatywnos¢
tych elementow dla przyjetej wartosci warunkujacej w'.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy X jest jednowymiarowa zmienna losowa.
Niech bedzie takze dana liczba r € (0, 1). Woéwczas w naturalny sposob przenosi
sie zalezno$é (3.308), definiujac warunkowy kwantyl rzedu r jako taka liczbg
rzeczywista gy, , ktora stanowi rozwiazanie rownania

Fyww (@xpp=w ) =1 (3.336)

Jadrowy estymator warunkowego kwantyla rzedu r, oznaczany dalej przez
Gxyw- € IR, mozna wtedy okresli¢ jako rozwiazanie nastgpujacego rownania:

Fywow @xwew ) =1 (3.337)
Stosowanie do konstrukcji estymatora I3 =y jadra o dodatnich wartosciach

zapewnia istnienie i jednoznaczno$¢ powyzszego rozwiazania. Co wigcej, dy-
sponujac takze jadrowym estymatorem warunkowej gestosci prawdopodo-

biefistwa [y, , wartos¢ powyzszego rozwigzania mozna wyznaczy¢ nume-

rycznie z uzyciem metody Newtona jako granice ciagu {qr} %= zdefiniowanego

wzorami
U
Go=— ) X, (3.338)
m .

~ A%
A nk r_Fx|W=w* (qr)
1 =49k = L

~ dla £=0,1, ... (3.339)
fxwzw* (9r)
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z warunkiem stopu
6

, 3.340
100 ( )

| Girr =i | <

gdzie & oznacza estymator odchylenia standardowego zmiennej losowej X,
ktéry mozna obliczy¢, stosujac wzor (2.48) wobec proby (3.322). W przypadku
rozbieznosci powyzszego algorytmu rownos¢ (3.339) nalezy zastapi¢ analo-
giczna do (3.317) zalezno$cig

o Py (@) -7 ‘FX|W=W* (Qk)—”| o

e~ gdy > —|<—,

. Frw=n (@) | Fown @ |10
Gr+1 = .

o O 2 sk Fywow (@0)—7|_ &

G ——sen(Fypoy (Gi)—r), gdy | Sr———>—,

10 fX|W:w*(qk) 10

dla k=0,1,..,  (3.341)

ograniczajac krok poszczegdlnych iteracji w celu osiagnigcia obszaru jego lo-
kalnej zbieznosci.

Przedstawiona tu metodyka obejmuje praktycznie réwniez zagadnienie esty-
macji kwantyla warunkowego n-wymiarowej zmiennej losowej, gdyz w takim
przypadku nalezy przeprowadzi¢ powyzsza procedurg, wiasciwa jednowymia-
rowej zmiennej losowej, wobec dowolnie ustalonej wspoétrzednej zmiennej lo-
sowej.

W trakcie konstruowania estymatorow f‘ X' Oraz E xiw-w (takZe na po-
trzeby kwantyla warunkowego g yyy ., ) mozna stosowa¢ dodatkewe procedury

przedstawione w podrozdziale 3.1. Modyfikacja parametru wygladzania jest
nadal w praktyce zalecana jako obligatoryjna. Z teoretycznego punktu widzenia
pewne korzys$ci sa zwiazane ze stosowaniem — w celu zwigkszenia efektywno-
$ci — kombinacji liniowej jader. Mozliwo$¢ uwzglednienia ograniczen no$nika
poszezegbinych wspétrzednych zmiennych losowych X oraz W jest oczywista.
W praktycznych zastosowaniach mozna takze wprowadzi¢ do zmiennej warun-
kujacej W wspotrzedne binarne. W przypadku estymacji warunkowej gestosci
prawdopodobienstwa wspolrzedne tego typu moga takze dotyczy¢ zmiennej X.
Nalezy ponowi¢ zastrzezenie, aby na potrzeby konstrukcji jadrowego estymatora

warunkowego kwantyla stosowa¢ wobec f X' OTAZ Fyw_, te same proce-

dury, identyczne typy jader i warto$ci parametrow.

152



3.2. JADROWE ESTYMATORY INNYCH CHARAKTERYSTYK PROBABILISTYCZNYCH

3.2.4. Przyktady

Niniejszy punkt zawiera trzy przyktady ilustrujace wyznaczanie poszczegolnych

rodzajéw estymatoréw jadrowych rozwazanych wezesniej w tym podrozdziale.

I tak rozpatrzone begda kolejno:

m jadrowy estymator dystrybuanty,

m jadrowy estymator kwantyla,

m jadrowe estymatory charakterystyk warunkowych: gestosci prawdopodobieni-
stwa, dystrybuanty i kwantyla.

Podobnie jak w podrozdziale 3.1, w celu zapewnienia przejrzystosci algorytméw

obliczeniowych przyklady te zostana przedstawione dla prob troj elementowych,

czyli o licznodci absolutnie nieakceptowalnej w praktyce. Wszelkie podstawowe

aspekty, dotyczace wyznaczania jadrowego estymatora gestosci prawdopodo-

biefistwa oraz ogdlnych procedur zwiazanych z uzyciem tego typu estymatorow,

zostang tu znacznie ograniczone, gdyz byly szczegétowo przedstawione w ra-

mach przyktadéw 3.1-3.5 zamieszczonych w punkcie 3.1.10.

Przyklad 3.6 — dystrybuanta

W nawiazaniu do przyktadu 3.1, niech dana bedzie jednowymiarowa zmienna
losowa X i uzyskana z niej tréjelementowa proba

X1 :3, X9 :3,3, X3 = 5. (3342)

Rozwazmy zadanie wyznaczenia jadrowego estymatora dystrybuanty, gdy do
jego konstrukcji jest uzywane jadro Cauchy’ego (3.288).

Warto$é parametru wygladzania zostanie okre$lona za pomoca metody pod-
stawien drugiego rzedu. Do obliczenia warto$ci Z( f) powszechnie stosuje sig tu
jadro normalne i dlatego pierwsza faza procedury jest identyczna z poczatkiem
przyktadu 3.1, az do zaleznosci (3.158). Podstawiajac do rownoscei (3.31) uzy-
skany tam wynik, a takze odczytane ze wzoréw (3.290)-(3.291) wartosci funk-
cjonatéw Ui W dla przyjetego teraz jadra Cauchy’ego, mozna otrzyma¢é

15
he| =039 ) _ogs1. (3.343)
12-0,336-3

Na potrzeby procedury modyfikacji parametru wygladzania (3.1 12)-(3.115)
nalezy najpierw wyznaczy¢ podstawowa posta¢ jadrowego estymatora gestosci
prawdopodobiefistwa z zastosowaniem jadra Cauchy’ego, czyli tego samego
typu, ktére bedzie uzywane do konstrukcji estymatora dystrybuanty. I tak,
korzystajac z zaleznosci (3.288) i (3.343), na podstawie definicji (3.3) otrzy-
muje si¢
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F(x)=0,255 ! + ! + !

GaT=] (0] [+

(3.344)

Podobnie jak w przykladzie 3.1, nalezy teraz obliczy¢ kolejno: wartosci estyma-
tora (3.344) dla poszczegdlnych elementow proby losowej f‘ (x1)=10,460,

F(x2)=0,464, f(x;)=0,270, ich §rednia geometryczng § = 0,386, a stad war-
tosci parametréw modyfikujacych

51=0,916, (3.345)
5, =0,912, (3.346)
53 =1,196. (3.347)

Podstawiajac funkcj¢ pierwotna jadra Cauchy’ego (3.289) oraz wartoéci para-
metroéw (3.343) i (3.345)-(3.347) do wzoru okreslajacego jadrowy estymator dy-
strybuanty (3.294), uzyskuje si¢ nastepujaca jego postaé:

-
x—3

1’5(36)=l 1 0’831'0’9162 + arctg _x=3 + Iy
3w -3 1 0.831-0,916 ) 2
—= = | +
0,831-0,916

x—33
0,831-0,912 +art( x—3,3 j+§+

C
R x_33 ) 1 2 0.831-0912
s Y (S
0,831-0,912

x—5
1 0,831-1,196 + arct x-5 LI
0,831-1,196 ) 2

+

5 (3.348)

n x—5
— | 41
(0,831-1,1 96

i stad po wykonaniu odpowiednich operacji
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x—3 x—33
F(x) =0,106 ——9&17— + arctg x—3 + 0’7582 + arctg x=33 +
x=3 0,761 x—33 0,758
+1 = +1
0,761 0,758
x—5
v 0P et S|+ 4,712 . (3.349)
x—5 0,994
0,994

Otrzymany w ten sposéb jadrowy estymator dystrybuanty jest pokazany na ry-
sunku 3.23.

)
F(x)
1._.

yr+—— - ———————— — = — =
0,8

0,6-

0,4

0,2

0 ' 2 4 .6 ' g X
X1 X X3 4

Rys. 3.23. Jadrowy estymator dystrybuanty (3.349); por. takze rys. 3.12 (zaznaczono réwniez jadro-
wy estymator kwantyla rzedu » = 0,9 z przykladu 3.7)

Przyklad 3.7 — kwantyl

Kontynuujac przedmiot przyktadow 3.1 i 3.6, rozpatrzmy jednowymiarowq
zmienna losowa X i uzyskang z niej trojelementowa probe (3.342). W niniej-
szym przykladzie bedzie wyznaczony jadrowy estymator kwantyla rzedu » = 0.9,
7z uzyciem jadra Cauchy’ego (3.288). Przy powyzszych zatozeniach w przykta-
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dzie 3.6 zostaly obliczone kolejno: warto$ci parametru wygladzania (3.343)
i parametréw modyfikujacych (3.345)-(3.347) oraz jadrowy estymator dystrybu-
anty (3.349).

A teraz, postepujac analogicznie jak w przyktadzie 3.1, aczkolwiek dla przy-
jetego tu jadra Cauchy’ego (3.288) oraz przy wartosciach parametréw (3.343)
1(3.345)-(3.347), uzyskuje si¢ ze wzoru (3.114) réwnanie jadrowego estymatora
gestoscel prawdopodobienstwa z modyfikacja parametru wygtadzania:

];(x) _ 0,279 N 0,280 N 0,214 (3.350)

2 2 2 2 2 2
x=3 x—33 x=5
+1 +1 +1
0,761 0,758 0,994
(mozna zauwazyé, ze podstawowa postaé tego estymatora (3.3) zostala juz wy-

znaczona w poprzednim przyktadzie za pomoca zaleznosci (3.344)).
Z kolei, rowniez w ramach przyktadu 3.1, otrzymano we wzorze (3.149):

& =1,078, (3.351)

co pozwala obliczy¢ wartos¢ prawej strony warunku stopu algorytmu Newtona
(3.316):

0,01-6 =0,01-1,078=0,011. (3.352)

Dysponujac estymatorami dystrybuanty (3.349) i gestosci prawdopodobienstwa
(3.350), nalezy teraz zastosowaé algorytm Newtona (3.314)-(3.316). Otrzymuje
sie¢ wowczas kolejno:

Go :%(3+3,3 +5)=23,767, (3.353)

- F(3,767)-0,9

2 =4989 oraz |q —qo|=1222, (3.354)
73.767) o

q’\] = 3,76

 F(4,989)-0,9

G> = 4,989 =5335 oraz |§,—q1|=0346,  (3.355)

£(4,989)

Gs = 5,335 _w =5370 oraz |d3—§,|=0034,  (3.356)
£(5,335)

s = 5,370—L5;319)—‘—OQ: 5371 oraz  |ds—ds|=0,001. (3.357)
£(5,370)

156




3.2. JADROWE ESTYMATORY INNYCH CHARAKTERYSTYK PROBABILISTYCZNYCH

Poréwnujac sukcesywnie wartosci poszezegélnych krokow |G —gol, [§2—d1l,
|Gs—Ga | 1 |4a—§s| z wartoscia wyznaczona we wzorze (3.352), mozna stwier-
dzié, iz warunek stopu (3.316) jest spetiony dopiero w przypadku ostatniego
z nich. Tak wiec jako jadrowy estymator kwantyla nalezy przyja¢ czwarty ele-
ment ciagu g4, czyli ostatecznie

§=5371. (3.358)

Warto$¢ ta zostala zaznaczona na rysunku 3.23.

Przyklad 3.8 — charakterystyki warunkowe

W niniejszym przykladzie bedzie rozwazana jednowymiarowa zmienna losowa
X, a takze jednowymiarowa zmienna warunkujaca W, czyli n=1 oraz n=1.
Zal6zmy ponadto, ze w chwili gdy zmienna warunkujaca W przyjmowata war-
to$¢ 6, otrzymana warto$¢ zmiennej losowej X wynosila 3, a nastepnie odpo-
wiednio: 7 oraz 3,3 i wreszcie 4 oraz 5. Wyniki te mozna zapisa¢ w postaci na-
stepujacej trojelementowej proby:

M B B

Powyzsza probg losowa mozna zdekomponowaé na dwie proby: sktadajaca sig
z pierwszych wspolrzednych

X = 3, Xy = 3,3, X3 = 5, (3360)
a takze ztozona z drugich wspolrzednych
Wy :6, Wy :7, Wi =4, (3361)

Przedmiot niniejszego przyktadu stanowia charakterystyki warunkowe zmiennej
losowej X — gestosé prawdopodobienstwa, dystrybuanta i kwantyl — wyznaczone
przy wartosci warunkujace;j

W' =45, (3.362)

Najpierw bedzie rozwazany jadrowy estymator warunkowej gestosci
prawdopodobiefistwa. Uzyte tu zostanie jadro produktowe (3.48) z jednowy-
miarowym jadrem normalnym (3.44).

I tak, w przyktadzie 3.4 uzyskano dla prob (3.360)-(3.361) wartosci para-
metréw wygladzania dane wzorami (3.244) i (3.246), ktére ponizej beda ozna-
czone — zgodnie z nieco odmienng notacja uzyta w odniesieniu do charakte-
rystyk warunkowych — jako
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h=0_811, (3.363)

K =1,412. (3.364)
Zostaly tam takze obliczone wartosci parametrow modyfikujacych (3.253)-
-(3.255).

Stosujac réwnanie jadra normalnego (3.44) oraz wartosci (3.361)-(3.362),

(3.364) 1 (3.253)~(3.255), na podstawie definicji (3.330) mozna uzyskaé para-
metry warunkujace

2
dy=— 1 —45——6—— — 0,220, (3.365)
0,896 w/zﬂ; 1,412.0,896
2
dy=— 1 —4—5——7—-— = 0,067, (3.366)
0915«/271 1,412.0,915
2
dy = L i—“-— ~0,320. (3.367)
1194 ,/271 1,412-1,194

Stad, podstawiajac wartodci (3.363), (3.253)~(3.255) oraz (3.365)-(3.367) do
wzoru (3.331), otrzymuje sie

/}X[W=4,5 (x) ="

1 0,220 1 1 -3 Y
= expl ——| ——— | |+
0,811-(0,220+ 0,067 + 0,320) | 0,896 /27t 210,811-0,896

L0067 1 1x33203201 1 x-s5 Y
0915 an 0811-0915) | 1194 v2m 0.811-1,194

(3.368)

czyli ostatecznie

1(x-3Y 1(x-33Y
—45(x)=0,199exp| —— +0,059exp| ——| —=| |+
Jxw=45(x) P{ 2(0,727j } p[ (0742] ]

2
1{ x-5
10,217 exp| —— . 3.369
ex_p[ 2(0,968)} (3.369)
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Wyznaczony powyzej jadrowy estymator warunkowej gestosei prawdopo-
dobienstwa zmiennej losowej X przy wartosci warunkujacej (3.362) jest poka-
zany na rysunku 3.24. W stosunku do ggstosci bezwarunkowej z rysunku 3.12
wida¢ zwiekszony wplyw jadra przyporzadkowanego trzeciemu elementowi
proby losowej, kiéry zostal uzyskany przy warunku réwnym 4, czyli najbliz-
szym zalozonej wartoSci warunkujacej 4,5. Ostabieniu ulegto natomiast zna-
czenie jadra zwiazanego z drugim elementem proby, uzyskanym przy warunku 7
jako najdalszym powyzszej wartosci warunkujacej.

Kontynuujac temat niniejszego przykladu, zostanie teraz wyznaczony jadro-
wy estymator warunkowej dystrybuanty. Z powodu braku analitycznej zalez-
noéci na funkcje pierwotna jadra normalnego, ktore byto dotychczas stosowane
wobec gestosci prawdopodobienstwa, ponizej zostato przyjete jadro produktowe
(3.48) z jednowymiarowym jadrem Cauchy’ego (3.288).

Rozwazajac probe losowa (3.360), w przykladzie 3.6 — gdzie takze bylo sto-
sowane jadro Cauchy’ego — wyznaczono za pomocg wzoru (3.343) wartos¢ pa-
rametru wygladzania

h=0,831. (3.370)
Postepujac identycznie wobec proby (3.361), otrzymuje sig
K =1,447. (3.371)

)
S xiw=4,5%)

0,35

0,2+

T T K T T T i i
X

0 2 4 6 8
X1%2 X3

Rys. 3.24. Jadrowy estymator warunkowej gestosci prawdopodobienstwa (3.369); por. takze 1ys. 3.12
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Na potrzeby modyfikacji parametru wygladzania nalezy teraz wyznaczy¢
podstawowa posta¢ jadrowego estymatora gestosci prawdopodobienstwa (3.3)
dla jadra produktowego (3.48) z jednowymiarowym jadrem Cauchy’ego (3.288),
ktéra po odpowiednich podstawieniach i obliczeniach jest dana wzorem

e
[GEEECRERI

(3.372)

Realizujac procedure modyfikacji parametru wygltadzania (3.112)-(3.115), podob-
nie jak w przyktadzie 3.4 obliczy¢ mozna kolejno: wartosci estymatora (3.372) dla

poszczegoblnych elementéw proby losowej f [l: i D =0,153, f ([ 2 D =0,152,
wi w2

-+

]} ([x3 D =0,112, ich $rednig geometryczng 5 =0,138 i wreszcie wartosci pa-
W3 '

rametrow modyfikujacych s; = 0,950, s, = 0,953 i 55 = 1,110. Stosujac je razem
z definicja jadra Cauchy’ego (3.288) oraz wielkosciami (3.361)-(3.362) i (3.371),
otrzymuje si¢ nastgpujace parametry warunkujace (3.330):

e 2
1= - —
0,950 45-6 Y
nl| 270 | g
1,447-0,950
1 2
270953 T N
’ 45-7
o . |
1,447-0,953
d3:11110 2 = 0,477.
’ 45-4 Y
| e S
1,447-1,110
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Z kolei, podstawiajac do wzoru (3.335) rownanie opisujace funkcje pierwotna
(3.289), warto$¢ parametru wygladzania (3.370) oraz obliczone powyzej para-
metry modyfikujace 1 warunkujace, mozna ostatecznie uzyskaé

2 1
FX]W:4,5(X)= .
0,134+0,036+0,477
x=3
‘ 0’1341 (),831-0,95(1 ot x=3 AN
i x—3 . 0,831-0,950 ) 2
——— .+_
0,831-0,950
_x=33
+O,036l 0’831'0’9532 + arctg _x=33 L
s x—33 0,831-0,953) 2
el T
0,831-0,953
_ o x=S
+0,477l 0’831'1’1102 + arctg _x7S j+£
T x—5 | 0,831-1,110) 2
— |+
0,831-1,110
(3.376)
1 robwnowaznie
x-3
2 . 0,789 x-3 i
Fywoss(x)=0166]| ——="2—+arct +2 0+
Xjw=45(X) PEPRY g(0,789j >
0,789
x-33
10,018 — 0792 4 apeqg X733 ), T
x-33 0,792 2
=1 +1
0,792
x-=5
+0,235| — 2922 4 arergl X2 |4 T (3.377)
x-5 0,922) 2
+1
0,922
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Wyznaczony powyzej jadrowy estymator warunkowe]j dystrybuanty zmiennej
losowej X przy warto$ci warunkujacej (3.362) jest pokazany na rysunku 3.25.
Podobnie jak podczas interpretacji wzoru (3.369), w poréwnaniu z rysunkiem 3.23
ilustrujacym dystrybuante bezwarunkowa widaé wyraznie zwigkszony wplyw
funkcji pierwotnej jadra przyporzadkowanego trzeciemu elementowi proby loso-
wej, glownie kosztem owej funkcji zwiazanej z drugim elementem préby.

i

4 A
X142 X3 dx|w=45

Rys. 3.25. Jadrowy estymator warunkowe] dystrybuanty (3.377); por. takze rys. 3.23 (zaznaczono
réwniez jadrowy estymator warunkowego kwantyla rzedu » = 0,9; por. takze rys. 3.23)

I wreszcie, obliczony teraz bedzie jadrowy estymator warunkowego kwan-
tyla rzedu » = 0,9. Jak poprzednio, zostalo przyjete jadro produktowe (3.48)
z jednowymiarowym jadrem Cauchy’ego (3.288).

I tak, estymator warunkowej dystrybuanty F =45 jest dany wzorem (3.377).
Analogicznie jak na poczatku niniejszego przykladu wyznaczy¢ mozna estyma-
tor warunkowej gestosci prawdopodobienstwa (z uzyciem jadra Cauchy’ego, dla
identycznych parametréw jak w przypadku estymatora dystrybuanty), ktory
przyjmuje nastepujaca postac:

0,167 N 0,045 N 0,509 . (3.378)

()] ()] ()

/} Xp=4,5(X) =
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Do obliczenia wartosci estymatora warunkowego kwantyla mozna wtedy zasto-
sowa¢ numeryczny algorytm Newtona, podobnie jak uczyniono to w przykladzie
3.7. W swej podstawowej postaci (3.338)-(3.340) okazuje si¢ on jednak rozbiez-

ny, jako ze w wyniku jego pierwszych iteracji otrzymuje sie kolejno c}; =3,767,
g =8,443, §>=-33,391, §; =4170796, ... . Konieczne staje sie zatem ograni-
czenie kroku, realizowane poprzez zastapienie wzoru (3.340) zaleznoscia (3.341).
Po wykonaniu 21 iteracji (z czego 17 odbywalo sie z ograniczonym krokiem, po
ktorych algorytm znalazt si¢ w obszarze lokalnej zbieznosci) obliczony zostat
— podobnie jak w przykladzie 3.7 — jadrowy estymator warunkowego kwantyla
rzedu r = 0,9:

 Gupas =5712. (3.379)

Jest on zaznaczony na rysunku 3.25. Ze wzgledu na widoczne tam zwiekszenie
wpltywu jadra przyporzadkowanego trzeciemu elementowi préby losowej
(x3 = 5) kosztem drugiego (x; = 3,3, a wigc mniejszego niz x3), warto$¢ (3.379)
Jest wigksza od okreslonego za pomoca wzoru (3.358) kwantyla bezwarunkowe-
go g=5,371.

Uwagi bibliograficzne

Podstawowe informacje dotyczace dystrybuanty, kwantyla i rozktadow warun-
kowych mozna znalezé w podrecznikach [20, 34, 53], klasycznych monogra-
fiach [15, 18], a w formie zmatematyzowanej w ksiazce [5]. Pomocna przy wy-
znaczaniu funkcji pierwotnych nietypowych jader oraz catki wystepujacej we
wzorze (3.305) moze okazac si¢ praca [16], a przede wszystkim tablice [52, 58].
" Dodatkowe wiadomos$ci na temat numerycznej metody Newtona znajduja sie
w publikacjach [9, 57, 63].

Podobnie jak w poprzednim podrozdziale, wiele prezentowanych tu aspek-
tow stanowi przedmiot szczegétowych badan prowadzonych w ramach prac [8,
46, 55, 66].







Rozdziat 4

Przyktadowe zastosowania w analizie
systemowej

W niniejszym rozdziale zostang zaprezentowane trzy przykladowe zastosowania
estymatorow jadrowych w zadaniach aplikacyjnych z zakresu szeroko rozumia-
nej analizy systemowe;j.

Najpierw, w podrozdziale 4.1 bedzie rozwazane zasadnicze zagadnienie
identyfikacji — problem wyznaczania warto$ci parametréw modelu. Przedsta-
wiona tu procedura jest przeznaczona dla tych przypadkéw, w ktorych dodatnie
i ujemne bledy estymacji skutkuja odmiennymi zjawiskami, a w sensie ilo$cio-
wym implikuja rézne straty.

Tres¢ podrozdziatu 4.2 stanowi opis systemu wykrywania i klasyfikacji ele-
mentoéw nietypowych. Pojawienie si¢ takiego elementu wsréd otrzymanych po-
miaréw moze przyktadowo §wiadczy¢ o zaistnieniu awarii urzadzenia przemy-
stowego lub stanu patologicznego w organizmie pacjenta. Dodatkowo bedzie tu
rozwazone zagadnienie lokalnego ujecia transformacji liniowej estymatora ja-
drowego.

I wreszcie, w podrozdziale 4.3 estymatory jadrowe zostana uzyte do oszaco-
wania przestrzennego rozkladu popytu na ushugi bezprzewodowej transmisji
danych, gléwnie zwiazane z zapewnieniem dostgpu do Internetu w aglomera-
cjach miejskich. Dotychczas stosowana w niniejszej monografii postaé estyma-
tor6w jadrowych zostanie uzupeiona o elementy logiki rozmyte;.

Zgodnie z przedmiotem wspoélczesnej analizy systemowej powyzsze zagad-
nienia reprezentuja zadania aplikacyjne zwigzane z szeroko rozumianym podej-
mowaniem decyzji w problemach praktycznych o réznorodnej specyfice. Poni-
zej zostang przedstawione klasyczne elementy statystycznej teorii decyzji,
ktére beda stanowi¢ matematyczng podstawe rozwazan zawartych w dalszej
czesci tego rozdziatu,

Zasadnicze zadanie statystycznej teorii decyzji polega na wyodrebnieniu ze
zbioru wszystkich mozliwych do podjecia decyzji jednego, najkorzystniejszego
w danym zagadnieniu elementu, jedynie na podstawie probabilistycznych infor-
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macji o otaczajacej rzeczywisto$ci (naturze), w szczegdlnosci bez znajomosct jej
faktycznego stanu. Podstawowa formalizacja powyzszej teorii opiera si¢ na
trzech pojeciach: zbiorze mozliwych do podjecia decyzji, zbiorze stanow natury
oraz funkcji strat.

Zbior mozliwych do podjecia decyzji & reprezentuje wszystkie decyzje,
jakie ewentualnie moga by¢ podjete po przeanalizowaniu danego zagadnienia.
7Zbiér ten nie moze by¢ oczywiscie pusty, a w przypadku zbioru jednoelemento-
wego problem decyzyjny staje si¢ trywialny. Z kolei w przypadku zbioru dwu-
elementowego zadanie sprowadza si¢ do koniecznosci wyboru w rodzaju: ,,za-
akceptowa¢ lub odrzuci¢”, ,,uzna¢ za poprawny lub wadliwy” i temu podobne.
Czesto zbior mozliwych do podjecia decyzji jest tozsamy ze zbiorem liczb
rzeczywistych, a zatem & = R. Podjecie decyzji polega wowczas na wskaza-
niu konkretnej liczby, najkorzystniejszej z punktu widzenia rozpatrywanego
zadania.

Zbior stanéw natury & reprezentuje z kolei wszystkie stany, jakie badany
obiekt, proces lub zjawisko — ogélnie okreslane tutaj mianem ,,natury” — moze
przyjaé. Nalezy jednak podkresli¢, ze w chwili podejmowania decyzji faktycznie
wystepujacy stan nie jest znany. Zbior & nie moze by¢ pusty. Jesli zbior standw
natury jest réwny zbiorowi liczb rzeczywistych, czyli & = IR, to przypadek taki
oznacza, iz na potrzeby rozwazanego zadania ,natura” jest charakteryzowana
przez pojedyncza liczbe (np. parametr), aczkolwiek o warto$ci nieznanej w chwili
podejmowania decyzji.

Ponizej przyjmuje si¢ zbiér stanéw natury w postaci 2" = IR przy ustalonym
n € IN\ {0}. Poszczegodlne elementy tego zbioru sa interpretowane jako wartosci
n-wymiarowej zmiennej losowej X o rozkladzie Y. Zgodnie z przyjetym
w punkcie 2.1.2 ogélnym zalozeniem rozkiad ten ma gestos¢ f. Stanowi¢ ona
zatem bedzie charakterystyke opisujaca nieokreslonos¢ natury.

I wreszcie, ostatnim elementem podstawowej formalizacji statystycznej teorii
decyzji jest funkcja strat [:% x X — R, ktéra kazdej parze (d, x) e O x XU
przyporzadkowuje warto$¢ strat wyniklych z podjecia decyzji d, podczas gdy
w rzeczywistosci wystgpuje hipotetyczny stan x.

W praktycznych zagadnieniach klasyczne procedury, pozwalajace wyodreb-
nié ze zbioru mozliwych do podjecia decyzji & element najkorzystniejszy
z punktu widzenia rozwazanego problemu, stanowia reguty minimaksowa 1 baye-
sowska. Ich zasadnicza koncepcja zostanie przedstawiona ponizej.

[ tak, funkcja strat minimaksowych jest nazywane odwzorowanie
1, 1% — R zdefiniowane wzorem

D Nawiazujac do terminologii wprowadzonej w punkcie 2.1.1, oznacza to, iz zmienna losowa X
indukuje przestrzen probabilistyczng (&7, 68", ).
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I(d)= sup Kd,x), 4.1)

xesupp(f)
gdzie supp(f) oznacza no$nik ggstoéci £ Z Kkolei, jezeli dla kazdego d € &

istnieje catka J;Rnl(a’, x) f(x)dx, to odwzorowanie /, : &4 — IR dane jako
b(d)= [1(d,x)f(x)dx (42)
e

okresla sig mianem funkeji strat bayesowskich. Wtedy tez kazdy element
d,, € &, taki ze

ln(dn) = inf [,,(d), (4.3)

nosi nazwe decyzji minimaksowej i analogicznie dowolne d, € & spelniajace
warunek

lo(dy) = inf [,(d) (4-4)

jest decyzja bayesowska, a powyzsze procedury sa nazywane, odpowiednio,
regulami minimaksowa i bayesowska.

Tak wiec, jak wynika wprost z definicji (4.1), funkcja strat minimakso-
wych przyporzadkowuje kazdej mozliwej do podjecia decyzji najwieksza war-
tos¢ straty, jaka w praktyce moze nastapi¢ po podjeciu tej decyzji. Jest to za-
tem ujecie skrajnie pesymistyczne, zakladajace wystapienie najgorszego
scenariusza. Zgodnie ze wzorem (4.3) reguta minimaksowa minimalizuje tak
rozumiane straty.

Z kolei funkcja strat bayesowskich (4.2) przyporzadkowuje kazdej mozliwej
decyzji warto$¢ oczekiwang strat po podjeciu tej decyzji. Regula bayesowska,
ktéra zgodnie ze wzorem (4.4) polega na przyjeciu elementu minimalizujacego
te warto$¢, ma zatem charakter racjonalny.

Uwagi bibliograficzne

Ilustracyjna formute prezentacji statystycznej teorii decyzji znalezé mozna
w podreczniku [43], natomiast w postaci matematycznie $cistej zagadnienie to
jest przedstawione w rozdziale 3 ksiazki [4].
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4.1. ldentyfikacja wartosci parametréw z niesymetryczng
funkcjg strat

Podstawowe znaczenie w wielu zagadnieniach wspoélczesnej nauki i dziatan
praktycznych odgrywa wlasciwa identyfikacja parametrow uzytych do modelo-
wania badanej rzeczywistosci, na przyklad obiektu, procesu lub zjawiska.
Z oczywistych przyczyn metrologicznych, a czasem takze technologicznych
i ekonomicznych, nie jest jednak mozliwy idealny pomiar ich wartosci. W wielu
zadaniach praktycznych niedoszacowanie wartoci parametru implikuje od-
mienne skutki niz jego przeszacowanie, zar6wno o jakosciowym, jak i iloscio-
wym charakterze. Zagadnienie identyfikacji tej wartosci dla przypadku, gdy
wynikle stad straty mozna opisa¢ za pomoca funkcji liniowej fub kwadratowej
i — co nalezy szczegdlnie podkreslic — przy réznych wspétczynnikach charakte-
ryzujacych bledy ujemne i dodatnie, bedzie tematem niniejszego podrozdziatu.

Ponizej zostanie zaproponowany algorytm oparty na bayesowskiej regule
decyzyjnej, co pozwala uzyska¢ minimalng warto$¢ oczekiwana potencjalnych
strat. Rozwazone beda kolejno przypadki liniowej niesymetrycznej funkcji strat
(punkt 4.1.1), kwadratowej niesymetrycznej funkeji strat dla pojedynczego pa-
rametru (punkt 4.1.2) i wektora identyfikowanych parametréw (punkt 4.1.3).
Procedury przedstawione zostana w postaci kompletnej, tak aby ich praktyczna
implementacja nie wymagata od uzytkownika prowadzenia dodatkowych badan
1 obliczen.

4.1.1. Liniowa niesymetryczna funkcja strat

Rozwazany parametr, ktérego warto$¢ podlega oszacowaniu, bedzie oznaczany
przez x. W niniejszym punkcie jest rozpatrywany przypadek jednowymiarowy,
a zatem x € IR, Zaklada sie, ze dysponujemy uzyskanymi metrologicznie pomia-
rami tego parametru

xl, x27 bt xm: (45)

traktowanymi jako m-elementowa proba losowa. Zgodnie z metodyka estymacji
punktowej przyjmuje sie, ze pomiary te sa suma ,,prawdziwej” (aczkolwiek nie-
znanej) wartoéci badanego parametru oraz zaklécen losowych réznorodnego
pochodzenia. Celem badan jest wyznaczenie wartosci estymatora tego parametru
(oznaczanego dalej przez %), ktora szacowataby powyzsza ,,prawdziwg” warto$¢

parametru, najkorzystniej z punktu widzenia rozpatrywanego problemu.

W powyzszym celu uzyte zostana przedstawione na poczatku niniejszego
rozdziatu elementy statystycznej teorii decyzji, a w szczegdlnosci regula baye-
sowska. Aby dostosowaé si¢ do stosowanej tu formalizacji, zbiory mozliwych
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do podjecia decyzji 1 stan6w natury zostang przyjete w postaci &9 =R oraz
Q" =RR. Utozsamiajac podjgcie decyzji z wyznaczeniem wartosci estymatora,
mozna takze oznaczy¢ d=x. Podobnie, wartosci szacowanego parametru x
beda traktowane jako wartoéci jednowymiarowej zmiennej losowej X (czyli
X(w) =x), o rozkladzie majacym gesto$é prawdopodobienstwa f. Gestosé ta re-
prezentuje wigc nieokre$lonos$¢ natury — w tym przypadku owego szacowanego
parametru. I wreszcie, elementy zbioréw &) oraz & beda oznaczane, odpo-
wiednio, jako x oraz x, azatem ¥ i xe X"

Zgodnie z przyjetymi uwarunkowaniami rozpatrywanego w tym punkcie za-
gadnienia funkcja strat zostanie przyjgta w postaci liniowej niesymetryczne;j:

—-p(X—-x), gdy x-x<0,
I(3,x)=1 0, gdy F-x=0, (4.6)
qg(x—x), gdy x-x>0,

przy czym wspolczynniki p 1 g sa dodatnie oraz — co nalezy wyraznie stwier-
dzi¢ — moga by¢ rézne. A zatem funkcja strat bayesowskich (4.2) wynosi w tym
przypadku

L(E)==p [(G-2)f () dx+g [(2-x)f(x) dx. 4.7

Nietrudno pokaza¢, iz funkcja ta osiaga swe minimum dla tej wartosci, ktora
stanowi rozwiazanie nastgpujacego réwnania z argumentem X:

]f(x) de=—L—, 4.8)
e rtq

czyli jest kwantylem rzedu p/(p+q) D, Jezeli zatem gesto$é £ jest szacowana

z uzyciem estymatora jadrowego f , to powyzsze rownanie przyjmuje postacé

xjf(x)dx= P_ (4.9)
e ptq

a wiec procedura wyznaczenia wartosci poszukiwanego tu estymatora x jest
tozsama z algorytmem obliczenia wartosci jadrowego estymatora kwantyla rzedu
p/(p+q), przedstawionym szczegdlowo w punkcie 3.2.2. Warto réwniez

zwrdci¢ uwage, ze

YW przypadku symetrycznej funkcji strat, czyli gdy p = q, staje si¢ ona mediana.
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P
P _ g
ptq P

q

(4.10)

z czego wynika, ze nie jest konieczna osobna identyfikacja parametréw p oraz q,
lecz jedynie ich ilorazu.

W wielu praktycznych zagadnieniach identyfikowany parametr moze by¢
istotnie zalezny od czynnika zewngtrznego, w tym sensie iz podanie odpowied-
niej (np. aktualnej) wartosci tego czynnika znaczaco uscisla stosowany model
(np. w zagadnieniach technicznych jest nim czesto temperatura). Warto wéw-
czas wykorzysta¢ koncepcje jadrowego estymatora warunkowego kwantyla,
przedstawiong pod koniec punktu 3.2.3. Zmienna warunkujaca moze takze za-
wiera¢ wielkosci binarne (punkt 3.1.8).

W przypadku gdy zbiér wartosci, jakie przyjmuje estymowany parametr, jest
ograniczony od dotu, a warto$¢ utamka p/(p+q) bliska zeru (w szczegdlnosci
mniejsza od 0,1), wtedy nalezy przypuszczaé, ze warto$¢ kwantyla jest zblizona
do wartosci ograniczajacej i wprowadzenie dolnego ograniczenia nosnika esty-
matora jadrowego moze usci$li¢ uzyskiwany wynik. Symetryczna sytuacja wy-
stepuje dla ograniczenia gérnego przy warto$ci ulamka p/(p+¢) zblizonej do 1,
w szczegolnosci wigkszej od 0,9. Stosowne procedury zostaly przedstawione
w punkcie 3.1.7.

Ostatecznie, przyjmujac konkretna warto$¢ ilorazu p/q oraz dysponujac po-
miarami (4.5), na podstawie przedstawionego powyzej materiatu mozna uzyskaé
kompletny algorytm umozliwiajacy obliczenie wartosci identyfikowanego pa-
rametry, optymalnej w sensie bayesowskiej reguly decyzyijnej dla liniowej nie-
symetrycznej funkcji strat (4.6). Uwzgledniajac materiat punktu 3.2.2 oraz
ewentualnie 3.1.7, 3.1.8 i 3.2.3, podana zostala pelna procedura niezbedna do
Jjego bezposredniej implementacji numerycznej.

4.1.2. Kwadratowa niesymetryczna funkcja strat

Zagadnienie rozpatrywane w poprzednim punkcie bedzie kontynuowane poni-
zej, aczkolwiek liniowa niesymetryczna funkcja strat (4.6) zostanie tu zasta-
piona postacia kwadratowa niesymetryczng:

p(x—-x)?, gdy x-x<0,
I(x%,x)=1 0, gdy x—x=0, 4.11)
g(x—x)?, gdy X-x>0, '
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gdzie wspdlczynniki p oraz g sa dodatnie i — ponownie — moga by¢ rézne. Funk-
cja strat bayesowskich (4.2) przyjmuje w tym przypadku postaé

(8= p [(G=xP F(x) de+q (=07 f(x) dr (4.12)

i osiaga swe minimum dla wartosci stanowiacej rozwiazanie nastgpujacego row-
nania z argumentem X:

(p-q) [G—x)f () de—p [(2-2)f (x) e =0 (4.13)

Rozwigzanie to istnieje i jest jedyne. Dzielac powyzsze kryterium obustronnie
przez g, uzyskuyje sie jego rownowazng formute

[ﬁ - 1] j(x —0)f(x)de=L 0]()% —x)f (%) dx, (4.14)
q q

—o0 —o0

z ktérej wynika, Ze nie jest konieczna osobna identyfikacja parametréw p oraz g,

lecz jedynie ich ilorazu®.

~

Jezeli do oszacowania gestoSci f zostanie uzyty estymator jadrowy f, to
rownanie (4.13) przyjmuje postaé

(p-q) [G-0F () d=p [2-x)](x) dx=0. (4.15)

—00

W celu znalezienia jego rozwiazania mozna skonstruowaé efektywny algorytm
numeryczny. Niech zatem dane bedzie jednowymiarowe jadro, podczas gdy
opisujaca go funkcja K niech bedzie ciagla i przyjmuje wartosci dodatnie.
Przy dowolnie ustalonym i=1,2,..,m definiuje si¢ funkcje U,:R—>R
i V,:R—>IR okreSlone wzorami

A 1 V=X

U; =— K “\dy, 4.16
(%) hsj ( m j y (4.16)
~ 1 y Y —X;

V(%) =— [vK dv. 4.17
=5 _ly ( ™ j py (4.17)

D'W przypadku symetrycznej funkcji strat, czyli gdy p = g, zalezmos¢ ta redukuje si¢ do postaci

X= E:Ox f(x) dx, a zatem rozwiazaniem kryterium (4.13) jest warto$¢ oczekiwana (2.17).
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Doboru postaci jadra K nalezy dokona¢ tak, aby odwzorowania dane zalez-
nosciami [(x)= r Kyydy 1 J(x)= r yK(y)dy mogly by¢ wyrazone wzo-

rami analitycznymi, co skutkuje podobng wlasnoscia dotyczaca funkeji U oraz V.

W przypadku gdy warto$¢ oczekiwang w sposéb naturalny szacuje sie za
pomoca Sredniej arytmetycznej wartoéci proby losowej, réwnanie (4.15) jest
rOwnowazne postaci

D (P~ DEUIE) - V() + pxi] - pim = 0. (4.18)
i=] :
Jezeli oznaczy¢ lewa strong powyzszego réwnania jako L(X), to stosujac wyni-
kajaca wprost z zalezno$ci (4.16)-(4.17) réwnosé V(%) = £U}(%), mozna napisaé
wz0r na warto$¢ pochodne;j tej funkcji:

L& =Y (- U@~ pm (4.19)

i=1

Poniewaz, z uwagi na zatozong dodatnio$¢ jadra, prawdziwa jest relacja
Ui(®) €(0,1), wigc takze L'(X)e(—pm—qm,0). Wynika stad, ze pochodna ta
jest rozna od zera.

Rozwigzanie kryterium (4.15) moze byé w tej sytuacji wyznaczone nume-
rycznie z uzyciem metody Newtona jako granica ciagu {%;}¢, zdefiniowanego
wzorami

LI

Xg=— Xi, 420

0 m; (4.20)

fckﬂz;ek—L,(Jﬁ") dla k=0, 1, .., (4.21)
L(Xk)

przy czym funkcje L oraz L' okre§lone sa zalezno$ciami (4.18)-(4.19), a warunek
stopu przyjmuje postac

A

o)
<—, 4.22
100 (4.22)

’xk+1 — Xk

gdzie & oznacza estymator odchylenia standardowego (2.48) wyznaczony na
podstawie proby (4.5). Podobnie jak w przypadku procedury (3.314)-(3.316),
wykorzystywanej do estymacji kwantyla, takze powyzszy algorytm nie musi by¢
globalnie zbiezny i w celu wyeliminowania ewentualnej rozbieznosci wzér
(4.21) mozna zmodyfikowaé do postaci
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5 L,(Jik) ’ ody L'(Jik) <o
. L'(x) L'(x) 10
X1 = X X . X dlat=0,1,.. (423)
B~ Logn| L) | gy [P O
10 2\ '(Re) TGyl 10

co umozliwia w tym przypadku osiagnigcie obszaru lokalnej zbieznosci algo-
rytmu Newtona.

Jak bylo wielokrotnie wspominane, pozytywna — z punktu widzenia poten-
cjalnych zastosowan — ceche estymatoré6w jadrowych stanowi mozliwos¢ wybo-
ru postaci jadra w zaleznosci od uwarunkowan konkretnego praktycznego zada-
nia. Poza typowymi wymaganiami, sformulowanymi w punktach 3.1.1-
-3.1.2 wobec funkcji K, w powyzszych rozwazaniach zostaly poczynione w tym
zakresie nastepujace zatozenia:

A) funkcja K jest ciagla oraz dodatnia,
B) odwzorowania dane zaleznosciami [(x)= J " K Mdy 1 J(x)= r yK(y)dy
powinny by¢ wyrazane wzorami analitycznymi.

Optymalne jadro Epanecznikowa (3.40) nie spetnia warunku A, natomiast naj-
czesciej stosowane jadro normalne (3.44) — warunku B. Mozna w tej sytuacji
zaproponowac jadro Cauchy’ego (3.288) lub ogdlniej, w celu poprawienia efek-
tywnosci, kombinacje liniowa jader Epanecznikowa i Cauchy’ego okreslong
wzorem

K(x)=0Kg(x)+(1-o)Kc(x), (4.24)

przy czym o € [0, 1), a Kg oznacza jadro Epanecznikowa (3.40) oraz K¢ — jadro
Cauchy’ego (3.288). Wartos¢ o = 0 oznacza nieco mniej efektywny — ze staty-
stycznego punktu widzenia — ale prostszy w zastosowaniach przypadek wylacz-
nego uzycia jadra Cauchy’ego. Jezeli natomiast o = 0,9, to jadro (4.24) ma efek-
tywnos¢ bliska optymalnej i jest dodatnie, aczkolwiek taka warto$¢ parametru o
'nie jest na tyle bliska jednosci, aby w praktyce wprowadzi¢ do obliczen trudno-
$ci wynikle na przyklad z wystegpowania przyblizen, nieodtacznie zwiazanych
przeciez ze stosowaniem metod numerycznych. W ogdlnym znaczeniu zagad-
nienie to bylo rozwazane w punkcie 3.1.3 (por. wzor (3.46)).

Dla dowolnie ustalonego i = 1, 2, ..., m funkcja U; zdefiniowana wzorem
(4.16) jest zatem kombinacjg stosownych funkcji U, g oraz U; ¢, odpowiednio
dla jader Epanecznikowa i Cauchy’ego:

Ui(%) = alUe(X) +(1- o) Uic (%), (4.25)
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przy czym

0, gdy x<x;,—hs,,
— %% +3x,%% + 3(h%s? — xR+ x} + 21357 = 3h2s2x;

U, (%)= 4(hs:)’ ’ (4.26)
gdy x;—hs; <x<x;+hs;,

1: . gdy )Ac>x,~+hs,<,

U (%)= larctg( xh" x’)+ hs; L 4.27)
T i

Analogicznie mozna zapisaé w przypadku funkcji V; danej przez (4.17):

Vi(@)=al; g (X)+(1-a) ¥, c (%), (4.28)
gdzie
09 gdy .7,(\:<x,""hSi,
—3x* +8x;%% + 6(h%s? — x?)X2 + x} — 6h*s?x? + 8M3s3x; — 3h*s?
N 3 ?
V(@) = 16(hs)
gdy x;,—hs; <X<x; +hs;,
Xis gdy )’(\:>x,‘+hS,',
(4.29)
)2 —X;
Vi o(8) = x| ~-arcte] 22 |+ hs; L hs;
' n hs; i—a Y| 2 i Y
w1+ : 7 1+ !
hs; hs;
(4.30)
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W przypadku gdy o # 0, parametr wygltadzania 4 oraz parametry modyfiku-
jace s1, Sz, ..., S, powinny by¢ obliczone odr¢bnie dla jader Epanecznikowa
1 Cauchy’ego, zgodnie z procedurami przedstawionymi w punktach 3.1.5 oraz
3.1.6. W szczegoblnosci, dla przypadku jednowymiarowej zmiennej losowej, do
wyznaczania parametru wygladzania jest tam zalecana metoda podstawien rzedu
drugiego. Warto$¢ ilorazu W(K)/U(K)?> dla jadra Epanecznikowa zawiera

rysunek 3.3 (z podstawieniem # = 1), natomiast dla jadra Cauchy’ego (3.288)
moze by¢ uzyskana na podstawie wzoréw (3.290)-(3.291). Wyczerpuje to osta-
tecznie wszystkie wielkosci niezbgdne do wyznaczenia wartosci identyfikowa-
nego parametru w rozpatrywanym tu przypadku kwadratowej niesymetrycznej
funkcji strat.

Jezeli identyfikowany parametr jest istotnie zalezny od czynnika zewnetrz-
nego, to mozna wtedy zastosowac uj¢cie warunkowe, analogicznie do procedury
przedstawionej w punkcie 3.2.3 dla zagadnienia estymacji kwantyla, uwzgled-
niajac ewentualnie sktadowe binarne (punkt 3.1.8). Z kolei w przypadku gdy
wartosci estymowanego parametru sa ograniczone od dotu (lub od gory), a war-
to$¢ utamka p/q jest mniejsza niz 0,1 (lub odpowiednio wieksza niz 10), wow-
czas nalezy przypuszczaé, ze warto$¢ identyfikowanego parametru jest zblizona
do warto$ci ograniczajacej i wprowadzenie lewostronnego (lub odpowiednio
prawostronnego) ograniczenia nos$nika estymatora jadrowego moze uscisli¢ uzy-
skiwany wynik. Stosowne procedury zostaly opisane w punkcie 3.1.7.

* Podsumowujac: powyzej zostal przedstawiony kompletny algorytm, pozwa-
lajacy obliczy¢ warto$¢ identyfikowanego parametru, optymalnego w sensie
bayesowskiej reguly decyzyjnej dla kwadratowej niesymetrycznej funkcji strat
(4.11), z ewentualnym uwzglednieniem ograniczenia nosnika i ujecia warunko-
wego, takze w obecnosci sktadowych binarnych.

4.1.3. Kwadratowa niesymetryczna funkcja strat w przypadku
dwuwymiarowym

Koncepcja przedstawiona w poprzednim punkcie zostanie teraz uogoélniona do
zagadnienia dwuwymiarowego, czyli do przypadku gdy oszacowaniu sa pod-
dawane dwa parametry. Sama idea moze by¢ uogdlniona na wieksza ich ilo$é,
aczkolwiek kosztem naturalnego w takiej sytuacji zwigkszenia ztozonosci pro-
blemu.

Niech zatem szacowane parametry .y, a2, € RxIR beda traktowane jako

. 2 521
dwuwymiarowy wektor x =
¥ 4

A

X2

}, podobnie jak ich estymatory x :{ ] Kon-

tynuujac notacj¢ wprowadzong na poczatku rozdziatu 3, . oraz .r, oznaczaja
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wspotrzedne wektora x i sg one sktadane odmienng czcionka dla odréznienia od
elementow proby losowej. Nawiazujac do formalizacji statystycznej teorii decy-
zji, mozna zapisaé, iz w tym przypadku & = R* oraz X" =IR?, a takze fe &
1 xe . Podjecie decyzji rowniez jest tu tozsame z wyznaczeniem wartosci

iy
estymatora, czyli d = =| .

}, natomiast wartosci szacowanego parametru
2 X2

sq traktowane jako warto$ci dwuwymiarowej zmiennej losowej, a zatem

X2 (CO) I )

zentujaca nieokreslonosé szacowanych parametrow.

Zaklada sig, iz sktadowe powyzszej zmiennej losowej, czyli X, i X,, sa nieza-
lezne, aczkolwiek straty wynikle z bledéw estymacji parametréw . i 2 sa
wzajemnie skorelowane. Jako ilustracje takiej sytuacji nietrudno wyobrazié¢ so-
bie, ze szacowane parametry opisuja wielkosci pochodzace z réznych niezalez-
nych poduktadéw, ale skutki wynikle z bledoéw ich estymacji w ramach calego
systemu sa skorelowane, gdyz moga si¢ czg§ciowo znosi¢ lub przeciwnie — ku-
mulowaé. Dwuwymiarowa, kwadratowa niesymetryczna funkcja strat be-
dzie zatem dana nastepujaca zaleznoscia:

X1 (CD) Fal . . » 2
X(w)= = , 0 rozktadzie majacym gesto$¢ /2 IR° — [0, ), repre-

ap()Acl —.1'1)2 +apg()%1 —.1'1)()%2 —11'2)+ag(fcz -—.1'2)2,
gdy - 201 X~ 20,

a; ()ACI - .1'1)2 +ag, ()Acl — .1‘1)()%2 — .1’2) +a, ()ACZ — .1'2)2 s

/ l:)%] ,:(Z'lil gdy .7%1 -1 < 01 Jez R 0,
~ s = ~ ~ ~ ~
Xo | [ 2 a; (X~ .xy )2 +au (X — )% —rp) +ay (X2 — (1'2)2 >

gdy 321—,1‘1 <01 )2'2—.1'2 SO,

Clp (Jel — 2 )2 + apd (321 bl 41 )()%2 — .1'2) +ay ()’(\fz - ,1'2)2 N

gdy X—201 % - <0,

(4.31)

Przy czym ap, aj, dg, s> 0, ape, a1y > 0 0raz ay, a,; < 0. Wspotczynniki mieszane
Apg, Qlg, Aa, dpa TOPIEZENtujg wzajemna korelacje bledéw estymacji obu parame-
trow. Warto takze zauwazy¢, iz w przypadku gdy sa one réwne zeru, wtedy pro-
blem redukuje si¢ do dwéch oddzielnych zagadnien rozwazanych w poprzednim
punkcie.

Ze wzgledu na zalozong niezaleznos¢ zmiennych losowych X| i X, reprezen-
tujacych szacowane parametry, gestosé prawdopodobienstwa f opisujaca ich
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nieokres$lonos$¢ moze by¢ przedstawiona jako iloczyn jednowymiarowych gesto-
$ci fi:IR — [0, ) oraz f;: R — [0, o) odpowiadajacych poszczegdlnym skia-
dowym (por. wzdr (2.34)), czyli

f(x):fﬂﬂ}fl((rlmcz-z). (432)

Xy

Po uwzglednieniu zalezno$ci (4.31)-(4.32) funkcja strat bayesowskich (4.2)
osiaga minimum w punkcie stanowiacym rozwigzanie nastepujacego ukladu
dwoch rownan z argumentami % 1 X,:

Ifl (.11) d.x {(apg + g — g —Apg )[)ACZ j.fz (.1’2) day — j‘xzfz (.1.'2) d.l'zj +

—0 —o0

+ (apd v )(fz - J-rl‘zfz (x2) dd‘z]] + 261{361 - jﬂfl (1) doxy J +

—o -

+2(a, —a )[;21 j i) day — j 2 fi () d‘u] + a,{;ez - j 2 fy(2) d.l-zj +

0 —o0

%

+ (Cllg —Qyg ){)22 J'ﬁ (x2) dan — J..l-zf‘z(.z‘z) d.z-z\J =0 (433)

—00 —co

oraz

F

Ifz (.1'2) d‘z'zl:(apg + Qg — Qg — Apa )(JACI Iﬁ ((1'1) d.l‘l - J.-l'lfl (.1'1) d.z'lj +

—00 —Q0 .

+a, —ay )[JACl - I.zqﬁ (1) quJ:l + 2ad{fc2 - J.rzfz (2) dter +

—o -0

+2(a, —ay )(;22 j o (n) doy — j 2 f () d,m] + ah{fc] - J.,rl £i(a) d.n} +

+(ap — a/d)[fq j Fila) da - j.n Alx) d(z'lj = 0. (4.34)

—00

Rozwiazanie to istnieje i jest jedyne. Powyzszy uktad stanowi dwuwymiarowy
odpowiednik kryterium (4.13).
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Do wyznaczenia gestosci f; oraz f; zostang zastosowane estymatory jadrowe,
odpowiednio, ]}1 oraz /}2, z uzyciem jadra K spelniajacego warunki A-B sfor-
mutowane w punkcie 4.1.2. Rozwiazanie uktadu réwnan (4.33)-(4.34) moze byé
woéwczas obliczone za pomoca efektywnych metod numerycznych. W tym celu,
przy dowolnie ustalonym i = 1, 2, ..., m, zostana okre$lone funkcje U | : R — R,
U2 R—>R, Vi :R—->Roraz V;,:R - R dane wzorami (4.16)-(4.17), gdzie
jako %, x; h, s; nalezy podstawi¢ odpowiednio wielkosci zwiazane z pierwsza
i druga wspétrzedna, czyli X x;1, 7, s;1 w przypadku funkcji U, ; oraz V|,
a takze X, X;2, My, 5;2 dla U;» 1 Vi, Po wprowadzeniu powyzszych oznaczen
kryteria (4.33)-(4.34) mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

[Ui,l (1) [(apg + i — g — apd)()%ZUi,Z (%) - Vi,2(5‘\:2))+ (pa = g )X = X; 2 )]+

]
—_

™

+2a; (B — xi0) + 2(a, — a)(&U; (£) ~ Via () + aig (R — x10) +
+ (g — a)(B2U;2(32) ~Vin(%2))] = 0, (4.35)

i Ui (X2) (apg ta —ap *apd)(lﬁ Ui (%) —V; 1(x1))+(alg —ai ) (% — xi,l)]+

i=1

+2a,(X —x;2) +2(a, —ay )(-)2-2Ui,2 (%)= Via(%, ))+ g (X — X)) +
+(apa —ald)(ﬁUf,l(?ACl)—Vf,l(fﬁ))] =0. (4.36)

Jezeli oznaczy¢ lewe strony powyzszych réwnan, odpowiednio, przez L (%, X,)
oraz [, (%, X,), to wartosci pochodnych czastkowych funkcji L; i L, wzgledem,
odpowiednio, x; i X, wynosza

OLi (%, %) x| 1 X — X . A o
= K > a,, +a, — A, —a Ui ) — I/z ) +
0% Z hus; hisi [( pg TAig —qig —dpg )(xz 2(%2) 2(%, ))

+ (pa — a1 )Fy = xi2) |+ 2(a, —a)U;1 (B1) + 24, (4.37)

0Ly (%1,%)  ~° 1 X2 —Xio
—25)%12—2:2[}[2&’2 K[ lz”le,z j[(angra/d alg_apd)(xl Uii(%) - Vl(xl))

+(ag — a)F —xi0) ]+ 2ag — a2 (%) + 204, (4.38)
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Wtedy rozwiazanie ukladu réwnan (4.33)-(4.34) moze by¢ wyznaczone z uzy-

A

A o0
Xk,1
ciem metody Newtona jako granica dwuwymiarowego ciagu {X; }r-o :{ }
Xk,2
e k=0

zdefiniowanego wzorami

. 1 n
Xo,1 Z—ZXi,l, (4.39)
m5 .
. l m
Xo,2 = —in,Z: J (4-40)
m4= .
. . L (R, % 2)
=Xp— o =0,1, .., 4.41
Xt = X1 LG Re0) dla k=0,1 ( )
o
. . Ly (Xea, %n2)
= - e la k=0,1, .., 4.4
The2 = Fh2 OLy (Xy 1, X1,2) dla (442)
0%,

przy czym wystepujace powyzej wielkosci sa okreslone zalezno$ciami (4.35)-
-(4.38), a warunek stopu jest koniunkcja ponizszych nieréwnosci:
. A I
| R0 — Rion |éﬁ, (4.43)

~

2]

; 4.44
100 (449

| Xpo = Xpr2 |

gdzie 6, i 6, oznaczajg estymatory odchylen standardowych (2.53) poszcze-

golnych wspétrzednych. Dla zapewnienia globalnej zbiezno$ci powyzszego

algorytmu mozliwa jest stosowna modyfikacja wzorow (4.41)-(4.42) w celu

uzyskania postaci analogicznej do zaleznosci (4.23), z podstawieniem w miejsce
oL

~ ~ roA . . ~ A 1 ~ ~ ~
Xg1, X, L, L', & odpowiednio Xi411, X1, Li, ——, 01 018z Xpi12, X2,
X1
oL, .
L2: —, O2.
axz

Podobnie jak w poprzednich punktach, jako jadro K ponownie proponuje si¢
kombinacj¢ liniowa jader Epanecznikowa i Cauchy’ego (4.24). Wymagane jest
tu wyznaczenie wartosci parametru wygladzania oraz parametréw modyfikuja-
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cych, osobno dla obu wspétrzednych, a w przypadku o # 0, takze odrebnie dla
jader Epanecznikowa i Cauchy’ego. Odpowiednie wzory na wartoéci funkcji
U1, Uiz oraz Vi1 1 Vi, sa podane jako zaleznosci (4.25)-(4.30), ktére nalezy
teraz stosowa¢ odpowiednio dla wspotrzednej pierwszej i drugiej. Podobnie jak
w poprzednich punktach, mozna uwzglednié ograniczenie no$nika poszczegdl-
nych wspétrzednych (punkt 3.1.7) oraz ujecie warunkowe (punkt 3.2.3), takze
w obecnoéci sktadowych binarnych (3.1.8).

4.1.4. Wykorzystanie do zagadnien sterowania optymalnego

Procedura zaprezentowana w niniejszym podrozdziale ma charakter uniwer-
salny i moze by¢ stosowana do réznorodnych probleméw z zakresu nauki
1 praktyki. Jako ilustracja jej uzycia zostana ponizej rozwazone zagadnienia
z zakresu klasycznego sterowania optymalnego. Dzigki wystepujacemu tu
wskaznikowi jakosci zagadnienia takie staja si¢ bowiem dogodne do przejrzys-
tych interpretacji. Materiat zawarty w tym punkcie nawiazuje do tredci pod-
rozdziatu 2.3,

Ostatnia uniwersalng koncepcja, jaka powstala w dziedzinie teorii sterowa-
nia, bylo sterowanie optymalne. Konstruowane na tej podstawie systemy okaza-
ty si¢ wszakze w praktyce bardzo wrazliwe na niedokiadnoéci modelu i zaktce-
nia pojawiajace si¢ w rzeczywistych obiektach, co stanowilo ostatecznie gtéwne
ograniczenie ich zastosowan. Jednak same wynikle stad koncepcje staly si¢ do-
godng podstawa do tworzenia struktur, w ktérych wrazliwosé taka bylaby zna-
czaco zredukowana. W szczegélnosci, wystepujacy tu wskaznik jakosci stero-
wania moze stanowi¢ réwniez o jakosci identyfikacji, umozliwiajac stworzenie
procedury optymalnej estymacji wartosci parametréw modelu, istotnie popra-
wiajacych wilasnoéci otrzymanego uktadu.

W ramach pierwszego przykladu (dotyczacego przypadku liniowej niesy-
metrycznej funkcji strat — punkt 4.1.1) niech dany bedzie system dynamiczny
opisywany réwnaniem rozniczkowym

. 0
’:xl(f)} :{0 IHXI(I)J“L U o, {xl(o)jl :{XMJ’ 4.45)
()] [0 0] x() T x(0) ] | xe
przy czym m > 0 1 Xo1, X2 € IR. Reprezentuje on mase m poddana dziataniu sily
zgodnie z druga zasada dynamiki Newtona. Wéwczas x,, x, oraz u 0znaczaja,
odpowiednio, potozenie i predkosé masy oraz site traktowang jako sterowanie.
System taki stanowi podstawe wiekszo$ci badaf z zakresu robotyki, prowadza-

cych w konsekwencji do znacznie bardziej ztozonych modeli, o specyfice wia-
sciwej dla rozpatrywanego problemu.
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Rozwazmy zagadnienie minimalnoczasowe, w ktérym wskaznikiem jakosSci
sterowania J jest czas osiagnigcia zbioru docelowego, a zatem

J(u) =1, (4.46)

gdzie 1, oznacza (swobodny) czas osiagnigcia zbioru docelowego. Podstawowa
posta¢ takiego zadania polega na sprowadzeniu stanu systemu do poczatku ukta-
du wspolrzednych, w minimalnym i skoficzonym czasie, przy czym zaklada sie,
1z warto$ci sterowania sg ograniczone. Fundamentalne znaczenie dla zjawisk
zachodzacych w systemie sterowania ma wiasciwa identyfikacja wartosci para-
metru m. Sterowanie jest przeciez okreslane na podstawie wartosci estymatora
m, w praktyce réznej od wartosci parametru m wystepujacego w obiekcie.

W czysto hipotetycznym przypadku = = m, a zatem gdy warto$¢ estymatora
tego parametru jest rowna jego rzeczywistej wartosci, proces ma regularny cha-
rakter. Stan systemu osigga poczatek uktadu wspohrzednych w minimalnym
i skonczonym czasie. ROwnanie rézniczkowe (4.45) ma w tym przypadku
C-rozwigzania (por. punkt 2.3.1).

7 kolei, jeshi estymator jest przeszacowany (czyli m < m ), to w systemie po-
jawiajq si¢ przeregulowania — jego stan oscyluje wokét poczatku uktadu wspol-
rzgdnych 1 osiaga go w skonczonym czasie, aczkolwiek wigkszym od minimal-
nego. Réwnanie rézniczkowe (4.45) takze wtedy ma C-rozwiazania.

I wreszcie, w przypadku niedoszacowania (tzn. gdy m>m) stan systemu
porusza si¢ wzdhuz tak zwanej trajektorii poslizgowej 1 ostatecznie osiaga pocza-
tek uktadu wspétrzednych w skonczonym czasie, ponownie wigkszym od mi-
nimalnego. Rownanie rézniczkowe (4.45) nie ma tu jednak C-rozwigzan, lecz
F-rozwiagzania (por. punkt 2.3.1).

Jezeli zatem do analizy réwnania rozniczkowego (4.45) zostang uzyte
K-rozwiazania (por. ponownie punkt 2.3.1) stanowiace uogolnienie zarowno C-,
jak i F-rozwigzan, to mozliwe jest formalnie jednolite zestawienie powyzszych
trzech przypadkow. Na rysunku 4.1 zostal pokazany wykres wskaznika jakosci J
w funkcji warto$ci estymatora m przy przyktadowo ustalonym m = 1. Widac,
iz wzrost wartosci tego wskaznika jest w przyblizeniu wprost proporcjonalny
do bledu estymacji [m—m|, aczkolwiek o odmiennych wspétczynnikach
dla bledoéw dodatnich i uyjemnych. A zatem do wyznaczenia wartosci estymatora
m warto uzy¢ procedury proponowanej w punkcie 4.1.1 z uzyciem liniowej
niesymetrycznej funkcji strat (4.6). Korzysci uzyskiwane ze stosowania powyz-
szej procedury, w poréownaniu z estymatorem klasycznie otrzymywanym jako
srednia arytmetyczna z pozyskanych pomiaréw, wynosza do 15% wartoSci
wskaznika jakosci.
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A

J(ulg)

9-

5 o

0,6 0,8 1 1,2 A

Rys. 4.1. Wartod¢ wskaznika jakoéci J otrzymana dla réznych wartosci estymatora #1, przy m = 1

Jako drugi przyklad (dotyczacy przypadku kwadratowej niesymetryczne;
funkcji strat — punkt 4.1.2) rozwazone zostanie zagadnienie sterowania optymal-
nego z kwadratowym wskaznikiem jakosci. Obiektem niech bedzie tu nastepuja-
cy typowy system, ktérego dynamika jest opisana réwnaniem rézniczkowym
z macierza stanu w postaci kanonicznej Jordana:

B S
X2 (0) 0 Allx()] | A %(0)| | xp

przy czym xo;, Xo2 € IR oraz L € R\ {0}. Niech ponadto AeR\ {0} reprezentuje
estymator parametru A. Regulator optymalny jest okre$lony na podstawie warto-
sei A, w praktyce réznej od wartosci A wystepujacej w obiekcie. Dla prostoty
ilustracji przyjgto przypadek nieskonczonego czasu koficowego z jednostkowy-

mi macierzami (parametrem) podcatkowej funkcji wskaznika jakosci, czyli pod-
legajacy minimalizacji wskaznik J przyjmuje tu postaé

o0

J(u) = f X2(t) + X2 () +u(7) db. (4.48)

0

Otrzymane dla poszczegdlnych A wartoéci wskaznika J, przy przykladowo
ustalonym X = 1, zostaly pokazane na rysunku 4.2. Widaé, iz wzrost wskaznika
jakosci w zaleznosci od bledu estymacji mozna z duza doktadnoscia aproksy-
mowac kwadratowa niesymetryczna funkcja strat postaci (4.11), a do wyznacze-
nia wartosci estymatora zastosowaé procedure szczegdlowo przedstawiona
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w punkcie 4.1.2. Korzys$ci uzyskiwane wzglgdem klasycznie uzywanej Sredniej

arytmetycznej wynosity nawet do 50% kwadratowego wskaznika jakosci. Do-
datkowo nastapito istotne zwigkszenie zapasu stabilnosci.

i
J(ul3) |
14+
13

121

114

10 T T T T T T T A=
0,6 0,8 1 12 A

Rys. 4.2. Warto$¢ wskaznika jakosci J otrzymana dla réznych wartosci estymatora A, przy A =1
I wreszcie w ramach trzeciego przykladu (dotyczacego przypadku dwuwy-
miarowej kwadratowej niesymetrycznej funkcji strat — punkt 4.1.3) zostanie
rozwazony system dynamiczny powstaly poprzez uwzglednienie w ukladzie

(4.47) inercji elementu wykonawczego, a zatem zastapienie sterowania u dodat-
kowa wspotrzedna x; 1 dodanie trzeciego réwnania rézniczkowego w postaci

X3(t) = =Tox3 () +u(t), (4.49)

przy stalej inercji 7> 0. Laczac zatem wzory (4.47) oraz (4.49), otrzymuje sig

xl(t) Al 0 Xl(t) 0 XI(O) Xo1
HO1=[0 A A || e@ |+ 0u@), | x0)]=] x|, (4.50)
x3(2) 0 0 =T | x(0) 1 x3(0) Xo3

A
przy ¢zym Xo1, Xo2, Xo3 € IR. Estymacji podlegaja zatem parametry [T} pocho-

dzace od odmiennych poduktadéw: A z samego obiektu oraz T charakteryzujace
element wykonawczy, a wigc sq one niezalezne. Nadal rozwazane bedzie zada-
nie sterowania optymalnego z nieskoficzonym czasem koncowym przy jednost-
kowych macierzach (parametrze) funkcji podcatkowej, czyli dla nastepujacego
podlegajacego minimalizacji wskaznika jakosci J:
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J(u) = O}xlz(r)+x22(t)+x32(t)+u2(t) dt. 4.51)
0

Regulator optymalny jest okreslony na podstawie wartosci estymatorow l:}:},
T

A
ktére réznia sig od rzeczywistych wartosci parametrow {T}
Na rysunku 4.3 zostal pokazany przestrzenny wykres charakteryzujacy wy-

kres wskaznika jakosci sterowania w funkeji warto$ci estymatorow |, |, przy
T

1
1

kwadratowa niesymetryczng funkcja strat (4.31), po czym do wyznaczenia war-
tosci estymatora wykorzystaé procedurg z punktu 4.1.3. Uzyskiwane korzysci
wzgledem metod klasycznych opartych na $redniej arytmetycznej pomiardéw
byly podobne jak wspomniane wyzej dla przypadku Jednowymiarowego.

A
przyktadowo ustalonym ’:TJ =[ J Mozna go aproksymowa¢ dwuwymiarowa,

S o~
N U T
Tadgy | ://‘ o \1\\1\ | : 1=/
) |4 | T+ |
200\'/ [ ! | + | |
s ]

|
|
PR
1t

Iy Al
Rys. 4.3. Wartos¢ wskaznika jakosci J otrzymana dla réznych wartosci estymatorow [7:} przy [T] = [J
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4.2. WYKRYWANIE | KLASYFIKACJA ELEMENTOW NIETYPOWYCH (ODOSOBNIONYCH)

Przedstawiona w niniejszym podrozdziale procedura identyfikacji wartosci
parametréw ma charakter uniwersalny. Podobne uwarunkowania, jak okreslone
powyzej dla probleméw sterowania optymalnego, mozna bowiem wskaza¢ dla
wielu zagadnief nawet spoza zakresu szeroko rozumianej inzynierii. Otoz, we-
dhug teorii Kahnemana, psychologa, laureata Nagrody Nobla w dziedzinie eko-
nomii, zachowania gospodarcze nie sa do konca racjonalne. Zgodnie z jego teo-
rig cztowiek silnie reaguje na ekstremalne bodzce i jest skfonny do przeceniania
strat i niedoceniania zyskéw. Ta obawa przed duzymi stratami pozwala prze-
trwaé zwierzeciu w przyrodzie, jednak w gospodarce prowadzi do irracjonalne-
go leku przed zmianami. Gdyby zatem preferencje psychologiczne przecigtnego
czlowieka opisa¢ za pomoca aparatu matematycznego podobnego do wskaznika
jakoéci sterowania optymalnego, to posta¢ owych preferencji staje si¢ podobna
do formuty kwadratowej niesymetrycznej (4.11). Odmienny stosunek czlowieka
do strat i zyskow jest tu reprezentowany przez niesymetri¢ (tj. p # q), a obawa
przed zjawiskami ekstremalnymi — poprzez posta¢ kwadratowa.

Uwagi bibliograficzne

Niniejszy podrozdzial ujmuje wyniki badaf prowadzonych przez autora wraz
z Malgorzata Charytanowicz (dotyczacych liniowej niesymetrycznej funkceji
strat) i Aleksandrem Mazgajem (w zakresie zagadnien zwiazanych z funkcjg
kwadratowa niesymetryczna) w ramach Ich prac doktorskich [8, 46]. Powyzszy
tekst zawiera fragmenty tych rozpraw oraz wspélnych publikacji [37, 38].

Ogolne zagadnienia modelowania matematycznego sa prezentowane w ksiaz-
kach [23, 45].

Klasycznym podrecznikiem z zakresu sterowania optymalnego jest praca
[2] — material przedstawiony w punkcie 4.1.4 szczegélnie nawigzuje do zawar-
tych w niej podrozdziatéw 7.2, 9.5, a posrednio réwniez 7.4. W tej dziedzinie
oraz pokrewnych tematach warto takze poleci¢ publikacje [7, 28, 29, 31, 33, 41,
47, 69]. Przyktad szczegdtowej analizy wrazliwosci uktadu regulacji automa-
tycznej mozna znalez¢ w monografii [35].

4.2. Wykrywanie i klasyfikacja elementéw nietypowych
(odosobnionych)

W licznych zagadnieniach nauki i dziatan praktycznych pojawia si¢ zadanie
wykrycia elementu nietypowego o wiasnosciach istotnie odmiennych od tych,
jakie maja pozostale elementy z rozpatrywanego zbioru. Na przyktad w proble-
mach analizy danych powyzsze moze $wiadczy¢ o istotnym bledzie popetnio-
nym w procesie metrologicznym albo we wstepnej fazie gromadzenia lub prze-
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twarzania uzyskanych informacji. W konsekwencji wykrycie takiego elementu
pozwala na dokonanie odpowiednie; korekty lub stanowi wrecz przestanke do
wyeliminowania go z posiadanego zbioru danych. Z kolei w innych dziedzinach
wspéiczesnych nauk stosowanych obecnogé tego typu elementu moze $wiadczy¢
— przyktadowo — o uszkodzeniu nadzorowanego urzadzenia technicznego albo
pojawieniu si¢ stanéw patologicznych w organizmie badanego pacjenta. Umoz-
liwia to nadzorowanie ztozonych obiektow technicznych w trakcie wykonywa-
nia wlasciwych im zadan produkcyjnych lub tez — w zagadnieniach medycz-
nych — stanowi cenne narzedzie wstepnej fazy badan o charakterze masowym,
zwlaszcza profilaktycznych. Zgodnie z nazewnictwem statystyki matematycznej
elementy znaczaco rézniace si¢ od pozostatych elementéw préby losowej sa
okreslane mianem elementéw odosobnionych. W przypadku wykrycia takiego
elementu dodatkowe korzysci mozna odniesé poprzez identyfikacje charakteru
wykrytej odmiennosci, czyli jego ewentualng przynaleznos$é do ustalonej klasy.
Stanowi to przyktadowa postaé tak zwanego zadania klasyfikacji.

Mogacy stuzy¢ powyzszym celom aparat matematyczny wyksztalcil sie
w ramach testowania hipotez — drugiego, obok teorii estymacji, podstawowego
dziatu statystyki. Ponizej beda przedstawione pokrotee te pojecia z powyzszego
zakresu, ktore zostana wykorzystane pézniej do zaprojektowania procedury wy-
krywania i klasyfikacji elementow nietypowych, opartej na metodyce konstru-
owania estymatoréw jadrowych.

Hipoteza statystyczng jest nazywane dowolne przypuszczenie weryfikowa-
ne na podstawie wartosci proby losowe;. Regule postepowania, ktéra wszystkim
mozliwym wartosciom préby przyporzadkowuje decyzje o przyjeciu albo odrzu-
ceniu weryfikowanej hipotezy (lub w ogdlnym przypadku takze o niepodjeciu
zadnej z tych decyzji), nazywa sie testem statystycznym, a sama procedure —
testowaniem hipotezy statystycznej. Podstawe takiego testu stanowi statystyka S
(por. punkt 2.2.1), ktéra w zaleznodci od tego, czy testowana hipoteza jest praw-
dziwa czy falszywa, przyjmuje z mozliwie duzym prawdopodobienstwem war-
todci nalezace do rozlacznych zbioréw: zbioru odrzucenia (krytycznego)
ACR, w przypadku gdy testowana hipoteza jest fatszywa, albo zbioru przyje-
cia B c R jegli hipoteza jest prawdziwa. Zbior przyjecia okredla sie przewaznie
Jako dopetnienie zbioru krytycznego:

B=Rk\ 4. (4.52)

W podstawowym przypadku & = 1 i wéwczas Jezeli o fatszywodci testowane;
hipotezy $wiadcza mate wartosci statystyki testowej, zbior krytyczny przyjmuje
si¢ W postaci 4 = (—oo, a], czyli jako lewostronny zbiér krytyczny, w przeciw-
nym razie jako prawostronny zbiér krytyczny 4 = [a, ), przy czym liczba a
Jest nazywana warto$cig krytyczna. Ostatecznie, jezeli wartosci x;, X2y eeey X
stanowia probe losowa, to testowana hipoteza zostaje odrzucona, gdy
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S(x1, Xz, X)) E A, (4.53)
lub przyjeta, jesli

S(x), X2, ..., %) €B. (4.54)

W ogélnym przypadku mozliwe staje si¢ réwniez niepodjgcie zadnej z powyz-
szych decyzji, co najczesciej implikuje dalsze badania przedmiotowe.

Poza hipoteza testowana H mozna takze wyroznié hipotezg alternatywna Hy,
przyjmowana za prawdziwg w przypadku odrzucenia hipotezy H. Typowa hipo-
teza alternatywna jest zaprzeczeniem hipotezy testowanej: H, = ~H.

Jak wynika z definicji hipotezy statystycznej, nie mozna wykaza¢ z cala
pewnoscia jej prawdziwosci albo fatszywosci, gdyz podstawa wnioskowania jest
tu préba losowa. Mozliwe staje si¢ zatem podjecie poprawnej decyzji albo tez
popelnienie jednego z dwéch bledow: odrzucenia hipotezy prawdziwej, czyli tak
zwany blad pierwszego rodzaju, lub przyjecia hipotezy falszywej, co z kolei
stanowi blad drugiego rodzaju.

Jezeli zatozy¢, ze postaé statystyki testowej i zbioru krytycznego oraz licz-
nos¢ proby sa ustalone, to prawdopodobienstwa bledow zaleza juz bezposrednio
od przyjetej wartosci krytycznej, przy czym na ogo6l ewentualna jej zmiana,
dokonana w celu zmniejszenia prawdopodobienstwa jednego rodzaju bledu,
powoduje bezposrednio zwigkszenie prawdopodobiefistwa drugiego. W praktyce
czesto stosuje sie tak zwane testy istotno$ci, w ktorych wymaga sig, aby prawdo-
podobienstwo bledu pierwszego rodzaju bylo réwne zalozonemu poziomowi
istotno$ci o, natomiast nie kontroluje si¢ bezposrednio prawdopodobiefistwa
bledu drugiego rodzaju. W wyniku takiego postgpowania mozna odrzuci¢ testo-
wana hipoteze, lecz czesto nie podejmuje si¢ decyzji o jej przyjeciu, gdyz wow-
czas zachodziloby niebezpieczefistwo popenienia niekontrolowanego tu bledu
drugiego rodzaju. Jednakze w niektérych zastosowaniach sam brak przyjecia
hipotezy, a wigc odstapienie od decyzji i w konsekwencji zaniechanie jakiego-
kolwiek dzialania jest calkowicie wystarczajace z aplikacyjnego punktu widze-
nia. (Warto zauwazy¢, ze w przypadku stosowania testow istotnosci okreslenie
zbioru przyjecia oraz hipotezy alternatywnej czgsto moze by¢ czynnoscia zbed-
ng — nie podejmuje si¢ bowiem decyzji o przyjeciu testowanej hipotezy, a zalez-
ne od hipotezy alternatywnej prawdopodobienistwo bledu drugiego rodzaju jest
poza zakresem rozwazan.)

Duze znaczenie w procesie projektowania testu statystycznego ma zatozona
warto§é poziomu istotnosci o e (0, 1). Wybor jest whasciwie arbitralny, acz-
kolwiek powinien on uwzgledniaé¢ ekonomiczne konsekwencje ewentualnych
bledoéw pierwszego i drugiego rodzaju. Przewaznie sa uzywane wartosci 0,01,
0,02, 0,05 (jako podstawowa) i 0,1. W trakcie stosowania testu mozliwa jest
adaptacja algorytmu polegajaca na zmianach warto$ci tego parametru.
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Powyzsza, klasyczna koncepcja testowania hipotez jest zgodna z teorig Neyma-
na-Pearsona. Bardziej wyrafinowana teoria Walda oparta zostata na statystycznej
teorii decyzji przedstawionej na poczatku niniejszego rozdziatu, W typowym przy-
padku zakfada si¢ dwuelementowy zbiér stanéw natury — sa one charakteryzowane,
odpowiednio, przez hipotezy testowana i alternatywna. Z kolei przyjecie hipotezy
testowanej albo alternatywnej jest uznawane za dwie mozliwe do podjecia decyzje.
Poprzez odpowiednie zdefiniowanie postaci funkcji strat sg tu dodatkowo uwzgled-
niane konsekwencje ewentualnych bledéw pierwszego i drugiego rodzaju.

W dalszej czgéei tego podrozdziatu metodyka wyznaczania estymatorow -
jadrowych zostanie wykorzystana do skonstruowania procedury przeznaczonej
do wykrywania i klasyfikacji elementéw nietypowych (odosobnionych). I tak,
w punkcie 4.2.1 bedzie przedstawiony test umozliwiajacy ich wykrywanie,
a w punkcie 4.2.2 — klasyfikacje. Koncepcje te zostana uzupelnione w kolej-
nym punkcie 4.2.3 o wersje lokalna, roznicujaca znaczenie poszczegdlnych
elementéw proby losowej odpowiednio do ich ulokowania wzgledem — stano-
wigcego tu punkt odniesienia — testowanego elementu.

4.2.1. Wykrywanie elementow nietypowych

Ponizej bedzie rozwazane zadanie wykrywania elementow nietypowych. Ponie-
waz z uwagi na uwarunkowania aplikacyjne nie przyjmuje sie tutaj zadnych
zatozefi dotyczacych zbioru (wzorca) wszystkich mozliwych elementow tego
typu, co implikuje znaczna nieokreslono$é ewentualnej hipotezy alternatywnej
oraz prawdopodobienstwa bledu drugiego rodzaju, zaproponowany zostanie test
istotnosci, zgodnie z zasadami teorii Neymana-Pearsona.

Niech zatem dana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X oraz uzyskana
z niej préba losowa

X1y X2y eoey Xy (455)

Jej elementy sa traktowane w badanym zagadniéniu jako typowe. Parametr
a € (0, 1) oznacza zaloZzony poziom istotnosci. Testowana bedzie hipoteza sta-
nowiaca, ze ustalony wektor

YeR” (4.56)

jest elementem typowym.
Stosowang w tym celu statystyke S: R” — [0, ) mozna zdefiniowaé zalez-
noscia

S(x)= f(%), 4.57)

przy czym f‘ oznacza jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa zmien-
nej losowej X, okreslony dla proby (4.55). Jego konstrukcja zostata przedstawio-
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na w podrozdziale 3.1. Poza modyfikacjg parametru wygltadzania (punkt 3.1.6)
zalecane jest tu uzycie jadra bedacego kombinacja liniowa jader Epaneczniko-
wa oraz normalnego (3.46), a w przypadku wielowymiarowym opartego na
nim jadra radialnego (3.49) z transformacja liniowa w pelnej postaci (3.53) —
punkt 3.1.4. Nalezy podkres$li¢, iz posta¢ statystyki (4.57) wraz z wlasnoéciami
estymator6w jadrowych pozwala na identyfikacj¢ ewentualnych réznic dotycza-
cych nie tylko wartosci wektorow (4.55) i (4.56), ale przede wszystkim ztozo-
nych relacji wystepujacych migdzy ich wspotrzednymi.

Wartos¢ statystyki (4.57) mozna interpretowaé jako prawdopodobienstwo
wystapienia wartosci z otoczenia wektora (4.56), w warunkach charakteryzowa-
nych przez probe (4.55) zlozona z elementéw traktowanych jako typowe. O od-
rzuceniu testowanej hipotezy, stanowiacym, iz wektor (4.56) takowy nie jest,
swiadcza zatem mate wartosci S(X). Zbior krytyczny zostanie wiec zdefiniowa-

ny w postaci lewostronnej

A= (-, d, (4.58)
gdzie warto$¢ krytyezna a jest dana jako estymator kwantyla ¢ rzedu réwnego
przyjetemu poziomowi istotnosci

r=a (4.59)

zmiennej losowe] Z = ]; o X, czyli wyznaczony dla proby zi, z,, ..., z, 0 elemen-
tach okreslonych wzorami

= f(xl),
2 =f(x), (4.60)
Zw = [ ().

Podsumowujac powyzsze, zapiszmy
a=4q. (4.61)

Do wyznaczenia warto$ci estymatora kwantyla ¢ rzedu (4.59) na podstawie pro-
by losowej (4.60) mozna wykorzysta¢ algorytm przedstawiony w punkeie 3.2.2.
Z uwagi na to, iz rzad kwantyla jest bliski zeru, a wartosci zmiennej losowej Z sa
ograniczone do zbioru liczb nieujemnych, szczegélnie zalecane jest tu uzycie pro-
cedury ograniczenia nosnika do przedziatu [0, ), przedstawionej w punkcie 3.1.7.

Po wyznaczeniu funkcji f" iliczby g, a wigc w konsekwencji postaci staty-

styki (4.57) oraz — po podstawieniu (4.61) — zbioru krytycznego (4.58), uzyskuje
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si¢ komplet wielkosci niezbednych do stosowania projektowanego testu. I tak,
po obliczeniu wartosci statystyki dla testowanego elementu, czyli wielkodci
S(X), otrzymujemy ostatecznie, ze jezeli zachodzi warunek

S(X) e 4, (4.62)

to nalezy odrzuci¢ hipoteze stanowigca, iz element ten jest typowy, a zatem
uzna¢ go za nietypowy. W zadaniach praktycznych najczesciej skutkuje to pod-
Jeciem stosownych czynnodci wlasciwych konkretnemu zagadnieniu aplikacyj-
nemu. W szczegdlnosci mozliwe jest wowcezas sprawdzenie, czy element ten
nalezy do pewnych wyréznionych klas elementéw nietypowych — zagadnienie to
bedzie przedmiotem rozwazan przedstawionych w nastepnym punkcie.

W przypadku istnienia czynnika zewngtrznego majacego bezposredni wplyw
na badane zagadnienie, w tym sensie iz podanie konkretnej (np. aktualnej) war-
tosci tego czynnika mogtoby znaczaco uscisli¢ bedace w dyspozycji dane, warto

wykorzysta¢ w powyzszej koncepcji ujecie warunkowe, zastepujac funkcje f
Jjej postacia warunkowa f Yw=w SZ€zegbtowo przedstawiong w punkcie 3.2.3.

Zaréwno zmienna losowa X, jak i zmienna warunkujaca W moga zawieraé
wspolrzedne binarne, zgodnie z koncepcja wprowadzona w punkcie 3.1.8,
a wobec wspotrzednych zmiennej X mozna stosowaé procedure ograniczenia
nosnika (punkt 3.1.7).

4.2.2. Klasyfikacja elementow nietypowych

W wielu praktycznych zagadnieniach dodatkowe korzysci uzyskuje sie przez
testowanie przynalezno$ci wykrytego elementu nietypowego do ustalonej klasy
takich element6w, z wykorzystaniem probabilistycznej reprezentacji powyzszej
klasy w postaci pobranej z niej proby losowej. Zakres potencjalnych zastosowan
wzmiankowanych procedur stanowi obszeme spektrum aplikacyjnych proble-
mow, od ztozonych zagadnien diagnostyki technicznej i medycznej az po proste
przypadki identyfikacji trywialnych bledéw powodujacych odmiennosé wykry-
tego elementu. llustracyjnym przykladem jest tu omylkowe podanie wartosci
pomiaru w innych niz zatozone jednostkach fizycznych — w takich przypadkach
mozliwa jest nawet automatyczna korekta powstatej nieprawidlowosci, czyli
swoista ,,naprawa” elementu nietypowego.

Kontynuujac oznaczenia poprzedniego punktu, niech X oznacza n-wymia-
rowg zmienna losowa, a

X15 X2y oy Xy (463)

uzyskana z niej m-elementowa probe losowa, zlozona z elementéw traktowa-
nych jako typewe. Niech ponadto bedzie ustalony pewien podzbiér elementéw
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nietypowych, okreslany dalej mianem Kklasy C, a takze m"-elementowa proba
losowa

X1 X5 ey X (4.64)

m

otrzymana z tej zmiennej jako reprezentacja powyzszej klasy. Testowana bedzie
hipoteza stanowiaca, ze ustalony wektor

YeR” (4.65)

nalezy do klasy C, przeciw hipotezie alternatywnej, iz jest elementem typo-
wym.

Do rozwiazania powyzszego zadania zostanie wykorzystana wzmiankowana
we wstepie do podrozdziatu 4.2 teoria Walda, w nawiazaniu do statystycznej
teorii decyzji przedstawionej na poczatku rozdzialu 4. Tak wiec zaktada sie

dwuelementowy zbidr standw natury X" ={»", s}, przy czym

»" — oznacza, ze element (4.65) nalezy do klasy C, (4.66)

e+ — oznacza, ze element (4.65) jest typowy. ’ (4.67)

Podobnie, zbidr mozliwych do podjecia decyzji przyjmuje postaé & = {/", s},
gdzie

" — oznacza przyjecie hipotezy, iz element (4.65) nalezy do klasy C, (4.68)
o+ — oznacza przyjecie hipotezy, iz element (4.65) jest typowy. (4.69)

Funkcja strat jest dana w naturalnej postaci

0, gdy wystepujestan » *, a podjeto decyzje «”,
0, gdy wystepujestan -, a podjeto decyzje o,

U, )= > BT TITIRPUESHIR s, @ POCUTIO CECYAIE € (4.70)
p, gdy wystgpujestan »*, a podjeto decyzje o4,

g, gdy wystepujestan »«, apodjeto decyzje ",

gdzie » €{n’, n+} oraz « €{d", &}, natomiast dodatnie parametry p oraz g
reprezentujg straty, jakimi skutkuja btedy — odpowiednio — pierwszego i drugie-
go rodzaju, a zatem charakteryzujace straty uznania elementu z klasy C za typo-
wy oraz straty wynikle z bledu przeciwnego, czyli przyporzadkowania do tej
klasy elementu typowego.

Proponowana teraz statystyka S*:R" — [0, o) zostanie przyjeta w nastepu-
jacej postaci:

5 (%)= F(®), (4.71)
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gdzie f‘ " oznacza jadrowy estymator gestosci prawdopodobienstwa otrzymany

na podstawie proby losowej (4.64). Prawdziwe pozostaja tu wszelkie uwagi po-
czynione wezesniej wobec statystyki S, sformutowane ponizej zaleznosci (4.57).

Za podjeciem decyzji « $wiadcza zatem duze wartogci statystyki S*, a wiec
powinno to nastapié, gdy

S (X)e d, (4.72)
gdzie
A" =[a’, o). (4.73)

Stanowi to o uznaniu, iz testowany element (4.65) nalezy do klasy C, reprezen-
towanej przez probe losowa (4.64).

W celu wyznaczenia warto$ci krytycznej o zostanie ponizej uzyta baye-
sowska regula decyzyjna, przedstawiona na poczatku rozdzialu 4. Nietrudna
analiza wskazuje, ze optymalna w sensie tego kryterium wartos¢ krytyczna jest
rozwigzaniem nastgpujacego rOwnania z argumentem o

Fa)+LF @)=1. (4.74)
q

gdzie F* oznacza jadrowy estymator zmiennej losowej Z = "o X, gdy wyste-
puje stan ", natomiast F — jadrowy estymator tej zmiennej przy zalozeniu
stanu .. Estymatory te sa zatem otrzymywane, odpowiednio, na podstawie
prob zi, z3,...,z. Orazzy, z, ..., Z,, 0 elementach danych zalezno$ciami

~

z =),
Z = f(x3), 475)
Z; :]}*(x *)

oraz
zi= 17 (n),
2= (%), 476)
Zy = [ (%)
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Sama procedura wyznaczania jadrowego estymatora dystrybuanty zostata przed-
stawiona w punkcie 3.2.1. W rozwazanym powyzej zadaniu musi by¢ ona sto-

sowana odrgbnie wobec estymatorow F* i F.

Roéwnanie (4.74) ma rozwigzanie i w przypadku stosowania jadra o dodat-
nich wilasnosciach rozwiazanie to jest jedyne. Obliczenie jego warto$ci moze
nastapi¢ z uzyciem algorytmu Newtona, analogicznie jak w punkcie 3.2.2 doko-
nano tego wobec kwantyla (por. procedure (3.314)-(3.316)).

Z postaci kryterium (4.74) ponownie wida¢, ze nie jest konieczne odrebne
okreslenie warto$ci parametréw p oraz g, lecz jedynie ich ilorazu.

Podobnie jak w przypadku zagadnienia wykrywania elementéw nietypo-
wych, mozliwe jest zastosowanie ujgcia warunkowego, polegajacego na zasta-

pieniu funkcji f * jej postacia warunkowa ]};iW:w* (punkt 3.2.3). Zaréwno

zmienna losowa X, jak i zmienna warunkujaca W moga zawiera¢ wspolrzedne
binarne (punkt 3.1.8), a wobec wspotrzgdnych zmiennej X mozna stosowaé pro-
cedurg ograniczenia no$nika (punkt 3.1.7).

4.2.3. Ujecie lokalne

W przypadku wielowymiarowym, gdy jest stosowane jadro radialne z transfor-
macja liniowa okreslona macierza w postaci pelnej (3.53), czyli gdy za macierz
transformacji R przyjmuje si¢ macierz kowariancji COV (por. punkt 3.1.4), moz-
liwe jest uwzglednienie lokalnych wlasno$ci zmiennej losowej odniesionych do
potozenia testowanego elementu, przez odpowiednie preferowanie tych elemen-
téw proby losowej, ktére sa mu blizsze.

Najpierw bedzie rozwazane zagadnienie wyznaczania jadrowego estymatora
gestosci prawdopodobienstwa f na potrzeby statystyki (4.57). Wprowadzmy

zatem nastepujaca wielko$¢:

4.77)

Liczba d stanowi zatem maksymalng odlegto$¢ testowanego elementu X od
poszczegdlnych elementow proby losowej (4.55), po uwzglednieniu ,,zmian
skali” wprowadzanych przez macierz R i parametry 4 oraz s;. Bez zmniejszania
ogolnosci rozwazan mozna zatozy¢, ze d> 0. Zerowa warto$¢ oznaczalaby bo-
wiem przypadek trywialny, gdy x =x,=..=x, =X, co stanowi, iz testowany
element jest taki sam jak wszystkie inne, a zatem z pewnoscia nie mozna go
uzna¢ za nietypowy. Niech ponadto
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d; =KE[—;—R“ x;xj dla i=1,2,..,m, (4.78)

S

gdzie Ky oznacza n-wymiarowe radialne jadro Epanecznikowa, czyli okreslone
zaleznoscia (3.47) z podstawieniem (3.40). Oczywiste jest, iz d; > 0. Mozna tak-
ze zatozy¢, ze nie wszystkie parametry d; sg rowne zeru, co z praktycznego
punktu widzenia nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan. Gdyby bowiem d; =0, to
elementy xi, x5, ..., X, bylyby ulokowane na okrggu o $rodku w punkcie ¥
i promieniu d, czyli w zbiorze zerowej miary Lebesgue’a — wobec przyjetego
zalozenia (2.10) prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi zero.
Analogicznie do definicji estymatoréw elementéw macierzy kowariancji
(2.54)-(2.55) okresli¢ mozna lokalne ich postacie cév]‘.]"sz dlaji, j» € {1, 2, ..., n}.

I tak, jezeli znane sa E; oraz E;,, czyli wartosci oczekiwane wspotrzednych j

oraz j,, to

C }(I)ij = m Zd (x’ J Ejl )(xf,jz _Ejz )3 (479)

natomiast w przypadku gdy warto$ci oczekiwane sg okreslone zaleznoscig (2.49)
iprzy m>2:

cav}??}'z = Zd (xl J E]1 )(xl J2 2) (480)

(m— 1)Zd, i=l

Bioragc pod uwage posta¢ parametréow d; zdefiniowanych zaleznoscia (4.78),
wplyw poszczegdlnych elementéw proby losowej na wartosci powyzszych wy-
razen jest proporcjonalny do tego, jak blisko dany element jest potozony wzgle-
dem testowanego elementu.

Identyczne wzory mozna przedstawi¢ w przypadku jadrowego estymatora

gestosci prawdopodobienstwa f " wyznaczanego dla statystyki (4.71) na pod-
stawie proby losowej (4.64).

Ostatecznie, nawiazujac do definicji (3.58), mozna nastegpujaco okresli¢ lo-
kalne ujecie transformacji liniowej w postaci pelne;j:

R=[cov'. ], (4.81)

Ji.J2

przy czym elementy cév}]"sz dla ji, 72 € {1, 2, ..., n} sa dane wzorami (4.79)
albo (4.80). W przypadkach zmiennych losowych o specyficznych rozktadach,
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na przyktad bedacych suma dwoch sktadnikéw o znaczaco réznych wartodeiach
oczekiwanych i istotnie odmiennych macierzach kowariancji, moze to stanowié
o wymiernych korzysciach w postaci lepszego dopasowania estymatora do rze-
czywistych uwarunkowan w otoczeniu konkretnego, bedacego przedmiotem
badan elementu X.

Warto zwréci¢ uwage nie tylko na sama przedstawiona powyzej procedure,
lecz takze na jej ogélng ide¢ uwzglednienia lokalnych wlasnosci badanej zmien-
nej losowej. Moze by¢ ona bowiem stosowana w wielu aspektach konstrukeji
estymatora jadrowego, na przyklad przy ustalaniu warto$ci parametru wygladza-
nia. Najczgsciej wymaga to jednak indywidualnej i wszechstronnej analizy, gdyz
w wigkszosci zagadnien aplikacyjnych brak jest tak wyrazistego punktu odniesie-
nia, jaki stanowit w rozpatrywanym tu zagadnieniu testowany element.

Uwagi bibliograficzne

Niniejszy podrozdzial ujmuje wyniki przedstawione w monografii [36], a takze
badania prowadzone przez autora wraz z Cyprianem Prochotem w ramach Jego
pracy doktorskiej [55] — w tym zakresie powyzszy tekst zawiera fragmenty
wspolnej publikacji [39].

Klasyczny podrecznik dotyczacy elementéw odosobnionych reprezentuje
pozycja [3]. :

Testowanie hipotez statystycznych ma wyjatkowo bogata literatur¢ przed-
miotowa. Szczegdlnie warta polecenia jest ksigzka [22]. Praca [12] stanowi ob-
szerne kompendium najczg¢sciej stosowanych testow. W podreczniku [43] jest
zaprezentowane zagadnienie testowania hipotez z wykorzystaniem elementow
statystycznej teorii decyzji.

Metodyka zwiazana z diagnostyka techniczng ulega obecnie gwattownym
zmianom ze wzgledu na szybki rozwdj techniki komputerowej. Reprezentatyw-
ny przeglad wspoélczesnego stanu wiedzy na ten temat mozna znalezé w pracy
[11]. Z kolei interesujaca — z punktu widzenia analizy systemowej — koncepcja
wilasciwa diagnostyce medycznej, polegajaca na automatycznym rozumieniu
rozpoznawanych obrazéw, zostata zaproponowana w monografii [64].

4.3. Okreslenie przestrzennego rozktadu popytu na potrzeby
planowania systemu telekomunikacyjnego

Obserwowany w ostatnich latach gwattowny rozwdj zastosowan systeméw in-
formatycznych, w tym spektakularne zainteresowanie dostepem do Internetu,
spowodowal znaczny wzrost znaczenia uslug bezprzewodowej szerokopa-
smowej transmisji danych. Wykorzystywany przez operatorow telekomunika-
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cyjnych do tego celu system LMDS (Local Multipoint Distribution System)
umozliwia polaczenie wezla sieci operatorskiej z budynkami, w ktérych sa zlo-
kalizowani odbiorcy ustug, bez koniecznosci budowy kosztownej infrastruktury
kablowej. Dane sg przekazywane mig¢dzy rozlokowanymi na terenie aglomeracji
miejskiej stacjami bazowymi, ktére droga radiowa obstuguja stale potaczenia
z wieloma stacjami abonenckimi, znajdujacymi si¢ w zasiggu skutecznej trans-
misji ich urzadzef nadawczo-odbiorczych. Stacje abonenckie transmituja z kolei,
za pomocy sieci lokalnych, owe dane do uzytkownikéw w obrebie danej lokali-
zacji.

Istotnym czynnikiem, czesto decydujacym o ekonomicznej zasadnosci sto-
sowania systemu LMDS, jest wyznaczenie miejsc zainstalowania stacji ba-
zowych w taki sposob, aby w granicach dostepnych $rodkéw inwestycyjnych
osiagna¢ najwigkszy zysk. Zagadnienie planowania rozmieszczenia stacji ba-
zowych systemu LMDS nie jest zadaniem tatwym z uwagi na konieczno$é
uwzglednienia w procesie planistycznym szeregu uwarunkowan natury tech-
nicznej oraz ekonomicznej. Do podstawowych ograniczen technicznych mozna
zaliczy¢ zasigg urzadzen nadawczo-odbiorczych stacji bazowej, a takze ich
maksymalng przepustowos$é. Dla zapewnienia transmisji jest rowniez wyma-
gana linia widoku pomigdzy antenami stacji bazowej oraz abonenckiej. Ze
wzgledu na nieréwnomierne uksztattowanie terenu oraz wystgpowanie prze-
szkdd, takich jak wysokie budynki, w obrgbie teoretycznego zasiegu moga
istnie¢ obszary ,,niewidoczne”, dla ktérych realizacja potaczen nie jest mozli-
wa. Z tego tez powodu istnieje ograniczona ilo$¢ miejsc, ktére ze wzgledu na
swoja wysokos¢ sa dobrze widoczne, stanowiac potencjalne lokalizacje stacji
bazowych. Obok powyzszych ograniczen technicznych fundamentalny pro-
blem stwarza planistom takze oszacowanie popytu na ustugi transmisji danych,
ktére w praktyce wykonuje si¢ na podstawie czesto mato doktadnych i nie-
kompletnych informacji, dotyczacych potencjalnych odbiorcéw ushig zlokali-
zowanych na danym terenie. Proces decyzyjny jest dodatkowo trudniejszy, gdy
dopuszcza si¢ horyzont wieloletni, zwlaszcza w warunkach niestacjonarnosci
danych.

Tak wigc zadanie planowania wymaga dokonania wyboru tych sposrod
mozliwych lokalizacji stacji bazowych, ktére zapewnia tacznie maksymalny
zysk z realizacji ustug, przy czym liczbe stacji ogranicza wielko$é¢ srodkow
inwestycyjnych. W niniejszym podrozdziale zostanie zaprezentowany algo-
rytm wyznaczania optymalnego ukladu stacji bazowych systemu LMDS.
Estymatory jadrowe beda zastosowane do oszacowania przestrzennego rozkla-
du popytu na ustugi transmisji danych. Ze wzgledu na naturalng nieprecyzyj-
no$¢ ocen przysziego popytu zostana tu dodatkowo wprowadzone elementy
logiki rozmytej. Prezentowana metoda ma charakter uniwersalny i moze by¢
fatwo zaadaptowana do zadan pokrewnych, na przyktad rozplanowania punk-
tow obstugi klienta na terenie aglomeracji miejskich. Znaczna réznorodnoéé
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poruszanych probleméw powoduje, ze zagadnienie to zostanie przedstawione
Jjedynie w zarysie, z wyeksponowaniem nietypowego tu zastosowania estyma-
toré6w jadrowych.

4.3.1. Przestrzenny rozklad popytu

Przestrzenny rozktad popytu na ustugi transmisji danych ma — w dostownym zna-
czeniu — charakter punktowy, zwiazany z poszczeg6lnymi potencjalnymi klienta-
mi. W tej postaci jest on jednak praktycznie nieidentyfikowalny na obszarze
aglomeracji miejskiej. W celu wyznaczenia uzytecznej charakterystyki powyzsze-
'go rozkladu zostanie ponizej zaadaptowana koncepcja estymatorow jadrowych.
Opierajac sig na najbardziej reprezentatywnych obiektach, umozliwiaja one uzy-
skanie ciaglego i usrednionego modelu przestrzennego rozkiadu popytu, dzigki
czemu jest on dogodny do praktycznych zadan optymalizacji.

Funkcja f‘ , otrzymana z wykorzystaniem przedstawionej w podrozdziale 3.1
metodyki, bedzie charakteryzowaé przestrzenny rozklad popytu na ustugi
transmisji danych w obrgbie rozpatrywanego obszaru dziatania systemu
LMDS. Przyjmuje si¢ zatem wymiar n =2, a poszczegblne wspdlrzedne punktu
X =,j'11} oznaczaja odpowiednio: .y — jego dlugosé oraz .x» — szerokosé geo-

¥ &)
graficzng. Kolejne elementy proby losowej xi, x, ..., X, reprezentujg poszczegdlne
lokalizacje gtéwnych obiektéw abonenckich ze zgromadzonej bazy danych. Ze
wzgledu na dogodnos¢ dalszych analitycznych obliczen zostalo przyjete jadro
radialne postaci

_ a1 1 :
K(x)=K [L? D RPNy ORI (4.82)

Zmniejszenie wyktadnika w powyzszym mianowniku, wzgledem typowej posta-
ci Cauchy’ego (3.304), ma na celu ulatwienie dalszych obliczen analitycznych.
Aczkolwiek skutkiem tego warunek (3.16) nie jest spelniony, to w przypadku
rozpatrywanego tu zagadnienia interpretacja wykresu funkcji ]} jest na tyle
wyrazista, iz dobér warto$ci parametru wygladzania /4 korzystnie jest przepro-
wadzi¢ na podstawie wizualnej oceny wykresu otrzymanej funkcji f , 7godnie
z sugestig sformulowang na koncu punktu 3.1.5. Zastosowana zostata procedura
modyfikacji parametru wygladzania z wyznaczonymi na podstawie algorytmu
(3.112)-(3.115) parametrami sy, 53, ..., S, (POL. punkt 3.1.6). Pominieta jest nato-
miast transformacja liniowa (punkt 3.1.4), ze wzgledu na brak uzasadnienia in-
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terpretacyjnego w tym konkretnym, nietypowym zastosowaniu. Rozwazana bg-
dzie zatem nastgpujaca posta¢ uzytego tu estymatora jadrowego:

~ 1 2wy X — X
=y LK “, 4.83
/() hziw gs? [ hs; ] ( )

=l

przy czym jadro K jest dane wzorem (4.82), a wprowadzone powyzej dodatnie
parametry w; dla i =1, 2, ..., m sa przypisane poszczegdélnym jadrom i moga by¢
interpretowane jako potencjalny popyt zwiazany z i-tym obiektem abonenckim.
W przypadku gdy w; =1, zaleznos¢ ta jest rownowazna definicji (3.114) przy
n=2.

Wartos¢ catki funkcji f” reprezentuje zatem potencjalny popyt na ustugi
transmisji danych, jaki moze wystapi¢ na rozwazanym obszarze. Poniewaz po-
szukiwana bedzie warto$¢ argumentu, dla ktérej jego realizacja jest maksymal-
na, wiec mozliwe staje si¢ pominiecie we wzorze (4.83) stalego czynnika
1 / (hzz::w,-), jako niewptywajacego na wynik zadania optymalizacyjnego, co

implikuje ostatecznie:

f(X)=Z%K(x_xfj. (4.84)

i hsi

Koncepcja estymatoréw jadrowych zostata zatem zastosowana powyzej do
oszacowania przestrzennego rozkladu potencjalnego popytu na ustugi transmisji
danych. Ich uzycie umozliwi uzyskanie ciaglej charakterystyki takiego rozktadu
na podstawie posiadanej bazy danych o charakterze punktowym, gdzie poszcze-
gblne obiekty abonenckie sa charakteryzowane poprzez ich polozenie geogra-
ficzne x; oraz przypisane im parametry w; reprezentujace popyt. Ze wzgledu
na wiasno$ci uéredniajace estymatoréw jadrowych mozliwe jest korzystanie tu
z uproszczonej bazy danych, zawierajacej jedynie lokalizacje glownych budyn-
kéw abonenckich, i uwzglednienie w odpowiadajacych im parametrach w; zapo-
trzebowania sasiednich, pomniejszych obiektéw. Dzigki temu znaczaco zmniej-
szony zostanie wplyw niedokfadnej lub niepetnej identyfikacji potencjalnych
lokalizacji abonenckich na otrzymany wynik, a takze obnizy si¢ koszt zwigzany
Z jej przeprowadzeniem.

4.3.2. Wyznaczenie optymalnego uktadu stacji bazowych

Dysponujac okre§lona w poprzednim punkcie funkcja (4.84) charakteryzujaca
przestrzenny rozklad popytu na ustugi transmisji danych, kolejnym potencjal-
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nym lokalizacjom stacji bazowych mozna przypisaé wielko$¢ wynikajaca
z catkowania tej funkcji w obrebie zasiegu zainstalowanych tam radiowych
urzadzen nadawczo-odbiorczych. Z kolei w przypadku ukladu stacji bazowych
calka dla calego obszaru pokrytego zasiggami poszczegolnych urzadzen ukfadu
okresla sumaryczny popyt, stanowiac jednoczesnie kryterium oceny jakosci tego
uktadu.

Niech dany bedzie uktad k potencjalnych lokalizacji stacji bazowych w miej-
scach X; przyj=1,2, ..., k. Wprowadzone zostana nastepujace oznaczenia:

0= [F(x)dx, (4.85)
¢

Djrosreen = f Fx)dx, (4.86)

CinCipn..nCy,

gdzie C; oznacza j-te koto o $rodku w X; i dodatnim promieniu 7; (reprezentuja-

cym zasieg urzadzenia nadawczo-odbiorczego przypisanego j-tej lokalizacii),
a takze ji, ja, ..., jo € {1, 2, ..., k} sa rézne, przy czym 2 <n < k. Sumaryczny
popyt, charakteryzujacy jako$¢ rozwazanego uktadu stacji bazowych, jest okres-
lony zaleznoscia

R k
0= [/®@dx=Y0,~ 3 Qipt+ X Qujpptet(-DF 0z .

CruCyu..UC, Jj=1 {152} {/1,J2,73}

(4.87)

Uwzgledniajac posta¢ powyzszego wzoru, obliczenie warto$ci wyrazen (4.85)
1 (4.86) wyczerpuje procedure pozwalajaca na wyznaczenie popytu na ushugi
transmisji danych dla ustalonego uktadu stacji bazowych, co stanowi ocene ja-
kosci tego uktadu.

Ze wzgledu na wybodr jadra w postaci (4.82) mozliwe jest okreélenie anali-
tycznej zaleznosci na catke funkcji pojedynczego jadra K; z parametrami A, s;
i w;, po kole C; o promieniu 7; i odlegtosci d;; pomiedzy $rodkiem tego kota
a $rodkiem jadra,dlai=1,2,..,morazj=1, 2, ..., k. Wyraza si¢ ona wzorem

m 2 2 242
I”J _di,j_h S,’

= i +
p \/rj‘* +2(h*s? —d?)rf + (W2 +d;)?

1], (4.88)

przy czym ponownie zostata pominieta dodatnia stata jako niewplywajaca na
wynik zadania optymalizacyjnego.

Z kolei analityczne wyznaczenie wartoéci catki po zbiorze bedacym przecie-
ciem dowolnej liczby ké}t stanowi w praktyce zadanie niewykonalne. Mozliwe
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jest jednak skonstruowanie procedury przyblizonej. I tak, przeciecie dwdch kot
aproksymuje si¢ kotem zastepczym, dla ktérego mozna juz uzy¢ wzoru (4.88).
Przy zagwarantowaniu jednakowej powierzchni kota i soczewki oraz wiasci-
wym ulokowaniu $rodka owego kota, réznica mig¢dzy wartosciami funkcji
(4.84) na obszarach soczewki i kola nie jest bowiem duza, a blad majacego
charakter uéredniajacy catkowania po ich polach — stosunkowo niewielki. War-
to zauwazy¢, iz najwieksze wartosci tego biedu wystepuja wtedy, gdy soczew-
ka jest silnie splaszczona, czyli gdy jej powierzchnia, a zatem réwniez warto§é
wyrazenia Q;, ;, jest relatywnie mata. Procedura ta moze by¢ latwo uogélnio-

na na drodze rekurencyjnej dla przecigcia dowolnej liczby kot wigkszej niz dwa.

Powyzsze konczy podstawowy algorytm obliczen niezbedny do zastosowa-
nia wzoru (4.87), umozliwiajacy scharakteryzowanie jakosci danego ukladu
stacji bazowych. Zostanie on teraz uzupelniony w celu uwzglednienia obszaréw
Lhiewidocznych” 1 ograniczonej przepustowasci stacji bazowych.

Aby uwzgledni¢ wystepowanie obszarow ,niewidocznych”, w ktérych
transmisja nie jest mozliwa ze wzgledu na nierownomierne uksztattowanie tere-
nu oraz wystgpowanie réznorodnych przeszkod, od wartosci danej wzorem
(4.87) nalezy odja¢ wartos¢ catki po odpowiednich polach. W praktyce projek-
towania sieci teletransmisyjnych najczesciej aproksymuje si¢ obszary niewi-
doczne prostymi figurami geometrycznymi, ktore z kolei przybliza si¢ kotami
lub og6lniej — suma koét. Przy takim zatozeniu przedstawiony poprzednio algo-

rytm umozliwia tatwe obliczenie catki funkcji ]} po obszarach ,,niewidocznych”

— analogicznie jak przedstawia to wzdr (4.87) — a nastgpnie odjgcie tej wartosci
od podstawowej postaci wskaznika Q.

Nietrudno takze uzupetni¢ proponowana powyzej metodg o procedurg po-
zwalajaca uwzgledni¢ ograniczona przepustowos$¢ poszczegdlnych stacji ba-
zowych. | tak, zbidr bedacy suma obszaréw lezacych w zasiggu rozwazanego
uktadu stacji bazowych jest podzielony przez okregi, stanowigce granice zasie-
géw poszezegblnych urzadzen nadawczo-odbiorczych, na skonczona liczbg
podzbioréw, oznaczanych dalej jako Z; dla j=1, 2, ..., J. Korzystajac z przed-
stawionego wczeéniej algorytmu, dla kazdego z nich mozna obliczyé przyblizo-

ng wartos¢ calki L f (x)dx. Wskazanie, jaka czg$é popytu kazdego z obszarow

Z; powinna by¢ obstuzona przez poszczegoélne stacje bazowe, tak aby zaspokoi¢
mozliwie jak najwigcej popytu przy uwzglednieniu ograniczonych przepustowo-
$ci urzadzen nadawczo-odbiorczych, staje sig wtedy typowym zadaniem pro-
gramowania liniowego, mozliwym do rozwiazania z uzyciem klasycznej metody
sympleks.

Ninigjszym zostatla skompletowana procedura wyznaczania wskaZnika
jako$ci ustalonego uktadu stacji bazowych, uwzgledniajaca wszystkie sformu-
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fowane na poczatku niniejszego podrozdziatu uwarunkowania. Warto zwrécié
uwagg, iz podstawowa, wielokrotnie wykorzystywana w powyzszej procedurze
wlasnos¢ stanowita dogodna formuta estymatora jadrowego, bedacego kombi-
nacja liniowa funkcji o postaci mozliwej do wyboru zgodnie z uwarunkowa-
niami konkretnego zagadnienia aplikacyjnego, w przypadku rozwazanego tu
problemu — mozliwosci catkowania. Dysponujac okreslonym powyzej wskaz-
nikiem jakosci ustalonego ukladu stacji bazowych, mozna przystapi¢ do wy-
znaczenia optymalnego ich uktadu. W tym celu zostana uzyte metody wiasci-
we badaniom operacyjnym.

W rozwazanym ujeciu przyjeto mozliwo$é wyboru w kazdej z potencjalnych
lokalizacji jednej sposréd p mozliwych wersji sprzetowych urzadzen nadawczo-
-odbiorczych (przy czym p € IN\ {0}), rézniacych sie parametrami uzytkowymi.
Niech zatem dany bedzie A&-wymiarowy wektor decyzyjny

(g1, &25 - grl (4.89)

Jego poszczegblne wspolrzedne reprezentuja potencjalne lokalizacje stacji ba-
zowych i przyjmuja wartodci gy e {0, 1,..,p} dla j=1,2,..,k Jezeli j-ta
wspolrzedna tego wektora wynosi zero, oznacza to, iz w j-tej lokalizacji nie
zaklada si¢ zamontowania urzadzen nadawczo-odbiorczych, natomiast gdy
wspolrzedna ta przyjmuje warto$¢ g z zakresu 1, 2, ..., p, to w j-tej lokalizacji
przyjmuje si¢ g-ta wersje sprzetowq tych urzadzen. Poszukiwane bedzie maksi-
mum wyrazenia

x (g1, &2, gk1) (4.90)

m
81:8254

przy ograniczeniu

k

D¢, <C, (4.91)

j=1

gdzie O([gi, g2, -, gi]) oznacza warto$¢ funkcji (4.87) dla uktadu urzadzen
nadawczo-odbiorczych umiejscowionych zgodnie z warto$ciami wektora decy-
zyjnego [gi, g2, ..., &), dodatnie liczby ¢, reprezentuja koszt zakupu i montazu

urzadzen g-tej wersji urzadzen nadawczo-odbiorczych, a C okresla maksymal-
na wielko$¢ dostepnych $rodkow finansowych.

Powyzszy problem optymalizacyjny mozna latwo rozwiazaé, stosujac kla-
syczne metody badan operacyjnych. Niech zatem dane bedzie k-poziomowe
drzewo decyzyjne, przy czym jego poszczegdlne poziomy reprezentuja kolejne
potencjalne lokalizacje stacji bazowych. Rozwiazanie rozwazanego problemu
polega na wyznaczeniu $ciezki od wezla poziomu pierwszego do wezta poziomu
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k-tego, opisanej za pomoca wektora [g1, g, ..., 2], dla ktorego funkcja Q osiaga
maksimum i spelnione jest ograniczenie (4.91). Do rozwiazania tak sformutowa-
nego zadania moze by¢ wykorzystana klasyczna metoda podziatu i ograniczen.

Powyzsze zadanie nietrudno jest uogdlni¢ na przypadek planowania
z kilkuletnim horyzontem, rowniez przy niestacjonarno$ci danych. I tak, jezeli
inwestycja jest rozpatrywana w obrgbie T € IN\ {0, 1} lat, to wektor decyzyjny
(4.89) moze by¢ uogdlniony do postaci

[gl,t:b E20=15 s Blyp=1s 8lr=25 821=25 +es Blp =25 s L14=T» g2,t:T:-'->gkr,t:T]:

(4.92)
gdzie parametr r=1, 2, .., T charakteryzuje poszczegoélne rozwazane lata.
W zapisie tym dopuszcza si¢ takze, aby liczba potencjalnych lokalizacji stacji
bazowych ky, k,, ..., kr byla zmienna w czasie. Ograniczenie (4.91) przyjmuje

wowczas posta¢ T niezaleznych warunkéw dotyczacych poszezegolnych lat,
a wskaznik jakosci (4.87) staje si¢ kombinacja liniowa kolejnych, odpowiadaja-
cych im sktadnikow. Przy okreslaniu powyzszych wielkosci dane charakteryzu-
jace poszczegodlne lata moga by¢ zmienne.

4.3.3. Ujecie rozmyte

Wystepujace we wzorze (4.84) wspolczynniki w; reprezentujg zapotrzebowanie
na ushugi teletransmisyjne przypisane poszczegolnym lokalizacjom stacji abo-
nenckich. Ich wartos¢ szacowana jest gléwnie poprzez analize rodzaju poszcze-
goélnych odbiorcow ustug, przy uwzglednieniu ich przynaleznoéci do okre§lonych
grup konsumenckich. Identyfikacja odbywa si¢ w praktyce na podstawie oceny
eksperta, wyrazanej werbalnie, opartej czgsto jedynie na przestankach intuicyj-
nych. W zwiazku z powyzszym do opisu przewidywanego w stacji abonenckiej
zapotrzebowania na ushugi teletransmisyjne zostang uzyte elementy logiki roz-
mytej. Jako specyfike rozwazanego tu zadania nalezy wziaé¢ pod uwage znaczng
ilo§¢ koniecznych do zidentyfikowania i pdzniejszej analizy liczb rozmytych
(rownej liczbie stacji abonenckich), a takze, iz rzadko — wrecz incydentalnie —
niektore wspolczynniki-w; mogg by¢ deterministyczne, dzieki podpisanym wczes-
niej umowom. Szczegodlnie dogodne w tej sytuacji sa liczby rozmyte typu
L-R, ktérych funkcja przynaleznosci bedzie zapisana w nastepujacej postaci:

L(Wi _xj, gdy x<w,
o

/u(Wf,Oti,Bi)(x) = (493)

R[x{—gw,)’ gdy x>w,
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przy czym w;, o; B; > 0, a funkcje L:IR — [0, 1] oraz R: IR — [0, 1] sa syme-
tryczne wzgledem zera, przyjmuja tam warto$¢ 1 1 sa niemalejace na przedziale
(—o0, 0]. Parametr w; mozna zinterpretowaé jako warto§¢ maksymalna, natomiast
a; 1 B; decyduja, odpowiednio, o lewostronnym i prawostronnym skupieniu wo-
kot tej wartosci.

Liczbe rozmyta . ¢ typu L-R mozna wigc utozsamiaé z trzema parametrami,
co oznaczane bedzie jako . ¢ =(w, a, ), 1 w konsekwencji proces jej identyfi-
kacji wymaga okre$lenia jedynie tych, bliskich intuicyjnej interpretacji wartosci.
Dziatania algebraiczne na liczbach rozmytych typu L-R sa zdefiniowane naste-
pujacymi zaleznosciami:

A+ B =W 0 B )+ (W, 0,Ba) =W, +wg, 0, +og, B +Bx%)s

(4.94)
A =B=W 0 B )~ (W, 0g,Be)=(W  —Wg, 0 +0s,B.  +Bw)
(4.95)
¢ (=(ew s,ca, ., cP. o), (4.96)

przy czym . ( 1 98 oznaczaja liczby rozmyte, natomiast ¢ — dodatnia liczbe
rzeczywista. Jezeli przyjaé notacje, w ktorej liczba rzeczywista a jest zapisywa-
na w postaci trzech parametréw a = (g, 0, 0), to dziatania te mogg by¢ uogdnio-
ne na dodawanie i odejmowanie liczby rozmytej i rzeczywistej. Co wiecej, wzo-
ry (4.94)-(4.96) prawidlowo wyrazaja wtedy takze dziatania na dwoch liczbach
rzeczywistych. Oznacza to zatem, ze liczba rozmyta typu L-R w powyzszym
zakresie jest uogdlnieniem liczby rzeczywistej. Na potrzeby przedstawionej tu
procedury przyjeto
1-x%, gdy xe[-1,1],

L(x):R(x):{ 0, edy xe(—m,—1)U(l, o). “97)

Ostatecznie, dla kazdej z m lokalizacji budynk6w abonenckich wprowadzony
we wzorach (4.83)-(4.84) wspolczynnik w;, reprezentujacy popyt na ushugi
transmisji danych, zostat uogélniony do dogodnej w identyfikacji 1 obliczeniach
trojparametrycznej liczby rozmytej, oznaczanej ponizej jako 9 = (w;, o, ),
przy czym w;—oa,; >0 dla kazdego i=1, 2, ..., m. W szczeg6lnym przypadku
I = (w;, 0,0) moze reprezentowa¢ liczbe rzeczywista (nierozmytg) w;.

Jak wynika ze wzoréw (4.85)-(4.88), wskaznik jakos$ci rozwazanego ukltadu
stacji bazowych ma wéwczas posta¢ kombinacji liniowej tréjparametrycznych
liczb rozmytych 9/, a zatem — z uwagi na wzory (4.94)-(4.96) — jego warto$é
staje sie takze trojparametryczna liczba rozmyta, oznaczang dalej jako 2. W celu
umozliwienia poréwnywania jakosci poszezegdlnych uktadow stacji bazowych
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zostang uzyte elementy teorii preferencji rozmytych. Funkcja preferencji <?
liczby rozmytej .2 o ograniczonym nosniku funkcji przynaleznosci bedzie przy-
Jeta w nastepujacej postaci wyniklej z praktyki podejmowania decyzji:

Max Supp f.o
j X po{x)dx
R(Q)= §Tinsupp s + (1—8) min supp so, (4.98)

mMax supp 4 o

[ po(xyax

min supp g o

gdzie 6 €[0,1], po oznacza funkcje przynaleznosci liczby rozmytej .2,
a supp fo — jej nosnik. Wartos¢ funkcji przynalezno$ci jest zatem kombinacja
liniowa z wagami & i 1 — & warto$ci $redniej liczby rozmytej oraz warto$ci mi-
nimalnej jej nos$nika. Warto$¢ $rednia odpowiada bayesowskiej regule decyzyj-
nej i wyraza dzialanie ,realistyczne”, natomiast warto$¢ minimalna noénika
funkcji przynalezno$ci wynika z reguty minimaksu i reprezentuje dziatanie ,,pe-
symistyczne”. Parametr § stanowi zatem o strategii firmy w zakresie od ,reali-
stycznej” — zakladajacej $redni poziom przewidywanego popytu — dla § = 1, do
»pesymistycznej” — przyjmujacej najmniejszy przewidywany popyt —dla § = 0.
W przypadku liczby tréjparametrycznej .2 =(q,a, ) dla funkcji L i R da-
nych zaleznoscia (4.97) — wartos¢ funkcji preferencji (4.98) wyraza sie wzorem

R(D) = 5(q+§@;—°°))+ (1—5)(q—oc):q—oc+8[5a;3ﬁj. (4.99)

Jezeli rozwazane sg dwa uklady stacji bazowych scharakteryzowanych przez
rozmyte wskazniki jakosci, to za ,,lepszy” nalezy uznac ten, dla ktérego warto$é
powyzszej funkcji jest wigksza. '

Ponownie warto zwrdci¢ uwage, ze wprowadzenie do modelu nieprecyzyj-
nosci w postaci elementéw logiki rozmytej i dostosowanie do ich obecnosci
opracowywanej metody stato si¢ mozliwe w duzym stopniu dzieki dogodnej
formule estymatora jadrowego. Wskaznik jako$ci pozostal bowiem w klasie
liczb rozmytych typu L-R, zatozonej wczesniej wobec wspdlezynnikow w;.

Uwagi bibliograficzne

Niniejszy podrozdziat ujmuje wyniki badan prowadzonych przez autora wraz
z Jackiem Waglowskim w ramach Jego pracy doktorskiej [66]. Powyzszy tekst
zawiera fragmenty tej rozprawy oraz wspolnej publikacji [40].

Obecnie nie istnieje uniwersalna metodyka umozliwiajaca rozwiazanie roz-
wazanego tu problemu planowania rozmieszczenia stacji bazowych systemu
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LMDS. W praktyce stosuje si¢ procedury heurystyczne, w duzym stopniu oparte
na intuicji, lub adaptuje metody z pokrewnych dziedzin. Wiele z nich, wraz
z odpowiednig literatura przedmiotows, przedstawiono w pracy [56].

Poruszone zagadnienia z zakresu badan operacyjnych i programowania li-
niowego mozna znalez¢ w podrecznikach [21, 67]. Teoria preferencji rozmytych
jest przedmiotem ksiazki [19]. Szczegodlnie wartg polecenia pozycj¢ z zakresu
logiki rozmytej stanowi klasyczna w tej dziedzinie monografia [27].







Rozdziat 5

Podsumowanie i koncowe
komentarze

W niniejszej ksiazce zostala przedstawiona i szczegétowo rozwazona koncepcja
statystycznych estymatoréw jadrowych. Dzieki mozliwosciom i powszech-
nosci wspotczesnej techniki komputerowej ten rodzaj estymator6w stat si¢ obec-
nie najcze¢Sciej stosowanym narzedziem estymacji nieparametrycznej, umozli-
wiajacym wyznaczanie charakterystyk zmiennych losowych bez arbitralnych
zatozen dotyczacych typu ich rozkladu.

W podrozdziale 3.1 przedstawiono kompendium metodyki dotyczacej esty-
matoréw jadrowych najczesciej stosowanej charakterystyki funkcyjnej rozktadu
zmiennej losowej — gestosci prawdopodobienstwa. Sformutowane zostaly defi-
nicja podstawowej postaci tego typu estymatora (punkt 3.1.1) i procedury okre-
Slania wystgpujacych tam wielkosci: wyboru postaci jadra (punkt 3.1.3) oraz
wyznaczania wartosci parametru wygladzania (punkt 3.1.4). Formuta ta zostata
rozszerzona o koncepcj¢ transformacji liniowej, uzytecznej w przypadku wielo-
wymiarowym, gdy stosuje si¢ jadro radialne (punkt 3.1.5), a takze procedure
modyfikacji parametru wygtadzania (punkt 3.1.6), majacych ogdélny wplyw na
polepszenie wlasnosci otrzymanego estymatora. Zaproponowano takze proce-
dury uzupeliajace, pozwalajace na ograniczenie jego nosnika (punkt 3.1.7)
1 uwzglednienie wielko$ci binarnych (punkt 3.1.8), co w praktycznych zastoso-
waniach nierzadko umozliwia lepsze dostosowanie modelu do badanej rzeczy-
wisto$ci. Powyzsze uogolnienia i uzupelnienia mogg by¢ dowolnie laczone,
zgodnie z uwarunkowaniami konkretnego problemu aplikacyjnego.

Co wigcej, ze wzgledu na sugestywna formule i interpretacje estymatorow
jadrowych mozliwe jest rowniez dokonanie dalszych ewentualnych modyfikacji,
zgodnie z wymaganiami rozwazanego zagadnienia. Jako przyktady przedstawio-
no ujecie lokalne (punkt 4.2.3) oraz wprowadzenie wspotczynnikéw charakte-
ryzujacych znaczenie poszczegdlnych elementow proby losowej, ktére moga
by¢ takze liczbami rozmytymi (punkt 4.3.3), co w konsekwencji pozwala na
uwzglednienie dodatkowego aspektu nieprecyzyjnosci ocen.
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Wyrazista i dogodna z analitycznego punktu widzenia koncepcja jadrowego
estymatora ggstosci prawdopodobiefistwa umozliwia ponadto uzyskanie innych
charakterystyk rozktadu zmiennej losowej, zaréwno funkcyjnych, jak i jego
parametréw. Jako przyktady zostaly rozwazone estymatory jadrowe dystrybu-
anty (punkt 3.2.1) oraz kwantyla (punkt 3.2.2). Powyzsza koncepcja moze byé
takze wykorzystana do réznorodnych odmiennych zagadnien estymacji, miedzy
innymi do wyznaczania charakterystyk warunkowych (punkt 3.2.3).

Material rozdziatu 3 niniejszej monografii dostarcza pelnego zestawu pro-
cedur pozwalajacych wyznaczy¢ estymatory jadrowe w przedstawionym powy-
zej zakresie. Poprzez odwotania do tresci rozdziatu 2 mozna takze otrzymaé
wzory wszystkich potrzebnych do tego celu klasycznych estymatoréw. Ponie-
waz publikacja ta jest przeznaczona dla szerokiego kregu odbiorcéw, o réznym
stopniu przygotowania z zakresu statystyki oraz metod analitycznych i nume-
rycznych, wige jako pomocnicze algorytmy obliczeniowe zostaly zapropono-
wane procedury powszechnie znane oraz latwe do zaimplementowania, jak na
przyktad metoda zlotego podziatu lub algorytm Newtona, i to w ich podstawo-
wych wersjach. Jednak w przypadku specyficznych uwarunkowan problemu,
potaczonych z mozliwosciami badawczymi zespolu projektujacego, zalecane
Jest wykorzystanie dostepnych w literaturze modyfikacji lub wrecz uzycie catko-
wicie odmiennych metod i algorytméw. Podobnie sugeruje sie sukcesywna we-
ryfikacje uzyskiwanych wynikéw za pomoca doraznych sprawdzianéw dosto-
sowanych do konkretnej sytuacji. Przede wszystkim poleci¢ tu mozna oglad
wykresu projektowanego estymatora, tatwy do zrealizowania w przypadku jed-
no- i dwuwymiarowym, a w pozostatych przypadkach mozliwy ,na prze-
krojach”, czyli po ustaleniu wartoéci wspotrzednych poza jedna lub dwoma. Nic
nie zastapi bowiem ludzkiej inteligencji i wyczucia, dopasowujacych ogdlne
wyniki analitycznych kryteridw optymalizacyjnych do wymagan konkretnego
zadania.

Ograniczenia w praktycznych zastosowaniach estymatoréw jadrowych wy-
nikaja gtéwnie z trzech przestanek. Podstawows stanowi sama struktura estyma-
toréw tego typu, w szczegdlnosci koniecznosé szacowania rozktadéw niesyme-
trycznych z uzyciem symetrycznych jader, a takze ewentualna wielomodalno$é
badanego rozktadu przy silnie zréznicowanych skladnikach, czemu nie sprzyja
Jednolita wartos¢ parametréw wygladzania i modyfikujacych oraz macierzy
transformacji liniowej. Druga przestanka jest stopiefi odpornosci przedstawione;j
metodyki na poczynione na potrzeby poszczegdlnych jej procedur zatozenia, nie
zawsze spelnione w praktyce (por. przykladowo warunek (3.13)). I wreszcie,
Jjako najwazniejsze ograniczenie stosowalnosci estymatoréw jadrowych nalezy
uzna¢ wymagania dotyczace liczno$ci préby losowej, szczegdlnie drastyczne
w przypadku wielowymiarowych zmiennych losowych. Nawet przy zapewnie-
niu odpowiednio licznej proby problem ten moze si¢ uwidoczni¢ poprzez wyni-
kle stad trudnosci obliczeniowe, istotne zwlaszcza w systemach pracujacych
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W czasie rzeczywistym, a wigc bezwzglednie wymagajacych krétkiego czasu
obliczen. Szczgsliwie w miarg rozwoju techniki komputerowej oraz aparatury do
pomiaru, transmisji i gromadzenia danych powstale stad utrudnienia beda ulegaé
naturalnej redukcji.

Zakres zastosowan estymatoréw jadrowych moze byé znaczaco poszerzany
poza rozwazane w nini€jszej monografii charakterystyki probabilistyczne. Poni-
zej zostanie pokrotce przedstawionych pig¢ przykladéow o sukcesywnie zwick-
szajacej si¢ odmiennosci od prezentowanych wczesniej zagadnien.

Jako pierwszy, w duzym stopniu naturalny przyklad rozwazona zostanie cze-
sto uzywana w teorii odnowy i niezawodnosci funkcja »:IR — [0, ) zwana
intensywnoScig awarii, zdefiniowana wzorem

r)=—2 % la kasdego x, takiego ze Fi) % 1, (5.1)

1-F(x)

gdzie f oraz I oznaczaja, odpowiednio, gestosé prawdopodobienstwa i dystrybu-
ant¢ jednowymiarowej zmiennej losowej charakteryzujacej bezawaryjny czas
pracy danego urzadzenia. Warto$¢ funkeji » dla argumentu x stanowi zatem
o prawdopodobienstwie wystapienia awarii w chwili x, pod warunkiem ze urza-
dzenie to nie ulegto uszkodzeniu do tego czasu. Dysponujac jadrowymi estyma-

torami gestosci ]A‘ i dystrybuanty E, skonstruowanymi z uzyciem jadra o do-

datnich warto$ciach, nietrudno jest wyznaczy¢ jadrowy estymator intensywnosci
awarii zgodnie z zalezno$cia

Fory=—LX) (5.2)
1-F(x)

Nieco bardziej ztozonym, drugim przykladem jest estymacja funkcjonaléw
gestosci prawdopodobiefistwa n-wymiarowe] zmiennej losowej, wykorzysty-
wanych w réznych nietypowych problemach statystyki, miedzy innymi catki

kwadratu funkcji /- J;Rn SA(x)dx. Oczywiscie mozliwe jest numeryczne catko-
wanie powyzszej funkcji, ale nietrudne przeksztatcenia pozwalaja wyznaczyé

dogodny wzor okreslajacy jadrowy estymator tego funkcjonalu, w podstawowej
postaci dany jako

m

[F0 dx=—7,1372f1<*2[%]» (5:3)

i=1 j=1

gdzie K™ oznacza kwadrat splotowy n-wymiarowego jadra K, a x; i x; stanowia
i-ty oraz j-ty element dostepnej proby losowe;.
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Sama idea estymatoréw jadrowych moze by¢ réwniez uzyta do polepszania
wlasnosci powszechnie znanych i stosowanych estymatoréw. W celu zilustro-
wania tego aspektu w ramach trzeciego przyktadu zostanie rozpatrzony jadrowy
estymator gestosci spektralnej, czyli mierzalnej funkeji £ [0, o0) — [0, ), ta-

b
kiej ze wartos¢ catki J- f(®)do interpretuje si¢ jako taczng moc — a $cislej wa-

riancje — skladowych okresowych badanego sygnalu o czestotliwosciach
z przedziatu [a, b]. Niech zatem préba losowa xi, x,, ..., X,, sktada sie z elemen-
tow uzyskiwanych kolejno w réwnych odstgpach czasu. Najczesciej stosowane

estymatory gestosci spektralnej sa definiowane jako funkcje f‘ :[0,71] > R na-
stepujacej postaci:

A m-l 2
Foy=o- 3 c{l "')g(tz‘o cos(io), (5.4)

i=—m+1 m

przy czym c¢; € IR oraz

) 2
g(z‘):L.zxjxﬂ,-— —1—ij dla i=1,2,..,m—1. (5.5)
m—i75 mis

Jezeli ¢;=1, to powyzsze wzory reprezentuja najprostsza postaé estymatora,
zwang periodogramem (por. rys. 5.1). Jego wykres ma ksztalt bardzo nieregu-
larny i moze przyjmowaé wartosci ujemne, co pozostaje w jawnej sprzecznosci
z wlasnosciami gestosci spektralnej. Aby wyeliminowaé powyzsze niedogod-
nosci, mozna wprowadzi¢ koncepcje jadrowego estymatora gestosci spektralne;,
powstalg z zastosowania wobec periodogramu zasadniczej idei estymatoréw
jadrowych. Przeksztatcenia oparte na transformacji Fouriera implikuja, iz wspot-
czynniki ¢; przyjmuja postaé

¢ = E(ij (5.6)

gdzie K ‘IR —>[0,00) jest odwrotna transformata Fouriera pewnego jadra K,
a dodatnia stata s odgrywa rolg parametru wygtadzania. Korzystne wlasno$ci
charakteryzuja funkcje K postaci

1—6x2+6[x]3, gdy |x|£0,5,

K@=120-|x]),  edy 05<|x|<1, (5.7)
0, gdy ’x’zl.
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WartoSci otrzymanego powyzej jadrowego estymatora gestosci spektralnej da-
nego wzorami (5.4)-(5.7) sa nieujemne, a wykres odpowiednio wygladzony
poprzez stosowny dobdr wartosci parametru 4. Tlustracje powyzszej koncepcji
stanowi rysunek 5.1.

A

A
f(w), f (@)
20- Estymator
jadrowy
Periodogram

/ Ggstosé
teoretyczna

[
T T T E T 7 T T T

0 1 2 3w
Rys. 5.1. Jadrowy estymator gestosci spektralnej (zaznaczono takze periodogram i gestosdé teoretyczng)

Koncepcja estymatoréw jadrowych moze by¢ takze wykorzystana do wyzna-
czania charakterystyk probabilistycznych zasadniczo odmiennych od prezento-
wanych dotychczas w ramach niniejszej monografii. Jako czwarty przyktad zo-
stanie rozpatrzone powszechnie znane zagadnienie regresji liniowej. Niech
zatem dane beda dwie jednowymiarowe zmienne losowe X i Y oraz uzyskana

Y
z ich zestawienia {X} préba losowa

[yl}, {yz}, {y} (5.8)
x| | x X,

Przedmiotem rozwazan jest tu funkcja f:IR — IR, ktora najlepiej charak-
teryzowalaby ewentualng zalezno$¢ miedzy zmiennymi losowymi X oraz Y.

Jej estymator ]} :R—> IR wyznacza sie tak, aby zminimalizowa¢ wyrazenie

D - F )P
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Mozna w tym miejscu poczyni¢ dwie dodatkowe uwagi. Ot6z, ponizsze wy-
niki pozostatyby niezmienione, gdyby przyja¢, iz wartosci x;, x,, ..., X,, nie sg
eksperymentalnie uzyskanymi warto§ciami zmiennej losowej X, lecz arbitralnie
ustalonymi wielko$ciami, dla ktérych otrzymano kolejne wartosci zmiennej
losowej Y, czyli yi, ¥, ..., Y. | ponadto, poszczegdlnym elementom préby loso-
wej (5.8) mozna przyporzadkowaé nieujemne wagi wy, wy, ..., W, charakteryzu-
Jace ich znaczenie. Na przyklad, jesli model ma by¢ uzyty do problemu progno-
zowania, to warto przyporzadkowa¢ takie wagi proporcjonalnie do aktualno$ci
poszczegblnych elementéw owej proby. Ze wzgledu na spdjnosé notacji wagi te
zapisuje sie jako odpowiednie elementy gtéwnej przekatnej (diagonali) macierzy
7/ o wymiarze m x m, czyli

I = diag(wi, Wo, ..., Wy ). (5.9)

Tradycyjne, parametryczne metody wyznaczania funkcji regresji wymagaja
arbitralnego ustalenia postaci funkeji f, a w konsekwencji takze f , po czym
wyznaczenia wystepujacych tu wspdtezynnikéw. Najczesciej przyjmowana jest
posta¢ liniowa tych funkcji i woéwczas otrzymuje sie

/} (x)=e[ X)X )] X (x) Wy, (5.10)
gdzie
e=[1,0], (5.11)
B X —X
. 1 x-x
Lx)=. . | (5.12)
1 x,—x
yl_
y=|"21, (5.13)
ym_

przy zalozeniu nieosobliwo$ci macierzy U (x)T 9/ (x).

Koncepcja jadrowego estymatora funkcji regresji polega na uzaleznieniu
wspotczynnikow w; od zmiennej niezaleznej x i — w podstawowej postaci —
okreslenie ich zaleznoscia

w,-(x)zéK(x;xij. (5.14)
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Tak wigc poszczegdlnym elementom proby losowej (5.8) sa przypisane wagi
o wartosci tym wigkszej, im wspdtrzedna x; jest blizsza argumentowi x. Macierz
(5.9) przyjmuje wowczas postaé

. 1 x—x ) 1 X —X 1 X=Xy
I (x)=diagl — K ,—K y oy — K| — 1 1. 5.15
(x)lag[h[hjh(h]h[hjj -1

Co wigcej, mozliwe jest wtedy wyrazenie wzoru (5.10) w dogodnej formie ana-
litycznej ’

” [gz(x)+g1<x)<x—x,~>]1<[f;—x"jyf

X 1

- , 5.16

1= & 2:()g0(0) - g2(%) 10
gdzie

gk(x)zih—g(xi—x)k]((%) dla k=0, 1, 2. (5.17)

Rysunek 5.2 stanowi ilustracje powyzszej koncepcji. Pokazane sg tam przyktado-
wa estymowana funkcja f:[0, 1] - R dana wzorem f(x)=-0,8cos(13x+1)—
—8exp(-0,2(2,6x-1,6)*)+9,23, elementy proby losowej (5.8) uzyskane przez
dodanie do poszczegblnych wartosci f(x;) skladowej losowej, a takze klasyczna
funkcja regresji (5.10) oraz jej jadrowy estymator (5.16)-(5.17). Widaé, iz ten
ostatni nie jest ograniczony zadnym arbitralnym zatozeniem dotyczacym postaci
funkeji f.

I wreszcie, ostatni — piaty — przyktad stanowi ciekawe, nietypowe zastoso-

wanie estymatoréw jadrowych do tak zwanych metod bootstrapowych. Ogélny
zamyst opiera si¢ tu na znanym fakcie, ze jezeli m"-elementowa prébe losowa

XD, Xny ey Xow (5.18)

m

otrzymano z generatora liczb pseudolosowych o rozktadzie jednostajnym, a od-
wracalna funkcja F jest dystrybuanta pewnego rozkltadu, to mozna uznaé, iz
préba

FAGD), FA3), .y F(xke) (5.19)

pochodzi z generatora o rozktadzie scharakteryzowanym przez dystrybuante F.
Niech zatem dana bedzie jednowymiarowa zmienna losowa X o rozkladzie
majacym dystrybuante F, a takze uzyskana z niej m-elementowa préba losowa

X1, X0y eeey Xy (5.20)
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i

| S ) ,
| Estymowana funkcja

Jadrowy estymator funkcji regres;ji

Klasyczna funkcja regresji

0 02 04 06 038 1 x
Rys. 5.2, Jadrowy estymator funkcji regresji (zaznaczono réwniez klasyczng funkcje regresji i esty-
mowang funkcje foraz, krzyzykami, wartosci préby losowej)

Na jej podstawie mozna otrzymacé jadrowy estymator dystrybuanty F. Jesli do
Jjego konstrukcji jest uzywane jadro o dodatnich wartosciach, to istnieje funkcja
odwrotna F1. Otrzymujac z generatora liczb pseudolosowych o rozkladzie
jednostajnym probe losows (5.18), uzyskuje sie m'-elementowa probe

FA0), F5), oy F(x) (5.21)

o rozktadzie majacym dystrybuantg F, oczywiscie ,,z doktadno$cia” jej oszaco-
wania estymatorem jadrowym F. Jezeli zatem m" jest znaczaco wieksze niz m,
to liczno$¢ dostepnej proby (5.21) ulega istotnemu zwickszeniu wzgledem
(5.20). Ograniczenie stanowi tu jednak potggowaniec si¢ bledu wyniklego
z oszacowania dystrybuanty F estymatorem jadrowym F. W praktyce stoso-
wanie powyzszej metody pozwala na uzyskanie korzysci poréwnywalnych
nawet z kilkakrotnym zwigkszeniem licznosci dostgpnej proby losowej (5.20).
Nawiazujac do materialu prezentowanego w niniejszej ksiazce, wielko$é
F(x}) dlai=1,2, .., m" mozna wyznaczy¢ jako wartosé jadrowego estyma-
tora kwantyla rzedu x;.

Na koniec warto wspomnie¢, iz estymatory jadrowe sa coraz czeSciej uzy-
wane do konstrukeji specjalistycznych algorytméw z zakresu analizy danych,
w szczegdlnosci klastryfikacji (faczenia elementéw proby losowej w grupy/klasy
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o podobnych cechach) i klasyfikacji (okreslania przynaleznosci ustalonych ele-
mentéw do wyréznionych grup/klas, czyli w podobnym, aczkolwiek ogdlniej-
szym sensie, niz przedstawiono to w punkcie 4.2.2 w odniesieniu do elementow
nietypowych).

Podsumowujac, metodyka konstruowania estymatoréw jadrowych dostar-
cza nie tylko aparatu matematycznego umozliwiajacego uzyskanie standardo-
wych charakterystyk rozktadu zmiennych losowych, ale moze by¢ takze wyko-
rzystana do otrzymania wielu innych wielkosci stosowanych w réznorodnych
zagadnieniach praktycznych. Sama idea tego typu estymatoréw czesto bywa
uzyteczna przy polepszeniu wlasnosci tradycyjnych elementow klasycznej
statystyki matematycznej oraz konstruowaniu specjalistycznych procedur wia-
Sciwych wspotczesnej statystyce i analizie danych. Dogodna formuta estyma-
tora jadrowego, okreslona jako kombinacja liniowa odpowiednich funkeji,
w potaczeniu z mozliwo$ciag swobodnego wyboru ich postaci, umozliwia sze-
rokie spektrum aplikacji, rowniez spoza zakresu zwiazanego z probabilistyka,
w szczegolnosci w tych zagadnieniach, gdzie wymagane jest oszacowanie
gestosci miary skoniczonej (tj. takiej, iz miara calej przestrzeni nie jest réwna
nieskonczonosci).

W rozdziale 4 niniejszej monografii zostaly przedstawione trzy przyktadowe
zastosowania estymatoréow jadrowych do zagadnienn wspélczesnej analizy
systemowej. Najpierw przedmiotem rozwazan byt klasyczny problem identyfi-
kacji parametrow modelu, aczkolwiek dla przypadku gdy jego przeszacowanie
i niedoszacowanie implikuja istotnie odmienne skutki w rozwazanym systemie.
Nastepnie rozpatrywano zadanie wykrywania oraz klasyfikacji elementow nie-
typowych (odosobnionych) za pomoca zaprojektowanych do tego celu testow
statystycznych. Jako ostatni zaprojektowano algorytm wyznaczania optymalne-
go uktadu stacji bazowych bezprzewodowego systemu transmisji danych, na
podstawie przestrzennej charakterystyki rozktadu popytu w obecnosci nieprecy-
zyjnych jego ocen. Specyfika powyzszych zagadnien wydaje sie by¢ typowa dla
wspOlczesnej analizy systemowej. Cechuje ja bowiem interdyscyplinarnoéé
przedmiotu badan, wszechobecno$é réznorodnych sposobow opisu nieokreslo-
nosci i wreszcie, podporzadkowanie stosowanych metod nowoczesnym techni-
kom informacyjnym.

Uzupelnienia oraz errata tekstu niniejszej monografii zostang udo-
stgpnione pod adresem internetowym http://www.ibspan.waw.pl/kulczycki/EJWAS_05.
Autor bedzie wdzigczny za wszelkie sugestie i uwagi przekazywane na adres:
kulczycki@ibspan.waw.pl lub kulczycki@pk.edu.pl.

Uwagi bibliograficzne

Rozliczne aspekty zwiazane z teoria i zastosowaniami estymatorow jadrowych
sg dostgpne w klasycznych monografiach [62, 68], a takze w zrdéznicowanej
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pod wzgledem tematyki i sposobu prezentacji literaturze [10, 50, 54, 59, 60]
oraz krotkich wzmiankach znajdujacych si¢ w polskojezycznych pozycjach
[13, 20, 36].

Radykalne zmiany, jakie ostatnio nastapity zardwno w samym przedmiocie,
jak 1 metodyce analizy systemowej, mozna ocenié, poréwnujac opublikowana
20 lat temu ksiazke [1] z jej wspotczesnym odpowiednikiem [65].
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