WYZSZA SZKOLA INFORMATYKI STOSOWANEJ I ZARZADZANIA

PERMUTACJE
Permutacjg zbioru n-elementowego X nazywamy dowolng wzajemnie jednoznaczng funkcje f:
XX
fi X — X
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
.
Przyktad permutacji
X={a,b,cd} f@=d, f(by=a, f(c)=c, [(d)=b
. .. . . b b dd
Zapis permutacji w postaci tablicy: f= ¢ pH
a ¢

w gornym wierszu - elementy zbioru X w dowolnej kolejnosci,
w dolnym wierszu - pod elementem x X wypisujemy f(x).

Jesli uporzadkujemy elementy w géornym wierszu tablicy, to danej permutacji odpowiada
jednoznacznie wektor z dolnego wiersza, sktadajacy si¢ z elementoéw zbioru X: (d,a,c, b)

Zatem dowolny wektor n-elementowy, zawierajacy rozne elementy zbioru X (dla [X] = n), mozemy
takze nazywac permutacja zbioru n-elementowego.

Przyjmujemy dla uproszczenia, ze X={1,2,3,...,n} |

S, - zbidr wszystkich permutacji zbioru { 1,2, ....,n}
0S8, identyfikujemy z wektorem (ay, ..., a, ), gdzie a;=f (i)
gL 2 .. nQg

lub zapisujemy w postaci tablicy: f= Bz
1 4 a

n

Definicja
Zlozeniem permutacji /' 1 g nazywamy permutacj¢ fg, taka ze fe(=71 (g(i))

Przyktad zlozenia permutacji

0 2 3 4 50 0 2 3 4 50 4 50
F=H 3 5 4e g_% 5 3 1 4% Se=H 5 10
Definicja
, 0 2 .. a0 . .
Permutacje e= H H nazywamy permutacjg identycznos$ciowa

Dla kazdej permutacji f* zachodzi: ef=fe=f
Definicja
Permutacja odwrotna do £ S, nazywamy permutacie f~ [0S, , taka ze flf=e

O .. i .. O L0 . j . O
’=H . . H e
Dla kazdej permutacji f zachodzi: flfr=rf"=e

Rozwazmy trzy dowolne permutacje f, g, h 1S, :
k .. O O i

o .. . N o .. .. O
= s = , h=
’=H ., . Be€H . B'E G o 5
ran=g Ty T i T
zatem zachodzi f(gh) = (fg)h (taczno$¢ zlozenia)
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Dla dowolnych permutacji f, g, 2 0 S, spelione sa zalezno$ci:

f(gh) = (fg)h
fe=ef=f
[f=rrt=e

Zbior permutacji S, jest grupa ze wzgledu na dziatanie ztozenia (grupa symetryczna stopnia n)

Dowolny podzbior G S, spehiajacy warunki:
felG O fgOG i fO0G 0O F'O0G
nazywany jest grupa permutacji stopnia n

Przyktady grup permutacji stopnia 3
0jJ 2 3gg 2 3gg 2 3gd 2 03

@~ 5 HE 1 aHH s oG 2

Enl 3| 2 3

@l 5 sk 3

oo
.

[SST NS R \)

GRAFICZNA REPREZENTACJA PERMUTACIJI

:[12345D
fEﬁ3214H I/\

Permutacja przedstawiana jest w formie grafu o zbiorze wierzchotkow X= {1, ...,n }:
z wierzchotka / 0 X wychodzi doktadnie jeden tuk do wierzchotka f(/),
do wierzchotka / 0 X dochodzi doktadnie jeden tuk z wierzchotka f'(/).

po uzupetieniu f;(/)=/ dla /00X - {af 5 vees a;i} powstaje permutacja f; zwana cyklem ;
oznaczenie cyklu - f;= [a;', a;_] np. f1=[1,5,4] i f2=[2,3]

ROZKEAD PERMUTACJI NA CYKLE
Kazda permutacje f'[1.S, mozna przedstawi¢ w postaci ztozenia k cykli ( 1 <k <n) o dlugosciach
ny,.on;y (m+..+tn,=n):

— 1 1 1 2 2 2 k k k
f= [al,az,..., anl] [a1 yy geey an2] [al Ay e ank]

Przyktad rozktadu permutacji na cykle

02 3 4 50 B . 023450, 023450
=K 3 21 4H I=htas edzie [z 0 HE LT 5 5 4 s

permutacja f; odpowiada cyklowi
permutacja f, odpowiada cyklowi &;@D

Zapisujemy: f1=[1,5,4], f,=[2,3]11/=[1,54][2,3]

Definicja
Mowimy, ze permutacja jest typu (Aq, Az, «.., A,)) , jesli zawiera w rozktadzie na cykle doktadnie A,
cykli o dtugosci i dla i=1,2, ..., n.

Typ permutacji zapisujemy: 1% 2% »* ('symbol *

" pomijamy w zapisie, jesli A;=0)
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Przykiad oznaczania typu permutacji
o 2 3 45 6 7 8

f-H7 51423609 SH rozklad na cykle: f=[1,7,6,3]1[2,5][4][8,9]
typ permutacji: 1'22 4!
Definicja

Par¢ (a;,a;), dla i<j, nazywamy inwersja w permutacji ( ai, az, ..., a, ), jesli a;>a;.
Liczbe wszystkich inwersji w permutacji f[1.S, oznaczamy I(f)
Definicja

Znakiem permutacji £ S, nazywamy liczbe sgn(f)=(-1)""".

Przyktad wyznaczania znaku permutacji

/ =§ § ; T jﬁ inwersiew /= (5,3), (5,2), (5, 1), (5,4), (3,2), 3, 1), 2, 1)
I(/)=7; znak permutacji sgn(f)=(-1)"=-

gz% ? 431 : Zﬁ; inwersiew g: (3,1), (3,2), (4,2), (5,2)

I(g)=4,; znak permutacji sgn( g)=(-1)"=1

Definicja

Permutacj¢ f[1S, nazywamy parzysta, jesli sgn( /) =1, albo nieparzysta, jesli sgn(f)=—

Definicja
Permutacje, ktora jest cyklem o dtugo$ci 2, nazywamy transpozycja.

Przykiad transpozycji

g 2 3 4 50

f—B2543H [3.5]

Lemat

Dowolng permutacje f[1S, mozna przedstawi¢ w postaci ztozenia I( /) transpozycji sasiednich
elementow

(tzn. transpozycji postaci [ i, i+1 ])
Przykitad rozktadu na transpozycje

g 2 3 4 350 _
FEh L 4 s oD 1(/) =4 S=12.3][3,41[4,5] [1,2]
o1 2 3 4 5 0O
2 1 3 4 5 [1,2]
2 1 3 5 4 [4, 5]
2 1 4 5 3 [3, 4]
o3 1 4 5 2 0O [23]
Lemat

Dla dowolnych permutacji /', g 0S, sgn(fg)=sgn(f) bgn( g).
Lemat

Znak dowolnego cyklu o dlugosci & jest rowny (—1)*"'

Lemat
Kazda transpozycja jest permutacja nieparzysta.
(bo jest cyklem o dtugosci 2)
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Przyktad wyznaczania znaku permutacji
g 23456 7 8 90

/= H7 5142 3 69 SH’
znaki poszczegolnych cykli:  sgn([1, 7, 6, 3]) = (1)’ =-1, sgn([2, 5]) =(-1)' = -1, sgn([4]) =
(-1)"=1,sgn([8, 9] = (-1)' = -1

rozktad na cykle: f=[1,7,6,3]1[2,5][4]1[8,9]

znak permutacji segn( /) =(CDIHDAF1)=-1 1 permutacja jest nieparzysta
Twierdzenie
Znak dowolnej permutacji 1S, , ktora jest typu 1% 2% .. n" wyraza si¢ wzorem

D%ZEH
sgn(f)=(-1)""

Przyktad wyznaczania znaku permutacji z twierdzenia o typie

002345678 90 I
T=H s 1423609 st n=2, /A= 0BX0=

rozktad na cykle:  f=[1,7,6,31[2,51[41[8,91; typ permutacji: 1'2% 4!

Azj

sgn(f)=(-1)F  =(=1y»*PeAs = (=1)* =1 i permutacja jest nieparzysta.
PODZBIORY ZBIORU |
X={x1, 0, Xn }, X - zbidr wszystkich podzbiorow zbioru X

dla dowolnego podzbioru Y O (X) wyznaczamy jego wektor charakterystyczny
&(Y)=(by,b,, ..., b,) wedlug wzoru:
jesli x, OY
bl_:Dl J.esfx’ , dlai=1,..,n
B) jeslix, OY

¢ dowolny wektor ( by, by, ..., b, ), gdzie b;1{0, 1}, jednoznacznie wyznacza pewien podzbior
zbioru X
¢ wektor charakterystyczny moze by¢ utozsamiony z funkcja f{1,2,..,n} - {0,1}

O | O[=2"

Generowanie podzbioréw zbioru X

wektorowi charakterystycznemu ( b1, bo, ..., b, ), gdzie b;[1{0,1 },

odpowiada liczba z przedziatu [ 0; 2" — 1]

Przyktad

X={a,b,c,d,e}, Y={b,d,e}0d X,n=5; & Y)=(0,1,0,1,1)
01011=02*+12°+02*+ 12" +12°=8+2+1=110[0; 31 ]

Zatem wypisujac po kolei wszystkie liczby z przedzialu [ 0; 2" —1 ] i zapisujac je w systemie
dwéjkowym mozna wskazaé wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego.

Binarny kod Grey’a rzedu n

stuzy do generowania wszystkich podzbioréw zbioru n-elementowego w taki sposob, ze kazdy kolejno
wyznaczony podzbidr powstaje z poprzedniego przez dodanie lub odjecie tylko jednego elementu.

nd , n=21, m=2"

Kod Grey’a powstaje rekurencyjnie:
¢ dla n=1 mamy dwa jednoelementowe wektory binarne: C;=(0) i C,=(1)
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¢ jesli dla n>1 mamy ciag wektoréw binarnych Cy, C, ..., C, n-elementowych, w ktérych dwa
sasiednie wektory roznia si¢ doktadnie na jednej pozycji, to tworzymy ciag wektorow binarnych
(nt+1)-elementowych wedtug schematu:
(Cla 0)’ (Cz, 0): ] (Cm—b 0)3 (Cma O)a (Cm’ 1): (Cm—b 1): RS (Cla 1)

Przyktad

n=1 : 0 1

n=2 : 00 10 11 01

n=3 : 000 100 110 010 011 111 101 001

n=4 : 0000 1000 1100 0100 0110 1110 1010 0010
0011 1011 1111 0111 0101 1101 1001 0001

n=>5 : 00000 10000 11000 01000 01100 11100 10100 00100
00110 10110 11110 01110 01010 11010 10010 00010
00011 10011 11011 oO1011  O1111 11111 10111 00111

itd. 00101 10101 11101  O1101 01001 11001 10001 00001

| PODZBIORY i-ELEMENTOWE
X={xy,.,x:.}, k<n
Przyjmijmy oznaczenie:

%ﬁ - liczba wszystkich podzbiorow k-elementowych zbioru n-elementowego (wWspotczynnik

dwumianowy)
. L. . " [(h{d . .
Symbol uzywany w rozwinig¢ciu dwumianu: (x+y)' = > Hz sz i
Twierdzenie
mO_[A, _ n! _n(=D.(n—k+1)
O k! kN n—k) 1R20.0k

Dowéd
Kazda funkcja réznowartosciowa f: 4 —» X, gdzie |[A|=k 1 k<n, wyznacza k-clementowy
podzbior zbioru n-elementowego X:

fid —

k

i 0000 <

[
Takich funkcji jest [ n ]i. Ale k! réznych funkcji wyznacza ten sam podzbior - obraz zbioru 4 w

kazdej z nich jest taki sam. Stad liczba podzbioréw k-elementowych zbioru X wynosi [n],/k! . u

Tozsamosci zwiazane ze wspotczynnikami dwumianowymi:
— [ » [h[] kO O n O -10 h-10

2 BH > HE =" I R o Je

i

Trojkat Pascala:
wiersze sa numerowane 0, 1, 2, ...

i-ty wiersz zawiera kolejno elementy %ﬁ, ﬁﬁ, s ﬁﬁ
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f
k
k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n=0 1

1 1 1

2 1 2] 1

3 1 31 3 1

4 1 41 6] 4 1

5 1 5110 10] 5] 1

6 1 6|15 20 15] 6] 1

7 1 7121 [ 35{ 35] 21] 7] 1

8 1 8128 | 56| 70| 56( 28| 8 1

9 1 9136 84[126]126] 84| 36] 9] 1

10 1 |10 |45 [120(210]252]210]120] 45] 10| 1

11 1 | 11|55 [165(330]462]1462]330]165] 55 11| 1

12 1 |12 ] 66 [220(495]792]1924]17921495]1220| 66 [ 12| 1

I jeszcze kilka tozsamosci dla wspotczynnikoéw dwumianowych:

ponsemep posel REE-RRE
Ok 0O ;@%—SD H. b Z)HxH kDm0 Ond Dh— k0
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