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nienia wplywu nieuniknionych w praktyce bledéw identyfikacji parametréow,

wystepujacych w modelu. Pozytywne wyniki moze réwniez przynie$¢ dokona-
nie pomiaru, a nastepnie uwzglednienie konkretnych (np. aktualnych) wartosci tych
czynnikéw, ktére w istotny sposdb oddzialujag na warto$ci owych parametréw. Ni-
niejsza praca jest poswiecona zagadnieniu estymacji wektora parametréw, gdy straty
wynikle z ich niedoszacowania i przeszacowania sg niesymetryczne i wzajemnie skore-
lowane. Zagadnienie rozpatrywane jest z dodatkowym aspektem warunkowym, przy
czym poszczegllne wspoélrzedne zmiennych warunkujacych moga byé ciggle, binarne,
dyskretne lub kategoryczne (uporzadkowane i nieuporzadkowane). Koncowym wyni-
kiem jest kompletny algorytm wyznaczania warto$ci estymatora optymalnego w sen-
sie minimum wartos$ci oczekiwanej strat, z uzyciem wielowymiarowej niesymetrycznej
funkcji kwadratowej, przy dowolnym rozkladzie zmiennych opisujacych i warunkuja-

Wiele wspoélczesnych wyspecjalizowanych zadan badawczych wymaga uwzgled-

cych.

1. Wstep

Wiasciwa identyfikacja (estymacja) wartosci parametréow wystepujacych w modelu zawsze miala
podstawowe znaczenie w nietrywialnych zagadnieniach nauki i problemach aplikacyjnych [20]. We
wspolczesnych zadaniach poszczegdlne parametry nierzadko przestaly jednak opisywaé konkretne
wielkosci fizyczne, lecz raczej reprezentuja caly zakres ztozonych zjawisk, upraszczanych w ramach
modelu do jednego parametru, istniejacego jedynie w sensie formalnym. W tej sytuacji ich identy-
fikacja nie moze by¢ rozumiana w klasycznym sensie [13], jako wyznaczanie wartosci estymatora
mozliwie jak najblizszej wyimaginowanych ,prawdziwych” aczkolwiek nieznanych wartosci parame-
trow (gdyz takie w ogdle nie istnieja), lecz bardziej poprzez odpowiednie uwzglednienie skutkéw
implikowanych przez poszczegdlne wartosci na dziatanie rozwazanego systemu. W szczegdlnosci, w
wielu wspotczesnych zadaniach aplikacyjnych, dodatnie i ujemne bledy estymacji moga skutkowaé
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réznymi nastepstwami, zaréwno w sensie ilodciowym jak i jako$ciowym. Znaczenie tego aspektu
ro$nie w miare jak zwieksza sie zltozono$é¢ i wyrafinowanie wspdtczesnych modeli oraz wymagania
stawiane im przez zadania, dla ktorych sa konstruowane [11].

Potrzeba uwzglednienia odmiennych implikacji dodatnich i ujemnych bledéw estymacji (tj. od-
powiednio przeszacowania oraz niedoszacowania badanej wielkosci) prowadzi wprost do koncepcji
niesymetrycznej postaci funkeji strat [2]. Istotno$¢ takiego problemu zostala wczesnie zauwazona i
rozwazona dla prostych przypadkéw pojedynczego parametru (por. klasyczny artykut [23]). Ciekawe
poréwnanie podstawowych typéw stosowanych wéwcezas funkeji strat, a to: niesymetrycznej liniowej,
niesymetrycznej kwadratowej oraz liniowo-eksponencjalnej LINEX (w przyblizeniu liniowej dla
ujemnych bledéw estymacji oraz eksponencjalnej dla dodatnich albo odwrotnie) mozna znalezé w
artykule [15]. Nalezy takze nadmienié¢ o badaniach dotyczacych estymacji pojedynczego parametru z
wielomianowa niesymetryczna funkcja strat [12], przedstawionych w artykule [9] dodatkowo w wersji
warunkowej, to znaczy gdy szacowana wielkosé jest istotnie zalezna od czynnikéw warunkujacych. W
praktyce inzynierskiej, czynnik taki stanowi czesto aktualna temperatura. Jedli konkretne wartosci
tego typu czynnikéw sa metrologicznie dostepne, to uwzglednienie ich mozne znaczaco uscisli¢
stosowany model. W niniejszej pracy badania te zostang uogdlnione na przypadek wielowymiarowy,
gdy identyfikowanych jest kilka parametrow, traktowanych jako wektor, a straty wynikle z ich
przeszacowania i niedoszacowania moga by¢ niesymetryczne i skorelowane.

Prezentowana tu koncepcja opiera si¢ na ujeciu bayesowskim, co umozliwia minimalizacje wartosci
oczekiwanej strat wyniklych z nieuniknionych w praktyce bledéw estymacji.

Do wyznaczenia charakterystyk probabilistycznych uzyto nieparametrycznej metody estymatoréow
jadrowych, co uniezaleznia opracowana procedure od postaci rozkladéw charakteryzujacych zaréwno
identyfikowane parametry, jak i czynniki warunkujace.

Podsumowujac, cel niniejszej publikacji stanowi przedstawienie algorytmu pozwalajacego wyzna-
czy¢ wartoéci estymowanych parametréw, optymalne w sensie minimum wartosci oczekiwanej strat,
gdy straty wynikle z dodatnich i ujemnych btedéw estymacji sa rézne i dodatkowo skorelowane
pomiedzy poszczegblnymi parametrami. Procedura opracowana jest w ujeciu warunkowym, co
pozwala uscidli¢ wynik o ustalona (np. aktualna) warto$¢ czynnikéw warunkujacych. Rozklady
zaréwno estymowanych parametrow, jak i tych czynnikéw, moga by¢ dowolne.

Pelny opis algorytmu jest przedmiotem publikacji [10], gdzie podany zostal w kompletnej po-
staci, tzn. wraz z cytowanym materialem bibliograficznym moze by¢ on bezposrednio uzyty, bez
szczegdlowej znajomosci teoretycznych aspektow, zmudnych badan i analitycznych obliczen.

2. Preliminaria matematyczne: statystyczne estymatory jadrowe

Niech dana bedzie n-wymiarowa zmienna losowa X, o rozkladzie posiadajacym gestosé f. Jej
estymator jadrowy f : R™ — [0,00), wyznacza sie na podstawie eksperymentalnie uzyskanych
wartosci m-elementowej proby losowej

T1, T2,y T (1)

i w podstawowe]j postaci definiowany jest jako

o = e 2K (152) )

mh™ p
gdzie m € N\{0}, wspétczynnik h > 0 zwany jest parametrem wygladzania, natomiast mierzalna
funkcje K : R™ — [0, 00) spelniajaca warunek [z, K (z)dz = 1, symetryczng wzgledem zera i majaca
w tym punkcie stabe maksimum globalne, okresla sie mianem jadra.
W praktyce, wybdr postaci jadra nie ma istotnego znaczenia z punktu widzenia statystyki i dzieki
temu mozliwe jest uwzglednienie przede wszystkim wtasnosci otrzymanego estymatora, korzystnych
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dla konkretnego zastosowania. Szczegdlowe rozwazania mozna znalezé w publikacjach [7] — sekcja
3.1.3, [21] — sekcje 2.7 i 4.5. W prezentowanej metodzie stosowane bedzie jednowymiarowe jadro
Cauchy’ego
2 1
Kx)=—————=
(.%') T (1 + 372)2 )

w przypadku n-wymiarowym uogdlnione do jadra produktowego

(3)

X1
X2

K(ZL‘) =K . = Kl(Xl)KQ(XQ) NN Kn(Xn), (4)

gdzie K; oznaczaja omawiane wczesniej jednowymiarowe jadro (3), przy czym jako wystepujace
w podstawowym wzorze (2) wyrazenie h" nalezy teraz przyja¢ iloczyn parametréw wygladzania
hi-hy-...- hy, okreslonych dla poszczegélnych wspélrzednych.

Duze znaczenie dla jakoéci estymacji ma natomiast wyznaczenie wartosci parametru wygtadzania
h. Szczesliwie — z punktu widzenia praktyki — opracowano wiele procedur dogodnych do obliczania
tej wartosci na podstawie posiadanej proby losowej (1). Ich przeglad znalezé mozna w monografiach
[7], [17], [21]. W szczegblnosci dla jednowymiarowego przypadku dogodna okazuje si¢ metoda
podstawien, inaczej plug-in [7] — sekcja 3.1.5, [21] — sekcja 3.6.1. Metoda ta moze byé stosowana
takze w przypadku n-wymiarowym, gdy uzywane jest jadro produktowe (4), odrebnie wobec kazdej
wspolrzedne;j.

W praktyce stosuje si¢ rowniez dodatkowe procedury generalnie poprawiajace jakos¢ estymatora
(2), jak tez dopasowujace jego wlasnosci do szczegélowych uwarunkowan problemu. Dla metody
przedstawionej w niniejszym opracowaniu, szczegdlnie polecana jest modyfikacja parametru wy-
gladzania, indywidualizujaca jego warto$é¢ dla poszczegélnych jader [7] — sekcja 3.1.6, [17] — sekcja
5.3.1.

Powyzsza koncepcja zostanie uogélniona na przypadek warunkowy. Poza podstawowa (okre-
slana czasem mianem opisujacej) ny-wymiarowa zmienna losowa Y, niech dana bedzie takze
ny-wymiarowa zmienna losowa W, zwana dalej warunkujaca zmienna losowa. Ich zestawienie

X = l W ] jest zmienna losowa o wymiarze ny + ny . Zalézmy, ze rozklady zmiennej X i w konse-

kwencji réwniez W, posiadaja gestosci, oznaczane ponizej odpowiednio jako fx : R™ "W — [0, 00)
oraz fyy : R"™ — [0, 00). Niech takze dana bedzie tzw. warto$¢ warunkujaca, czyli ustalona wartosé
warunkujacej zmiennej losowej, w* € R™W taka iz

fw(w*) > 0. (5)
Wtedy funkcja fy|p—y+ : R™ — [0, 00) okreslona wzorem

fy|W:w*(y) = M dla kazdego y € R™ (6)

Jw (w)
stanowi warunkowa gesto$¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y przy wartosci warunkujacej
w*. Warunkowa gestoS¢ prawdopodobiefistwa fy|y—,~ mozna zatem traktowac jako ,klasyczna’
gestosé, ktorej postaé zostata w zagadnieniu praktycznym uécidlona poprzez podanie w* — konkretne;j
wartosci, jaka w danej sytuacji przyjeta zmienna warunkujaca W.
Zaltézmy zatem, iz dysponuje sie proba losowa

[:’h}’[zﬂ}"“’[ym]’ (7)
w1 w2 W
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Y . , . . ,
W ] Jej poszczegdlne elementy interpretowane sa jako wartosci
y; uzyskane poprzez pomiar zmiennej losowej Y, gdy zmienna warunkujaca W przyjmowata od-
powiednio wartosci w;. Korzystajac z metodyki przedstawionej w poczatkowej czeéci niniejszej
sekcji, na podstawie préby (7) wyznaczyé wtedy mozna fx, czyli jadrowy estymator gestosci
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, natomiast na podstawie préby

pozyskang ze zmiennej X = l

Wi, W2, ..., Wn (8)

uzyskuje sie fW — jadrowy estymator gestos$ci zmiennej warunkujacej W. Jadrowy estymator
warunkowej gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y przy wartoéci warunkujacej w*,
definiowany jest wtedy — w naturalnej konsekwencji formutly (6) — jako funkcja fy‘W:w* R —
[0,00) dana wzorem

7 o fX(va*)
fY|W:w*(y) - fW(U}*) :

W przypadku stosowania przy konstrukcji estymatora fW jadra o dodatnich wartosciach, nieréwnoéc¢
fw (w*) > 0 implikowana przez warunek (5) jest spelniona dla dowolnego w* € R™ .

Jezeli do konstrukeji estymatorow f x 1 fW stosuje sie jadro produktowe (4), uzywajac w estymato-
rze f x wobec wspotrzednych ktére odpowiadaja wektorowi W oraz w estymatorze fW parami tych
samych dodatnich jader, to formuta jadrowego estymatora warunkowej gestosci prawdopodobienstwa

staje sie szczegélnie dogodna dla praktycznych zastosowan. Wzér (9) mozna wéwczas zapisaé w

(9)

postaci

Friw=w ) = Friw—w- : = (10)

1 m Y1—Yi,1 Yny —Yiny wi —w; 1 Wiy —Wi,ny
o S K (P Ky () Ky (S L Ky (

B hny ny +ny

N m wi—wia Wy Wiy ’
Zi:l KnY—H ( hny 41 ) o KnY+nW ( Py +nyy

przy czym hi, ha, ..., Ry 40y reprezentuja odpowiednio parametry wygtadzania przyporzadkowane

kolejnym wspdirzednym zmiennej losowej X, a poszczegdlne wspolrzedne wektorow w*,y; i w;
oznaczone zostaly jako

wy Yi,1 Wi, 1
w; Yi2 Wi2 .
w* = . oraz  y; = Z , Wy = Z dla:=1,2,...,m . (11)
Wy Yiny Wi,nyw
Zdefiniujmy tzw. parametry warunkujace d; (i = 1,2,...,m) nastepujacym wzorem:
wi — wia wy — Wi Why — Wiy
di=Kppt1 | — | Kny2o |l — | .. . Kpygnyy | ——— | - (12)
hny+1 hny+2 hny+nw
Dzigki zalozeniu o dodatniej wartosci jader Ky, 41, Kny 42, ..., Kny4ny, parametry te sa takze

dodatnie. Wowczas jadrowy estymator warunkowej gestosci prawdopodobienstwa (10) mozna przed-
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stawié w postaci

Y1
~ ~ Y2
fyw=w(¥) = fyiw=uw= : = (13)
yTLY
Y1 —Yi1 Y2 — Yi2 Yny = Yiny
= d; K Ko | —————) ... K, | ————— ).
hihs .. h Z 1( ) 2( ho ) Y( Ry )

Wartosé parametru d; charakteryzuje ,jodlegtos¢” danej wartosci warunkujacej w* od wartosci
zmiennej warunkujacej dla ktorej pozyskany zostal i-ty element préby losowej, czyli od w;. Wowczas
estymator (13) mozna zinterpretowaé jako kombinacje liniowa jader przyporzadkowanych poszcze-
gbélnym elementom proby losowej otrzymanej dla zmiennej Y, przy czym wspélczynniki powyzszej
kombinacji charakteryzuja reprezentatywnosé¢ tych elementéow dla ustalonej wartodci w*.
Szczegbélowy material dotyczacy estymatoréw jadrowych dostepny jest w monografiach [7], [17],

18], [21].

3. Algorytm

Zapiszmy parametry, ktérych wartosci podlegaja estymacji, w postaci wektora y € R™. Beda
one traktowane jako wartosci ny-wymiarowej zmiennej losowej Y. Niech takze dana bedzie
ny-wymiarowa warunkujaca zmienna losowa W. Zaktada sie réwniez dostepnos$é pozyskanych me-
trologicznie pomiaréw wektora parametrow y, tzn. yi,yo, . . ., Ym € R™Y, otrzymanych — odpowiednio
— dla wartosci wy, wa, . .., wy, € R™ czynnika warunkujacego. I wreszcie, niech w* € R™W oznacza
ustalong wartos¢ warunkujaca. Celem pracy jest wyznaczenie estymatora wektora parametrow,
oznaczanego jako ¢, € R™Y, optymalnego w sensie minimum wartosci oczekiwanej strat wyniktych
z bledéw estymacji, dla wartosci warunkujacej w*. W celu rozwiazania niniejszego problemu zo-
stanie uzyta bayesowska regula decyzyjna [2]. Dla przejrzystosci prezentacji, przedstawiony bedzie
przypadek dwuwymiarowy (ny = 2). Sama idea moze by¢ jednak z powodzeniem przeniesiona
na wyzsze wymiary, aczkolwiek kosztem naturalnego w takich sytuacjach powiekszenia ztozonosci
problemu. Warto jednak zauwazy¢, ze w praktycznych przypadkach korelacje btedéw estymacji nie
musza wystepowaé pomiedzy wszystkimi parametrami, wiec stosowana formuta moze byé¢ znaczaco
uproszczona wobec ogdlnej postaci, w zaleznosci od konkretnych uwarunkowan zadania.

Niech zatem szacowane parametry traktowane beda jako dwuwymiarowy wektor [ zl ], na-
2

A

tomiast ich estymatory oznaczmy przez [ gl ] Funkcje strat [ : R? x R?> — R, ktéra zgodnie z
2

A

zalozeniami teorii decyzji [2] okresla straty wystepujace gdy przyjeto wartosé [ ;1 ] , podczas gdy w
2

rzeczywistosci hipotetyczny stan wynosit [ zl ] , zdefiniowana zostanie w nastepujacej kwadratowe;
2
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i niesymetrycznej postaci:

ar(91 —y1)? + a1 — y1) (92 — y2) + aq(92 — y2)?
gdy 91 —y1 <0 oraz ¥ —y2 <0
ar(§1 — y1)? + ara(91 — y1)(F2 — y2) + aqa(92 — y2)?
(1 yi |\ _ gdy §1—y1>0 oraz §3—y2 <0 (14)
y2 |’ a1 —y1)? + a1 — y1)(F2 — y2) + au(§2 — y2)*
gdy 91 —y1 <0 oraz §3 —y2 >0
ar(§1 —y1)2 + aru (91 — y1)(§2 — y2) + au(§2 — y2)?
gdy 91—y1 >0 oraz 93 —ys >0

gdzie a, ar, Gy, aq > 0, a14, ary = 0 Oraz agy, arg < 0. Wspolczynnik a; reprezentuje straty spowo-
dowane niedoszacowaniem pierwszego parametru; (zauwazmy bowiem, ze jest on mnozony przez
czynnik (§1 — y1)? dotyczacy bledu estymacji pierwszego parametru, a takze iz wystepuje w tych
opcjach w ktérych obowiazuje warunek §; —y; < 0 stanowiacy o jego niedoszacowaniu). Analogicz-
nie wspoétczynnik a, zwigzany jest ze stratami spowodowanymi przeszacowaniem tego parametru
(jest mnozony przez (91 — y1)? oraz wystepuje gdy §1 —y1 > 0, co stanowi o przeszacowaniu).
Analogicznie a4 oraz a, zwigzane sa ze stratami wyniklymi z niedoszacowania i przeszacowania
drugiego parametru. Z kolei, wspoétczynniki aiq, ary, a1y, arg reprezentuja wzajemna korelacje
bledéw estymacji obu parametréw. I tak kolejno: wspdlezynnik a;q charakteryzuje dodatkowe straty
wynikle z jednoczesnego niedoszacowania obu parametréow, a.., z jednoczesnego ich przeszacowa-
nia, natomiast a;, z niedoszacowania pierwszego i przeszacowania drugiego, a a,q odwrotnie — z
przeszacowania pierwszego i niedoszacowania drugiego. Warto rowniez zauwazy¢, ze w przypadku
a1 = Qrg = Gy = apqy = 0, co oznacza iz btedy wynikle z estymacji obu parametréw sa nieskore-
lowane, problem redukuje si¢ do dwéch odrebnych jednowymiarowych kwadratowych zagadnien
opracowanych w sekcji 3.2 artykulu [9]. Graficzna ilustracja postaci funkcji [ widoczna jest na
rysunku 1, w sekcji 4, wraz z przykladowym wynikiem symulacji numeryczne;j.

Zalézmy warunkowa niezalezno$é [3] estymowanych parametréw. Wéwczas warunkowa gestosé
Jy|w=uw+ reprezentujaca ich nieokreslonos¢ moze by¢ zapisana jako iloczyn jednowymiarowych
gestosci fy,jw—w : R — [0,00) oraz fy,w—u+ : R — [0,00) odpowiadajacych poszczegdlnym
sktadowym, czyli

fyiw=w+(Y1,¥2) = fyijw=w= (Y1) fra|w=uw+(y1)- (15)
Przyjmuje si¢ takze zalozenia, ze funkcje fy,w—u+ 1 fy;jw=w+ sa ciagle, a takze iz spelnione sa
warunki [*7y1 fy; jw—w+ (y1)dy1 < oo oraz [% )y [y, w—w- (y2)dy2 < o0.

Szczegblowa analiza [10] wskazuje, ze dla funkeji strat (14) minimum strat istnieje, jest jedyne i
wystepuje dla wektora [ é; ] bedacego rozwiazaniem nastepujacego uktadu réwnan:

91 92 92
. fyiw=w=(y1)dy1 l(aru — Qrq — A1y + Q1q) <§/2 N Syvalw=w+(y2)dy2 — N Y2 fya [ W=w+ (Y2)dY2> +

+(ard — a1q) (92 —/ Y2 SYa | W=w (yz)dwﬂ + 20y <§’1 —/ Y17 | W=w (Y1)d}’1> +
—0oQ —0o0

1 91 9]
+2(ar — ay) (91 - nw=e (y1)dy1 —/ Y1fY1Ww*(Y1)dYI> + ayq (}72 —/ Y2 Yo |W=w (Y2)d)’2> +

92 92
+(agy — a1q) (92 | Tnw=u (y2)dy2 — Y2 Sy |W=w (Y2)dY2> =0 (16)
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91 1

g2
Fyaiw=uw+(y2)dy2 [(aru — Qrq — Ay + a1q) <§/1 - nw=wr (y1)dy1 — Y1/vi | W=uw* (Y1)dY1> +

+(a — aia) (91 - /_ Y1fY1|W_w*(Y1)dY1>} + 2a4 ()72 - /_ Y2 fya W=+ (Y2)d)’2> +

92 92
+2(ay — aq) (92 i Ty w=w+(y2)dy2 — i YZfY2|W —w* (Y2)dY2> + ayq (Y1 / Y1/vi | W=uw* (Y1)dY1>
. 91 1
Harg —aa) (91 | Frpw=w0)dyr = [ yvifyyw=wr (y1)dy1 | = 0. (17)

Wyznaczenie jego wartoéci nie jest wszakze w ogdélnym przypadku zadaniem tatwym. Jednak jezeli
estymacja wystepujacych powyzej gestosci jest odpowiednio dokonywana z uzyciem opisanej w sekcji
2 metodyki statystycznych estymatoréw jadrowych, to mozliwe jest skonstruowanie do tego celu
efektywnego algorytmu numerycznego.

I tak, dla kazdego ustalonego i = 1,2,...,m zdefiniujmy funkcje U;; : R = R, Uz; : R — R,
Vii:R— Roraz V5; : R — R, dane jako

. 1L — Yi
Ur,i(y1) = */ K(M)dh (18)
hiJ-oo hy
N 1 9 i
Us,i(Y2) = — K( Y 2)dY2 (19)
ha J -0 ha
N e — Vi
Vi) = [ k(P (20)
1 J—o0 1

R B 5 y2 = ¥i,
Vai9e) = 5 [ v (BB 2)ays, 21)

d;
di = = y dla kazdego i = 1,2,...,m ; (22)
=1 7
zauwazmy iz
> ody=1. (23)
i=1

Po wprowadzeniu powyzszych notacji, uwzgledniajac posta¢ jadrowego estymatora warunkowej
zmiennej losowej (13), kryteria (16)-(17) moga by¢ zapisane w réwnowazne]j postaci

Z diU1;(Y1) |(ary — ra — a1y + a1q) Z d;i (§2U2,i(§2) — V2,i(¥2)) + (arqg — a1q) (92 — Z diyi2) | +
- i=1 i=1
+2a;(91 — Zd Y1) +2(ar —ap) Y di(91U1,:(51) — Vii(91)) + awa(92 — Zd Yi2)+
i=1
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m

+(ar — aq) Z d; (§2U2,i(92) — V2,i(92)) =0 (24)
i=1

m

> diU2i(92) |(ary — arg — ar + aig) > di (91U1,6(51) — Vi,i(91)) + ( — aia) (91 — > diyin) | +
=1 =1 =

+2a4(92 — Y divi2) + 2(aw — aa) Y di (92U2i(92) — Va,i(92)) + aa(91 — Z d;yin)
iz1 i=1
+(ara — @) Y di (91U1,4(51) — V1,i(91)) = 0. (25)
im1

Oznaczajac lewe strony powyzszych réwnan jako Li(§1,2) oraz La(§1, J2), otrzymujemy nastepujace
pochodne czastkowe:

aL y 7A = * 1 — Y - X /A A A
OLaG1,92) _ g ge L g1, [mm g — g+ a1a) 3 A (§3Un4(95) — Vas(§)) +

%! = ' hisin hisi =

+ (ard — aa) (92 — g;dfyw) +2(ar — ar) g;del,z‘(}A’l) + 2aq (26)

8Lla};12’ 2) Z d; U1, (91) [ (Ary — Qrd — Ay + Q1) iildezi(%) + (arg — aia) | +
+(ar — aiq) g d;Us(92) + aiq (27)

({)LQ(%TM = ideQ,z‘(%) [(aru — Qrd — Qpy + Q1a) idﬂ]l,i(yl) + (A — aa) | +
+(ara — aa) g; d;Ut,i(¥1) + aia (28)

R Ml e [( g o ) Yo G 51) = V61) +

+ (ap — ag)( Z diyi1) —aq) ﬁ; d;Us;(92) + 2aq. (29)

Wéwezas rozwiazanie réwnan (16)-(17) moze by¢ efektywnie wyznaczone za pomoca wielowymia-

~ o0
rowego algorytmu Newtona [19] jako granica dwuwymiarowego ciagu { }A/] -1 } zdefiniowanego
j72 ;
7=0
wzorami "
~ >ic1 diYinl

Yo,1 = ST 4 (30)
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N iy diy;
Y02 = 2o iz T 34’2 (31)
i=1 di

N ~ OL1(951,952) 0L1(94,1,895.2) -1 N oA
Yitrl | | Vil | % 92 L5 952) 1 qia j—0,1,... , (32)
Vit12 Vio 0L2(95,1,952)  0L2(95,1,09;,2) Lz(}’j,h Yj,Q) o ’

oy1 992
przy czym wszystkie wielkosci wystepujace w powyzszych zaleznosciach zostaly podane powyzej,
natomiast warunek stopu przyjmuje posta¢ koniunkcji nastepujacych nieréwnoéci:

951 — Gj-1,1] < 0.0161 (33)

952 — Gj-1.2] < 0.0162, (34)

gdzie 61 oraz 69 oznaczaja estymatory odchylen standardowych dla poszczegdlnych wspotrzednych
wektora Y.

4. Whnioski koncowe i posumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm do wyznaczania warunkowej wartosci wektora parame-
tréw, gdy straty wynikle z dodatnich i ujemnych btedéw estymacji sa niesymetryczne i wzajemnie
skorelowane. Ujecie warunkowe pozwala w praktyce na uscislenie modelu poprzez uwzglednienie
odpowiedniej (aktualnej) wartosci warunkujacych czynnikéw. Uzycie bayesowskiej reguly decyzyjnej
zapewnia minimum wartoéci oczekiwanej strat, natomiast metodyka statystycznych estymatorow
jadrowych uniezaleznia procedure od postaci rozktadéw zmiennych opisujacych i warunkujacych.
Przedstawiona koncepcja ma charakter uniwersalny i moze by¢ stosowana do szerokiego zakresu
zagadnien nauki oraz inzynierii, ekonomii i zarzadzania, nauk spotecznych, biomedycyny i innych
pokrewnych dyscyplin.

Poprawne dziatanie algorytmu zostalo potwierdzone ze pomoca licznych badan numerycznych przy
danych sztucznie generowanych dla celéw ilustracyjnych, a takze przebiegéw symulacyjnych oraz
aplikacji do zadan praktycznych z zakresu inzynierii sterowania i medycyny. Na rysunku 1 pokazano
przykladowa graficzna ilustracje funkeji strat (14), z zaznaczonymi kolejnymi krokami uzyskiwanymi
z uzyciem algorytmu Newtona (30)-(32), zbieznymi do wartosci estymatora minimalizujacego warto$é
oczekiwang strat.

Przede wszystkim, generalna reguta byly przesuniecia wartosci wyznaczanego estymatora w
kierunkach zwiazanych z mniejszymi stratami wyniklymi z btedéw estymacji, okreslanymi funkcja
strat (14). Otéz, zwiekszanie wartosci parametru a; wzgledem a,, a w konsekwencji powiekszenie
wartosci tej funkcji dla dodatnich btedéw estymacji pierwszego parametru, czyli jego przeszacowania,
skutkowalo zwiekszaniem wartosci wyznaczanego estymatora tego parametru. W konsekwencji
redukuje to prawdopodobienstwo owego przeszacowania. Odwrotny efekt wystepuje przy zwigkszaniu
wartosci parametru a, wzgledem a;: warto$¢ wyznaczanego estymatora ulegala pomniejszeniu, co
redukuje prawdopodobienstwo niedoszacowania. Im iloraz a;/a, bardziej r6znilt sie od jednosci,
tym powyzsze efekty byly wyrazistsze. Analogiczne zaleznosci wystepowaly dla parametréw agy
oraz a, przy estymacji wartosci drugiego parametru. Z kolei zwiekszenie wartosci parametru a;q
skutkowato réwnomiernym powiekszeniem wartosci estymatoréw obu parametrow, redukujac w obu
przypadkach prawdopodobienstwo przeszacowania. Przeciwne skutki implikowaly zmiany parametru
ary. 1 wreszcie, zwiekszenie wartosci bezwzglednej parametru a,q4 redukuje prawdopodobienstwo
niedoszacowania pierwszego parametru i przeszacowania drugiego, poprzez pomniejszenie wartosci
wyznaczanego estymatora dla pierwszego i powiekszenie dla drugiego z nich. Przeciwne zjawiska
dotycza parametru a;,. Warto dodaé, ze znaczenie maja tu nie same wartosci poszczegélnych
parametréw, lecz relacje (proporcje) miedzy nimi. O wielkosci zmiany wartosci estymatoréw stanowia
rozklady reprezentowane przez gestosci fy, w—uw+ 0raz fy,[w—y--
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Rysunek 1: Funkcja strat (14) i przebieg algorytmu Newtona (30)-(32); liczbami 1-7 oznaczono kolejne
kroki, natomiast symbol x wskazuje polozenie poszukiwanej wartosci optymalne;j estymatora.

Ujecie warunkowe skutkowalo odpowiednia korekta wartoéci estymatora, zgodnie z charakterem
korelacji miedzy zmiennymi opisujacymi i warunkujacymi. Jezeli parametr byl dodatnio skorelo-
wany z czynnikiem warunkujacym, to zwigkszenie/zmniejszenie warto$ci warunkujacej powodowalo
powiekszenie/pomniejszenie wartosci estymatora tego parametru. Odwrotne efekty wystepowaly
przy ujemnej korelacji. Zaleznosé ta moze by¢ bardziej ztozona, zgodnie z potencjalnie dowolng
forma zaleznosci gestosci warunkowych fy, jyy—y» oraz fy,w—,+ od wartosci warunkujacych w*.

Akceptowalng jako$é rozwigzan uzyskiwano juz dla licznoéci proby rzedu 50-100 gdy wartosé
warunkujaca ulokowana byta w okolicy gléwnej warto$ci modalnej zmiennej warunkujacej, 100-200 w
odlegtosci odchylenia standardowego oraz 200-500 na drugim odchyleniu standardowym. Biorac pod
uwage ztozony wielowymiarowy charakter zagadnienia, w praktyce nie wydaje sie to nadmiernym
wymaganiem. Dzieki uéredniajacym witasnosciom estymatoréow jadrowych, algorytm okazal sie
odporny na niklg liczbe lub wrecz brak danych z otoczenia wartosci warunkujacej. I wreszcie,
w miare wzrostu licznosci préby losowej wyznaczane wartosci estymatora zmierzaly do wartosci
teoretycznej, a odchylenie standardowe btedu sukcesywnie malato do zera. Powyzsze asymptotyczne
wlasnoéci maja istotne znaczenie z aplikacyjnego punktu widzenia, gdyz najczeéciej umozliwiaja
uzyskanie zadanej doktadnosci, aczkolwiek pod warunkiem posiadania dostatecznej licznosci proby
losowej, jak réwniez mozliwosci obliczeniowych. W praktyce stanowi to o koniecznosci kompromisu
dotyczacego powyzszych aspektéw.

Procedura zostata tu przedstawiona w swej podstawowej wersji, tatwej do zaimplementowania i
dogodnej obliczeniowo. Obrazowa interpretacja umozliwia jednak wprowadzanie indywidualnych mo-
dyfikacji oraz generalizacji, dostosowanych do nietypowych uwarunkowan poszczegdlnych zagadnien
aplikacyjnych. Przede wszystkim mozliwe jest uwzglednienie zmiennych warunkujacych odmiennych
od ciaglych (rzeczywistych), a to: binarnych [7] — sekcja 3.1.8, [17] — sekcja 6.1.4, dyskretnych [1], [22],
kategorycznych (takze uporzadkowanych) [5], [14], [16], jak tez réznorodnych ich zlozen. Ta wlasnosé
powinna by¢ szczegdlnie podkreslona, biorac pod uwage specyfike wspdlczesnej analizy i eksploracji
danych, coraz czesciej wykorzystujacej rézne konfiguracje atrybutow odmiennych rodzajow. Takze
metoda Newtona moze by¢ zastosowana w jednej ze swych licznych modyfikacji [4], [6], uzywanych
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zwlaszcza w celu zmniejszenia liczby iteracji lub powigkszenia obszaru zbieznosci.

Wazng cecha przedstawionego algorytmu jest mozliwos$¢ jego dekompozycji na dwie fazy. Pierwsza
zawiera procedury wyznaczania parametréw wygladzania i jego modyfikacji. Ztozono$¢ obliczeniowa
wynosi tu O((ny + ny)m?), ale obliczenia te maja miejsce tylko jeden raz na poczatku obliczen.
Druga faze stanowi bezposrednie wyznaczenie wartosci estymatora. Ztozono$é obliczeniowa jest tu
liniowa wzgledem m, ny oraz ny, a algorytm Newtona najczeéciej wymagal 10-15 iteracji. Implikuje
to maly czas obliczen, w wiekszosci praktycznych zadan pozwalajac na prace w czasie rzeczywistym.
Uzyskano to w duzym stopniu dzieki odpowiedniemu doborowi postaci jadra (3), umozliwiajacemu
uzyskanie analitycznych postaci funkcji (18)-(21).

Szczegbtowy opis metodyki zaprezentowanej w niniejszej pracy oraz badan weryfikacyjnych zawarty
jest w artykule [10], bedacym obecniew fazie publikowania. Sam algorytm zostal tam przedlozony w
zakresie kompletnym — wraz z materialem zawartym w cytowanej literaturze moze by¢ bezposrednio
stosowany bez szczegdtowej wiedzy przedmiotowej oraz dodatkowych badan.

I wreszcie na koniec pomniejsza osobista uwaga. Prezentujac przypadek jednowymiarowy (wie-
lomianowy) na poprzedniej konferencji KKA’2011 [8] napisaliSmy, ze koncepcja ta ,moze byé
uogolniona na przypadek wielowymiarowy, czyli gdy identyfikowany jest wektor parametrow warun-
kowo skorelowanych. Jednak wéwczas zar6wno same analityczne kryteria na optymalne wartodci
parametréw, jak i ich pdzniejsza numeryczna implementacja, staja sie skomplikowane w stopniu
przewyzszajacym obecne mozliwosci ich praktycznego stosowania”. Na szczescie, po wprowadzeniu
zalozenia dotyczacego warunkowej niezaleznosci identyfikowanych parametréw, przy jednoczesnym
zachowaniu korelacji strat wywotanych btedami ich estymacji, powyzsze stwierdzenie okazalo sie
zbyt pesymistyczne. Co wigcej, przeprowadzone symulacje wskazuja, ze proponowany algorytm jest
dosé odporny na to zalozenie i w praktyce moze by¢ z powodzeniem stosowany takze gdy nie jest
ono bezwzglednie spelnione.

Podzigkowania

Niniejszym pragniemy podziekowaé naszemu koledze dr inz. Aleksandrowi Mazgajowi, z ktérym
rozpoczynaliémy prezentowane badania. Za Jego zgoda, niniejszy tekst zawiera takze wyniki tamtych,
poczatkowych wspdélnych badan.
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